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iL  Mit  dem  Erscbeinen   von   Cauchy*s  algebraischer   Ana- 

lysis  hat  eine  nen^  Epoche  in  der  Behandlung  dieses  ^Theils 
der  Maihemalik  begonnen.  Die  Darstellungsweise,  welche, 
diese  SchriJFt  charakterisirt,  ist  Tür  die  späteren  Bearbeiter  der 
Analysis  durchaus  massgebend  geworden.  In  der  Th«i  hat 
fluerst  Cauchy  in  vielen  Beziekangen  eine  Schftrfe  der  Be-^ 
griffsbestimmungen  und  eine  Gründlichkeit  der  Beweise  ange- 
strebt, deren  Noihwendigkeit  erst  die  neuere  Eniwickelung 
der  Mathematik  zum  klaren  Bewusstseyn  gebracht  hatte,  und 
die  man  in  alteren  Behandlungen  der  Analysis,  wie  namentlich 
in  Euler's  klassischem  Werke  introducHo  in  analysin  infini- 
torum,  noch  nicht  findet. 

Andererseits  herrscht  in  Cauchy's  Darstellung  eine  Künst- 
lichkeit, welche  dem  Leser  fortwährend  die  Ueberzeugung  auf- 
drängt, dass  auf  diesem  Wege  die  bewiesenen  Wahrheiten 
nicht  gefunden  worden  sind.  Gewiss  hat  jeder  Lehrer  die 
Erfahrung  gemacht,  wie  schwer  es  dem  Lernenden  fällt  sich 
in  diese  Darstellung  hinein  zu  arbeiten,  und  dass,  wo  es  ge- 
schehen, sich  doch,  und  zwar  vorzugsweise  bei  wissenschafl- 
lichun  Köpfen  j  keine  Befriedigung  einstellt.  Sieht  man  sich 
auch  gezwungen  das  Bewiesene  als  ein  mathematisches  Kunst- 
stück zuzugeben,  so  vermisst  man  durchaus  den  natürlichen 
Zusammenhang  der  aufeinanderfolgenden  Entwickelungen. 
Cauchy's  Darstellung  hat  bierin  eine  gewisse  Aehnlichkeit 
mit  der  Euklidischen  und  bildet  einen  schroffen  Gegensatz  zu 
der  einfachen  und  durchsichtigen  Behandlung  in  dem  vorher 
erwähnten  Werke  Euler*s. 

Hätte  Cauchy  die  überall  angestrebte  Gründlichkeit  auch 
wirklich  überall  erreicht,  so.  müsste  man  die  Künstlicbkeit  der 
Darstellung  so  lange  ertragen,  als  es  keine  ebensogründliche 
aber  einfachere  Behandlun^sweise  gäbe.     Dem  ist  aber  nicht 


IV 


so.  Cauchy*s  Analysis  beruht  —  um  nur  dies  eine  hervor- 
zuheben —  in  ihren  wesentlichsten  Theilen  auf  einem  Satze, 
dessen  Unrichtigkeit  (wenigstens  in  der  Allgemeinheit  in  wel- 
cher ihn  Cauchy  ausspricbt)  längst  anerkannt  ist.  Ich  meine 
den  Lehrsatz  (Kap.  6  §.  1]  nach  welchem,  wenn  die  Glieder 
einer  Reibe  Funktionen  einer  Verinderlichen  x  sind,  und  zwar 
stetige  Funktionen  in  der  Nähe  eines  gewissen  Werthes,  für 
welchen  die  Reihe  convefgirt,  auch  die  Summe  der  Reihe 
in  der  Nähe  dieses  Werthes,  eine  stetige  Funktion  von  x 
'ist.  (liebt  man  diesen  Satz  zu,  so  folgt  daraus  allerdings, 
dass  wenn     man     durch    ym    den    Werth    der    Binomialreihe 

l  -j-  mx  +  —    ■  »*  +  ...    bezeichnet  y    indem    man 

das  reelle  0?  zwischen  —  1  und  4- Is  oder  a?=:z  (co«9-{-tm^) 
gesetzt,  9  zwischen  —  1  und  -f*  ^  nimmt,  ^m  eine  stetige 
Funktion  von  m  ist.  Nimmt  man  dann  den  Satz  zu  Hülfe, 
dass,  wenn  g>m  eine  stetige  Funktion  von  m  ist  und  die 
Gleichung  g>m ,  ^m:=(f  [m-^-m')  statt  hat,  auch  9m  =  (9)1]"* 
SB  (I  -f-  at)"*,  so  ergiebt  sich  daraus  der  Werth  der  Bino- 
mialreihe auf  eine  unzweideutige  Weise,  sowohl  für  ein  reelles 
als  für  ein  complexes  o?,  wie  dies  Cauchy  ausführlich  er- 
örtert hat. 

Die  Unrichtigkeit  des  erwähnten  S^atzes  hat  aber  schon 
Abel  nachgewiesen  (Grelle  Journal  f.  d.  Math.  Bd.  1  p. 316], 
in  einem  Aufsätze,  welcher  die  Umrisse  einer  neuen  Bearbei- 
tung dieses  Theils  der  Analysis  enthält.  Diese  ebenso  origi- 
nelle als  inhaltreiche  Arbeit  des  grossen  Mathematikers  hätte 
jedenfalls,  wenn  auch  Einiges  zu  erinnern  seyn  möchte,  mehr 
Berücksichtigung  bei  späteren  Bearbeitungen  der  Analysis  ver- 
dient, als  ihr  geworden  zu  seyn  scheint.  Man  hat  nemlich  in 
den  bekannteren  Werken  über  Analysis,  welche  nach  dieser 
Zeit  in  Deutschland  erschienen  sind,  statt  zu  untersuchen,  ob 
nicht  der  erwähnte  Cauchy* sehe  Satz  unter  gewissen  Be- 
schränkungen beibehalten  werden  kann,  denselben  vielmehr 
ganz  entfernt,  im  Uebrigen  aber  Cauchy's  Darstellung  un- 
verändert beibehalten.  Man  scheint  also  diesen  Satz  als  eine 
blosse  Verzierung  angesehen  zu  haben,  die  man  ohne  Gefähr- 
dung des  analytischen  Baues  auch  wegnehmen  könne,  und  hat 


nicht  bemerkt,  dass  es  sich  um  eine  Grundmauer  handelte, 
die  man  nicht  entfernen  konnte,  ohne  den  grössten  Theil  des 
Gebäudes  in  die  Luft  zu  stellen.  Hat  man  nemlich  nicht  zu- 
erst bewiesen,  dass  <pm  eine  stetige  Grösse  ist,  solässtsich 

auch  aus  der  Gleichung  9m  =  (1  -f-  x)^  der  Werth  von  qm 

p 
nicht  ableiten,   da  (1  -f-  x)^.,  sobald  m  ein   Bruch  =  —  ist, 

wenn  es  sich  um  reelle  Werthe  handelt,  sobald  q  gerade  ist^ 
awei  Werthe  ausdrückt,  wenn  aber  auch  imaginäre  Werthe 
zulässig  sind,  q  verschiedene  Werthe  bezeichnen  kann,  so 
dass  es  ganz  unentschieden  bleibt,  welche  dieser  q  Grössen 
den  wahren  Werth  von  qm  ausdrückt. 

Oder,    um   dies  von  einer   anderen    Seite    darzustellen, 
sucht  man,  nach  Gauchy,  die  Summe  der  Reihe 

1  -^fmsicosa-^  i,in;>)+ ^^^^ »5^(^0*2;^  + •m2^)+... 

welche,  nach  seinem  erwähnten  Satze,  zwischen  »= —  1  und 
z  =  l  eine  stetige  Funktion   von   s  ist,    so  findet   man   dafür 

m 

den  Werth  (l-f-2»  CO»  J^-j-»*)*  .  (cos  mt-\-isinmt)^  wo   t   durch 

die  Formel  ^=«^2i;r  gegeben  ist,  in  welcher  $z:zarctgz ;: 

\-\-:bco$9' 

und  k  eine  ganze  Zahl  ist,  die  nur  von  9  und  9^  abhängen 
kann.  Insofern  aber  die  Reihe  eine  stetige  ist,  muss,  wie 
Cauchy  weiter  schiiesst,  der  Werth  von  /mit  ^  zugleich 
unmerklich  zu  und  abnehmen,  und  es  muss  daher  tz=:$±Jlkn 
ebenfalls  eine  stetige  Funktion  von  %  seyn.  Da  aber  »  sich 
stetig  mit  s  ändert,  während  h  sich  nur  sprungweise  ändern 
kann,  so  kann  t  nur  dann  stetig  seyn,  wenn  k  constant 
ist,  d.h.  k  ist  von  ^  unabhängig,  und  kann  daher  bestimmt 
werden,  indem  man  »=0  setzt,  woraus  Ar==0 folgt.  Dies  ist 
Cauchy's  Schlussfolge  (Kap.  9  §.2),  welche  vollkommen  con- 
sequent  ist,  sobald  man  die  Stetigkeit  der  Reihe  zugiebt.  In 
neueren  Werken  wird  aber,  ohne  dass  von  Stetigkeit  der  Reihe 
die  Rede  ist,  aus  dem  Umstände,  dass  für  9=0  auchi  =  0 
ist,  geschlossen,  dass  allgemein  A=  0  seyn  muss,  was  durch- 
aus unrichtig  ist ,  da  k  eine  Funktion  von  s  seyn  könnte.  Und 
so  bleibt  der  grösste  Theil  der  Analysis,  insofern  er  auf  der 
Werthbestimmung  der  binomischen  Reihe  beruht,  unbewiesen. 


Wäre  es  meine  Absicht  eine  Kritik  der  bisherigen  Beband- 
lungen der  Analysis  zu  geben,  so  liessen  sich  noch  mehr  Bei- 
spiele einer  solchen  nur  scheinbaren  Gründlichlceit  anfuhren. 
Das  Gesagte  wird  aber  genügen  um  zu  zeigen,  dass,  rUcksicht- 
lieb  der  strengen  Beweisführung,  die  neueren  Lehrbücher  der 
Analysis  nicht  so  hoch  über  den  älteren  stehen,  als  ein  grosser 
Theil  des  mathematischen  Publikums  zu  glauben  scheint. 

Ich  habe,  in  der  folgenden  Bearbettiing  der  Analysis,  den 
Versuch  gemacht,  wieder  zu  einer  natürlicheren  und  einfacheren 
Behandlung  zurückzukehren,  ohne  die  Strenge  der  Bewei^füb-* 
rung  aufzugeben.  loh  setze  eine  wissenschaftlich  entwickelte 
Arithmetik  voraus,  und  fasse  die  Aufgabe  der  Analysis  so  auf, 
dass  sie  das  Zwischenglied  zwischen  Arithmetik  und  Diiferen- 
tialrechnung  bildet,  indem  sie  die  Untersuchungen  der  Arith- 
metik von  bestimmten  Zahlen  auf  allgemeinere  Formen  zu  über- 
tragen hat,  soweit  dies  geschehen  kann,  ohne  auf  den  Begriff 
der  Stetigkeit  einzugehen,  mit  dessen  Einführung  die  Differen- 
tialrechnung beginnt.  Bringt  man  den  Begriff  der  Stetigkeit 
schon  in  den  ersten   Betrachtungen  der  Analysis  an,    wie  es 

*  •       ■ 

Cauchy  thut,  seist  es  gewiss  viel  besser,  diesen  Begriff  auch 
vollständig  zu  entwickeln,  und  die  damit  zusammenhängende 
Bezeichnung  einzuführen,  d.  h.  anmittelbar  auf  die  Aritl|metik 
die  Differentialrechnung  folgen  zu  lassen.  Welche  praktische 
Bedenken  sich  einer  solchen  Behandlungsweise  entgegenstellen, 
ist  hinlänglich  bekannt. 

Die  Anwendung  der  Combinationslehre  auf  die  Analysis  ist 
in  Deutschland,  ihrem  Vaterlande ^  so  sehr  ausser  Mode  ge- 
kommen, dass  man  sich  fast  entschuldigen  muss,  wenn  man  sie 
wieder  einführt.  Nach  meiner  Ueberzeugung  kann  eine  na- 
türliche Entwickelung  der  algebraischen  Analysis,  in  dem  Sinne, 
wie  ich  diesen  Theil  der  Wissenschaft  auffasse,  der  combina- 
torischen  Betrachtungen  nicht  entbehren;  abgesehen  davon, 
dass  man  mit  diesen  auch  eine  Menge  interessanter  analytischer 
Sätze  zu  entfernen  gezwungen  ist. 

Ich  habe  dem  Buche  die  Einrichtung  gegeben,  dass  ich 
ftuerst  dasjenige  zusammengestellt  habe,  was  einen  üeberblick 
über  die  nothwendigsten  Lehren  der  Analysis  darbietet.  Die 
weiteren  Ausführungen  habe  ich  in  einzelnen  Noten  abgehandelt. 
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Erstes  Kapitel. 

Erklärnng  der  algebraischen  Analysis« 


1. 

Die  Arithmetik  beschäftigt  sich  mit  der  Ausführung  ge- 
wisser Operationen  an  bestimmten  Zahlen.  Diese  Operatio- 
nen werden  auf  eine  Anzahl  Grundoperationen  zurückgeführt, 
welche,  in  der  Ordnung  ihrer  Aufeinanderfolge ,  dasAddiren, 

I  Subtrahiren,  Multipliciren,  Dividiren,  Potenziren 
mit  ganzen  Exponenten,  Wurzel  auszieh  en  oder  Potenziren 
mit  gebrochenen  Exponenten,  und  Auffinden  der  Logarith- 

!  men  sind.  Die  fünf  ersten  dieser  Operationen  kann  die  Arith- 
metik an  gegebenen  Zahlen  vollständig  ausführen,  die  zwei 
letzten  dagegen  nur  mangelhaft.    Was  zunächst  das  Wurzel- 

^        ausziehen  betrifft,  so  zeigt  die  Arithmetik,    dass  wenn  ein 

i  Werth  X  gesucht  wird,  welcher  dem  Ausdrucke  a?=  ya,  oder, 
was  dasselbe  sagt,  der  Gleichung  x<i  =  a  genügt,  wo  a  und  q 

\  bestimmte  Zahlen  sind,  es  immer  einen  solchen  Werth  von 
X  gicbt,  wenn  q  ungerade  ist,  dagegen  zwei,  der  Grösse 
nach  gleiche>  aber  mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehene, 
wenn  q  gerade  ist.  In  einzelnen  Fällen  zeigen  jedoch  schon 
die  Mittel,  welche  der  Arithmetär  zu  Gebot  stehen,  dass  es 
ausser  diesen  Werthen  noch  andere  giebt,  welche  allerdings 
nicht  reell  sind.  Sucht  man  z.  B.  den  Werth  von  x  welcher 
der  Gleichung  x^=^\  genügt,  so  findet  man  dass  man  nicht 
blos  0?  =  1  und  o:  =  —  1  sondern  auch  x  =  \/" —  1  und 
dp  s=  —  y/^ —  1  setzen  kann.    Es  entsteht  daher  die  Frage,  wie 
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viel  (reelle  oder  imaginäre)  Werthe  von  x  giebt  es  überhaupt, 
die  für  jedes  bestimmte  q  der  Gleichung  x*i  =  a  genügen^  und 
wie  hängen  diese  Werthe  zusammen? 

Die  Arithmetik  findet  femer  grosse  Schwierigkeiten,  in- 
dem sie  Regeln  zu  geben  sucht,  nach  welchen  man  die  Werthe 

von  Va,  deren  Existenz  sie  nachweist,  wirklich  berechnen 
kann.  Sie  stützt  sich  hierbei  auf  die  Entwickelung  des  Aus- 
drucks [a  -\-'  by^y  wo  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  in 
eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  a  und  b  fortgeht.  Wenn 
es  auch  möglich  ist  diese  Entwickelung  mit  den  Hülfsmitteln 
der  Arithmetik,  zu  welchen  auch  die  Buchstabenrechnung  ge- 
hört, auszuführen,  so  zeigt  sich  doch,  dass  selbst  unter  Vor- 
aussetzung dieser  Entwickelung,  die  Ausziehuhg  der  Wurzel, 
sobald  q  eine  einigermassen  grosse  Zahl  ist,  so  verwickelte 
Rechnungen  erfordert,  dass  deren  wirkliche  Ausführung  so  gut 
wie  unmöglich  ist,  weswegen  in  der  Regel  auch  nur  die  ein-- 
fachsten  Fälle  behandelt  werden,  wo  9  =  2  oder  =  3  ist 
Aber  jedenfalls  ist  die  Arithmetik  nicht  im  Stande  in  einer 
allgemeinen  Formel  auszudrücken ,  auf  welche  Weise  die  ge- 
gebenen Werthe   a  und  q  zusammengesetzt   werden   müssen, 

damit  der  Werth  des  Ausdrucks  y/a  erhalten  wird. 

In  ähnlicher  Weise  verhält  es  sich  mit  den  Logarithmen. 
Die  Arithmetik  kann  nur  nachweisen,  dass  man  sich  durch 
eine  fortgesetzte  Reihe  Operationen  (Wurzelausziehungen]  einem 
Werthe  nähern  kanp,  welcher,  nach  der  Definition  des  BegrifTs 
Logarithme,  auf  diesen  Namen  Anspruch  machen  kann, 
aber  sie  kann  nicht  nachweisen,  wie  der  Werth  dieses  Loga- 
rithmen durch  eine  allgemeine  Formel  aus  der  jedesmal  ge- 
gebenen Zahl  zusammeiigesetzt  werden  kann.  Auch  lässt 
die  Arithmetik  die  Frage  unbeantwortet,  ob  es  ausser  dem 
Werthe,  welchen  sie  als  Logarithme  bezeichnet,  nicht  noch 
andere  giebt,    welche   ebenfalls  auf  diesen  Namen   Anspruch 

machen  können ,  d.  h.  ob  die  Gleichung  a'=  b  nicht  verschie- 
dene Lösungen  hat,  wenn  man,  wie  bei  der  Wnrzelausziehung, 
auch  imaginäre  Werthe  von  x  zulässt. 


2. 

Diese  Lücken  auszufüllen  ist  der  nächste  Zweck  der  al- 
gebraischen Analysis.  Seinen  Ausgangspunkt  nimmt 
dieser  auf  die  Arithmetik  folgende  und  sie  voraussetzende 
Theil  der  Wissenschaft  von  folgenden  Betrachtungen.  Da  die 
Arithmetik  bestimmte  Zahlen  zu  möglichst  einfachen  Resultaten 
zu  verknüpfen  sucht,  wonach  die  ursprünglich  gegebenen  Zah- 
len so  mit  einander  verbunden  werden,  dass  sie  in  dem  er- 
haltenen Resultate  nicht  mehr  zu  erkennen  sind,  so  wird  die- 
ses Resultat  auch  nicht  mehr  zeigen,  wie  es  durch  das  Zu- 
sammenwirken der  gegebenen  Zahlen  entstanden  ist. 

Die  Arithmetik  sieht  sich  daher  schon  bei  den  einfachsten 
Operationen^  da  wo  sie  deren  allgemeine  Gesetze  in  Zeichen 
ausdrücken  will,  genöthigt,  die  Buchstabenrechnung  zu  Hülfe 
zu  rufen,  d.  h.  statt  der  bestimmten  Zahlen  allgemeine  Sym- 
bole zu  wählen,  welche  jede  Zahl  vorstellen  können,  aber 
ebendeswegen  sich  nicht  mehr,  wie  bestimmte  Zahlen,  zusam- 
menziehen lassen.  Diese  Bezeichnung  unbestimmter  Zahlen 
durch  Buchstaben  entbehrt  aber  ihrerseits  des  grossen  Vor- 
zugs, durch  welchen  unsere  gegenwärtige  Arithmetik  ihre 
wissenschaftliche  Ausbildung  erlangt  hat  und  der  bekanntlich 
darin  besteht,  dass  alle  Zahlen  durch  ein  bestimmtes  Zahlen- 
system ausgedrückt  sind«  Iii  unserer  Arithmetik  ist  hierbei 
zufällig  die  Zahl  Zehn  als  Grundzahl  gewählt  worden. 
Eine  jede  ganze  Zahl  wird  durch  Vielfache  von  Potenzen  der 
Zahl  10  ausgedrückt,  indem  man  von  dem  Vielfachen  irgend 
«iner  höchsten  in  der  Zahl  enthaltenen  Potenz  von  10  bis  zu 
dem  Vielfachen  der  niedrigsten  (nullten)  Potenz  herabgeht. 
Jede  ganze  Zahl  wird  anf  diese  Weise  durch  eine. Summe  von 
Vielfachen  der  abnehmenden  Potenzen  von  10  ausgedrückt. 
So  z.B.  hat  man  5364  =  5  .  10'  +  3  .  10«  +,6  .  10» 
-|-  4  .  10^.  OiFenbar  liegt  in  dieser  Art  die  Zahlen  zu  sehrei- 
ben eine  Willkühr,  da  man  sich  mit  demselben  Rechte  der 
aufsteigenden  Potenzen  hätte  bedienen  können.  Was  gegen- 
wärtig 5364  heisst,  hätl6  nach  Uebereinkunfl  auch  4365  = 
4  .  100  -I-  6  .  10*  +  3  .  10«  +  5  .  105  heissen  können. 

In  ihrer  weiteren  Entwickelung  sieht  sieb  die  Arithmetik 

1» 


veranlasst  auch  Brüche  so  auszudrücken,  dass  ihr  Werth  nach 
abnehmenden  Potenzen  der  Zahl  10  geordnet  erscheint,  was 
wir  Decimalbrüche  nennen.  Sie  bedient  sich  hierzu  der 
negativen  Potenzen  der  Zahl  10.    So  ist  z.B.  der  Decimal- 

bruch  0,123  =  1  .  10""*+  2  .  10"*+  3  .  10"^  Während 
aber  die  ganzen  Zahlen  immer  aus  einer  endlichen  Anzahl 
nach  Potenzen  der  Grundzahl  geordneter  Glieder  bestehen, 
muss  die  Arithmetik,  bei  den  Decimalbrüchen,  in  den  meisten 
Fällen  eine  ins  Unendliche  fortlaufende  Gliederreihe  zulassen, 
wodurch  der  für  ihre  weitere  Entwickelung  so  fruchtbare  Ge- 
danke der  unendlichen  Reihe  entsteht.  So  kann  z.B.  der 
Bruch  ^  als  DecimaAruch  nur  durch  die  unendliche  Reihe 
k  =  3(tV)  +  ^^V  +  3(^)5  + ausgedrückt  werden. 

3. 

Die  algebraische  Analysis  geht  nun,  um  zu  ihrem  Ziele 
zu  gelangen,  von  einer  Grundlage  aus,  welche  die  Vorzüge 
der  Arithmetik  und  der  Buchstabenrechnung  vereinigt.  Sie 
beginnt  nemlich  damit ,  dass  sie  eine  jede  Zahl  durch  eine 
Reihß  Glieder  ausdrückt,  die  nach  Potenzen  einer  Grundzähl 
geordnet  sind;  zu  dieser  Grundzahl  nimmt  sie  aber  nicht,  wie 
die  Arithmetik,  eine  bestimmte  Zahl,  sondern  vielmehr  ein 
unbestimmtes  Zeichen,  etwa  x^  unter  welchem  man  sich  eine 
jede  beliebige  Zahl  denken  kann.  Lässt  man  zunächst  nur 
solche  Ausdrücke  zu,  welche  ganze  positive  Potenzen  von 
X  enthalten,  so  werden  die  Zahlen  entweder  durch  eine  Reihe 
von  der  Form  ^ 

A)  ax      +  6a?  +  c»  +  .  .  .  +  te 
ausgedrückt  werden,    wenn  man  nach  fallenden  Potenzen  von 
X  ordnet,   oder  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

B)  oojo  +  6jj»  +  i?a?*  +  .  .  .  . 
wenn  man  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ordnet. 

Die  Grössen  a,  b,  e,  .  .  ,  mit  welchen  die  verschiedenen 
Potenzen  von  x  multiplicirt  sind,  nennt  man  Coefficienten, 
sie  bedeuten  nicht  mehr,  wie  die  ihnen  entsprechenden  Zah- 
len in  der  Arithmetik,  nur  ganze  positive  Zahlen,  sondern 
können  jeden  beliebigen  Zahlenwerth  haben. 


An  und  fttr  sich  sind  die  beiden  Formen  A)  and  B)  veU^ 
l(onimen  gleich  berechtigt,  indessen  bat  die  zweite  Form  einen 
wesentlichen  Vorzug.  Durch  die  Formel  A)  kann  man  nem- 
iich  nur  einen  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehenden 
Ausdruck  darstellen,  da  man  mit  einer  bestimmten  Potenz  (der 
m*«>)  beginnt  und  bis  zur  nullten  fortgeht.  Die  Form  B)  da- 
gegen kann  aber  nicht  blos  ebenfalls  Ausdrücke  darstellen, 
welche  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehen,  sondern  sie 
kann  aussejrdem  auch  eine  unendliche  Reihe  darstellen,  indem 
man  sich  di^  Glieder  bis  zu  jeder  noch  so  hohen  Potenz  von 
(V,  fortgesetzt  denken  kann. 

Da  nun  schon  die  Arithmetik^  wie  oben  erwähnt  wurde, 
die  unendlichen  Reihen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zie- 
hen muss,  so  wird  dies  um  so  viehr  bei  der  algebraischen 
Analysis  der  Fall  seyn.  Aus  diesem  Grunde  soll  im  Folgen- 
den die  Form  B)  vorzugsweise  benutzt  werden. 

Indem  nun  die  algebraische  Ahalysis  von  der  Darstellung 
der  Zahlen  durch  Reihen  dieser  Form  ausgeht,  muss  sie  nach- 
weisen, ob  und  wie  die  Operationen,  welche  die  Arithmetik 
an  bestimmten  Zahlen  ausgeführt  hat,  sich  auch  auf  solche 
Reihen  ausdehnen  lassen.  Man  kann  daher  die  algebraische 
Analysis  dadurch  definiren,  dass  man  sagt,  sie  lehrt  das  Rech- 
nen mit  Reihen  die  nach  positiven  (steigenden]  Potenzen  einer 
Grundgrösse  geordnet  sind.  Man  hat  sie  mitunter  bezeich- 
nender die  allgemeine  Arithmetik  genannt,  da  es  sich 
in  der  That  um  eine  Verallgemeinerung  der  Arithmetik  han- 
delt, doch  ist  dieser  Name  wenig  in  Gebrauch  gekommen. 

■ 

4. 

Es  kann  den  Anschein  haben  als  sey  der  algebraischen 
Analyäs  mit  dieser  Definitiim  eine  zu  beschränkte  Grundlage 
gegeben.  Denn  da  schon  in  dem  speciellea  Falle,  welchen 
die  Arithmetik  behanddt,  Reihen  zugelaMen  werden  müssen, 
welche  nach  negativen  Potenzen  der  Grundzahl  fortschrei- 
ten, M  mttssle  flies  am  so  mehr  in  den-  allgemeineren  Betrach- 
tungen der  elgebraJsohen  Analysis  der  Fall  seyn.  Indessen 
ist  leicht  nachzawisisen,   dass  solche  Reihen  immer  in  andere 
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verwandelt  werden  können ,   die   nach  den  positiven  Potenzen 
einer  Grundgrösse  fortgehen.    Man  denke  sich  die  Reihe 


sey  a  positiv  und  b  negativ,  so  wird  a  -f-  ^  positiv  seyn 
wenn  a  ^  b^  zugleich  isX  a  ^  b  <C  a;  ist  auch  a  >>  26,  so 
wird  a  -|-26  ebenfalls  positiv  seyn  aber  zugleich  a  +  26  <la+ 6. 
Die  Reihe  wird  also  in  ihrem  Anfange  nach  abnehmenden 
positiven  Potenzen  von  x  fortgehen.  Ist  a  >  rb  und  zu- 
gleich a  <  (r  +  l)ft»  so  wird  der  Exponent  a  -{-  rb  noch 
positiv  seyn,  dagegen  wird  der  Exponent  (j(-|- (r-f- 1)&  wie 
alle  folgenden  negativ  seyn.  Diese  Reihe  wird  also  dem  arith- 
metischen allgemeinsten  Falle  entsprechen  j  wo  ein  Zahlenaus- 
druck aus  einer  ganzen  Zahl  und  einem  Decimalbruche  zu- 
sammengesetzt ist.  Schreibt  man  aber  statt  dieser  Reihe  den 
gleichgeltenden  Ausdruck 

x"  [A  +  Bx^   .+     Cx^^  +  Da?^*  +  .  .  .  ) 
so  ist  nun  die  ursprüngliche  Reihe  in  zwd  Faktoren  zerlegt, 

wovon  der  eine,  nemlich  a?  ,  eine  einfache  Potenz  von  x  ist, 
von  welcher  man  absehen  kann,  wenn  es  sich  um  das  Rech- 
nen mit  Reihen  handelt.     In  dem  anderen  Faktor  aber  setze 

man  das  Zeichen  ^  für  a; ,  dann  geht  er  in 

A  +  By  +  Cy^^Dy^+... 
über,  welches  wieder  eine  Reihe  von  der  Form  B]  ist,  so  dass 
man  mithin,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  bei  dieser 
Form  stehen  bleiben  kann.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir 
im  Folgenden  unter  dem  Worte  Reihe  immer  eine  Reihe  von 
der  Form  B]  verstehen. 

5. 

Es  stellt  sich  aber  dem  Rechnen  mit  Reihen  gleich  im  er- 
sten Anfange  eine  grosse  Schwierigkeit  entgegen.  In  der 
Arithmetik  haben  wir  es  nur  mit  ganz  bestimmten  endlichen 
Zahlenwerthen  zu  thun,  deren  Verknüpfung,  was  wir  eben 
Rechnen  nennen,  wieder  auf  bestimmte  endliche  Zahlen- 
werthe  führt,  wenn  man  von  besonderen  Ausdrücken,  wie  z.  B. 
^  oder  ^,  absieht.    Auch  diejenigen  Zahlenausdrticke,  welche 


au^  einer  imendlichen  Gliederreihe  bestehen,  sind  doch  immer 
endliche  zwischen  bestimmten  Grenzen  eingeschlossen^  Werthe.. 
So  z.  B.  die  in  das  Unendliche  fortlaufenden  Decimalbrüche,  die 
sich  desto  mehr  einer  bestimmten  Grenze  nähern,  je  mehr  ih- 
rer ersten  Glieder  man  zusammenzählt« 

Hat  man  dagegen  einen  in  das  Unendliche  fortlaufenden 
Ausdruck  von  der  Fx>rm 

wo  sowohl  die  Coefficienten  wie  die  Grundzahl  x  ganz  unbe- 
stimmte/wenn  auch  endliche  Werthe,  sind,  so  ist  es  sehr  wohl 
möglich  dass  ein  solcher  Ausdruck,  obgleich  er  nur  alle  denk- 
baren Zahlen  in  allgemeinster  Form  angeben  soll,  wenn  man 
für  die  Coefficienten  und  die  Grundzahl  bestimmte  Werthe 
setzt,  durchaus  keinen  bestimmten  Werth  mehr  hat,  sondern 
etwas  alle  Grenzen  Ueberschreitendes  darstellt.  Setzt  man  z.  B. 
a;  =  l,  a^l,  6  =  2,  c==3  und  so  fort  für  die  folg'en- 
den  Coefficienten  die  auf  einander  folgenden  ganzen  Zahlen, 
so  geht  die  Reihe  in 

I4.2  +  3  +  4  +  5  +  ... 

über  und  man  sieht  sogleich,  dass  diese  Reihe,  je  mehr  ihrer 
ersten  Glieder  man  zusammennimmt,  einen  desto  grösseren 
Werth  giebt^  welcher  zuletzt  über  jeden  angebbaren  Zahlen- 
werth  hinauswächst.  Diese  Reihe  drückt  also  gar  keinen  be- 
stimmten Zahlenwerth  aus  und  man  kann  ebendeswegen  mit 
ihr  nicht  im  Sinne  der  Arithmetik  rechnen,  obgleich  sie  als 
einzelner  Fall  in  der  allgemeinen  zu  Grund  gelegten  Form  B) 
enthalten  ist. 

Wottte  man  s^en  dass  man  mit  Reihen  von  der  Form  B 
nur  unter  der  Beschränkung  rechnet,  dass  sie  einen  bestimm-- 
ten  Zahlenwerth  haben,  so  würde  hierdurch  die  Allgemeinheit 
dei  Betra«)itung ,  welche  ja  der  wesentliche  Vorzug  der  algie«* 
hmschen  Analysis  seyn  soll,  aufgehoben.  Es  müssten  zugleich 
sofort  beim  Beginn  d^  Uiitersuchi^ngen  die  Kennzeichen  an* 
gegebqn  werden  durch  welche  man  die  Fälle,  in  denen  die 
Form  B]  ^in^n  bestimmten  Werth  ausdrückt,  von  jenen  unter- 
scheiileii  könnte,  wo  dies  nicht  der  Fall  ist,  während  diese 
Kennzeichen  erst  später  aus  der  bis  zu  einer  gewissen  Stufe 
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entwickeltem  algebraischen  Analysis  abgeleitet  werden  soUem 
Es  wird  datier  nothwendig  seyn  die  Definitionen  der  Opera- 
tionen der  Arithmetik  so  zu  modificiren,  dass  sie  auf  Reihen 
von  der  Porm  B),  auch  wenn  '  diese  in  ihrer  ganzen  Allge- 
meinheit belassen  werden,  anwendbar  sind.  Die  nach  Anlei- 
tung solcher  Definitionen  gestifteten  Verknüpfungen  der  Reihen 
wird  das  Rechnen  mit  Reihen  ausmachen.  Es  wird  aber 
zugleich  später  nachzuweisen  seyn,  wie  diese  Definitionen  mit 
den  als  bekannt  vorausgesetzten  Definitionen  d«r  Arithmetik 
dann  zusammenstimmen,  wenn  jene  Reihen  wirklich  bestimmte 
Zahlenwerthe  ausdrücken. 

6. 

Zwischen  dem  Rechnen  mit  Reihen  und  dem  Rechnen  mit 
Zahlen  findet  zugleich  ein  wesentlicher  formeller  Unterschied 
statt  Verknüpft  man  Zahlen  mit  einander,  so  setzt  man,  statt 
der  Summe  zweier  Zahlen,  die  Zahl  welche  diese  Summe  aus- 
drückt, statt  der  Diilerenz  zweier  Zahlen,  die  Zahl  welche  diese 
Differenz  ausdrückt  u.  s.  w.  Man  schreibt  z.  B.  4  statt  2  ~|-  2 
und  1  statt  3 — 2.  In  dem  Resultate  der  Verknüpfung  gewisser 
Zahlen  kommen  also  diese  Zahlen  nicht  mehr  unmittelbar  vor, 
im  Gegentheil  ist  es,  wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde, 
eine  wesentliche  Eigenschaft  des  Rechnens  mit  Zahlen,  dass 
man  diese  zusammenzieht  und  in  andere  verwandelt.  Man 
kann  also  auch  aus  dem  Resultate  nicht  mehr  die  Zahlen  er- 
kennen, durch  deren  Zusammenwirken  es  entstanden  ist.  An- 
ders verhält  es  sich  bei  dem  Rechnen  mit  Reihen.  Vei*knüpft 
man  mehrere  solche  mit  einander,  so  kann  eine  Znsammen- 
ziehung nur  in  sofern  in  dem  Resultate  statt  finden,  dass  man 
die  einzelnen  Theile,  welche  dieselbe  Potenz  von  x  enthalten, 
in  ein  einziges  (rlied  zusammenstellt.  Eine  Zusammenziehung 
der  Coefficienten  ist  aber  natürlich  nicht  möglich.  Diese  wer- 
den vielmehr  unverändert  in  dem  Resultate  wieder  zu  erken- 
nen seyn,  und  das  eigentliche  Wesen  des  Rechnens  wird  also 
hier  darin  bestehen,  dasis  man  das  Gesetz  erkennt  nach  weK 
chem,  bei  einer  gewissen  Operation,  die  Coeffilcietiten  der  ur«* 
sprünglich  gegebenen  Reihen  in  dem  Resultate  zusammentreten. 
Es  wird  sich  also  jedesmal  um   einen  einzelnen  Fall  aus  dem 


allgemeinen  Gebiete  jener  Wissenschaft  handeln,  welche  man 
die  Combinationslehre  nennt,  deren  Aufgäbe  es  ist,  die 
verschiedenen  möglichen  Zusammenstellungen  nebst  deren  ge- 
setzmdi^siger  Ausführung  zu  bestimmen,  welche  bei  einer  ge- 
gebenen Anzahl  Gegenstände  statt  finden  können.  Insofern 
daher  die  CombhnaUonslehre  eine  unentbehrliche  Httlfisiwissen- 
Schaft  der  algebraischen  Analysis  ist,  soll  dieselbe  zunächst 
soweit  entwickelt  werden,  als  es  fflr  die  späteren  analytischen 
Betrachtung^en  erforderlich  ist* 


Zweites  Kapitel. 

Elemente  der  Combinatioiisleliref 


7. 

In  der  Combinationslehre  werden  die  Gegenstände,  welche 
in  einer  gewissen  Ordnung  zusammengestellt  werden  sollen, 
Elemente  genannt  und  jede  solche  Zusammenstellung  eine 
Form.  Da  es  hierbei  gar  nicht  darauf  ankommt,  welcher 
Art  diese  Gegenstände  sind,  so  kann  man  sie,  was  auch  ihre 
sonstige  Beschaffenheit  sey,  durch  Symbole  bezeichnen,  welche 
dazu  dienen  die  einzelnen  Gegenstände  oder  Elemente  von 
einander  zu  unterscheiden.  Am  einfachsten  geschieht  dies  da- 
durch, dass  man  sie  numerirt  d.  h.  dass  man  irgend  ein  Ele- 
ment durch  die  Ziffer  1,  ein  anderes  durch  die  Ziffer  2  u.  s.  w. 
bezeichnet.  Man  spricht  alsdann  von  einem  Elemente  1,  einem 
Elemente  2  u.  s.  w. ,  wobei  jedoch  durchaus  nicht  an  den 
Zahtenwerth  dieser  Ziffer  gedacht  werden  darf,  da  sie,  wie 
gesagt,  nur  dazu  dienen  die  verschiedenen  Elemente  einzeln 
zu  bezeichnen.  Mitunter  ist  es  vortheilhaft  auch  die  Null  als 
Symbol  eines  Elements  anzuwenden. 

Diese  Bezeichnung  der  Elemente  ist  ausreichend ,  wenn 
man  sich  nur  eine  einzige  Elementenreihe  denkt.  Mitunter 
aber  können  die  Elemente  in  verschiedene  Reihen  vertheilt 
seyn  und  es  kann  nothwendig  seyn  niöht  blos  die  einzelnen 
Elemente  einer  jeden  Reihe   von  einander   zu   unterscheiden, 
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sondern  durch  die  Bezeichnung  auch  auszudrücken  zu  welcher 
Reihe  irgend  ein  Element  gehört.  In  diesem  Falle  muss  für 
alle  zu  derselben  Reibe  gehörenden  Elemente  ein  gemeinsames 
Symbol  angewandt  ^  mit  diesem  aber  noch  ein  zweites  verbun- 
den werden,  durch  welches  wieder  die  einzelnen  Elemente  der 
Reihe  unterschieden  werden.  Am  häufigsten  bedient  man  sich, 
um  die  Reihen  zu  unterscheiden ,  der  Buchstaben.  Man  be- 
zeichnet also  B.  B»  alle  Elemente^  welche  zu  einer  bestimmten 
Reihe  gehören,  durch  den  gemeinsamen  Buchstaben  a.  Um 
aber  die  einzelnen  Elemente  von  einander  zu  unterscheiden, 
benutzt  man  wieder  die  Ziffer,  welche  man  mit  dem  Buch- 
staben zusammenstellt,  so  dass  etwa  die  einzelnen  Elemente 
durch  Oo ,  «i ,  a^  . . .  bezeichnet  werden.  Ebenso  werden  die 
Elemente,  die  einer  zweiten  Reihe  angehören,  durch  bo,  61,  b2... 
ausgedrückt  werden  können  u.  s.  w.  Jede  den  Buchstaben 
beigesetzte  Ziffer  pflegt  man  einen  Index  zu  nennen. 

Obgleich  diese  Bezeichnungsweise  einen  sehr  ausgedehn- 
ten Gebrauch  zulässt,  giebt  es  doch  Fälle  in  welchen  sie  un- 
zureichend ist«  Schon  der  Umstand  dass  jedes  Alphabet  nur 
eine  beschränkte  Anzahl  Buchstaben  enthält,  also  bei  einer 
grösseren  Anzahl  Elementenreihen  nicht  mehr  ausreicht,  zeigt 
ihre  Mangelhaftigkeit.  Sie  wird  aber  gänzlich  unbrauchbar, 
wenn  es  darauf  ankommt^  ein  Symbol  für  irgend  eine  Reihe 
anzugeben,  deren  Stellung  unbestimmt  bleiben  soll,  so  dass  es 
nicht  die  erste  oder  die  zweite  Reihe  u.  s.  w.  sondern  irgend 
eine  Reihe  seyn  soll.  Denn  gerade  die  Buchstaben  sind  es, 
welche  wir  in  der  Algebra  zur  Bezeichnung  einer  unbestimm- 
ten Zahl  anwenden,  während  wir  hier  schon  jeden  einzelnen 
Buchstaben  zur  Charakterisirung  einer  einzelnen  Reihe  anwenden. 

Der  Natur  der  Sache  angemessener  ist  es  die  Reihen  eben- 
falls durch  Ziffer  zu  bezeichnen.  Jedes  Element  wird  dann 
durch  zwei  Ziffer  bezeichnet,  wovon  die  eine  die  Stellung 
der  Reihe,  zu  welcher  das  Element  gehört,  die  andere  die 
Stellung  des  Elements  in  der  Reihe  angiebt.  Bestimmt  man 
etwa,  dass  von  zwei  neben  einfinder  gesetzten  Ziffern,  die 
erste  auf  die  Reihe  und  die  zweite  auf  das  Element  deutet, 
so  würde  z.  B.  [1,  2]  daa  zweite  Element  der  ersten  Reihe 
seyn  u.  s«  w.     Vermöge  dieser  Bezeichnungsweise  kann  man 
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mithin  ein  unbestimmtes  Element  einer  unbestimmten  Reihe 
ausdrüclten  und  es  wird  z.  B.  [r,  s]  das  sie  Element  der  rten 
Reihe  seyn.  Bei  manchen  Untersuchungen  kann  ein  solches 
allgemeines  Symbol  gar  nicht  entbehrt  werden.  Für  die  fol- 
genden analytischen  Betrachtungen  reicht  die  Bezeichnung  der 
Reihen  durch  Buchstaben  und  der  Elemente  durch  Indices 
fast  immer  aus,  und  wir  werden  dieselbe  .beibehalten ,  weil 
sie  in  Schrift  und  Druck  bequemer  ist  *). 

8. 

Die  combinatorischen  Untersuchungen,  welche  nur.  eine 
einzige  Elementenreihe  voraussetzen,  zerfallen  in  zwei  Haupt- 
kliassen.  Entweder  sollen  aus  den  gegebenen  Elementen  For- 
men gebildet  iverden ,  so  dass  in  jeder  Form  alle  Elemente 
vorkommen,  und  es  sollen  alle  möglichen  Formen  angegeben 
werden,  welche  aus  einer  Aenderung  in  der  Aufeinanderfolge 
der  Elemente  entstehen.  Die  Ausführung  dieser  combinatori- 
schen Operation  nennt  man  Permutiren  und  die  einzelnen 
Formen  Permutationen.  Bei  dem  Permutiren  liegt  also  die 
Verschiedenheit  der  Formen  blos  in  der  Verschiedenheit  der 
Stellung  der  Elemente,  während  diese  selbst  in  allen  Formen 
die  nämlichen  sind. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Verschiedenheit  der  Stellung 
als  gleichgültig,  so  dass  zwei,  dieselben  Elemente,  wenn  auch 
in  verschiedener  Stellung,  enthaltenden  Formen  als  identisch 
angesehen  werden,  und  verlangt,  dass  die  Elemente  einzeln, 
oder  zu  zweien ,  zu  dreien  u.  s.  w.  zusammengestellt  werden, 
so  dass  alle  Formen  gebildet  werden,  welche  nicht  genau  die- 
selben Elemente  enthalten,  so  nennt  man  die  Ausführung  die* 
ser  combinatoiischen  Operation  Co mbiniren,  im  engeren  Sinne 
des  Wortes,  und  die  einzelnen  Formen  Combinationen, 

Man  unterscheidet  höhere  Elemente  und  niedrigere. 
Je  nachdem  nemlich  die  Elemente  durch  Ziffer  oder  durch 
Buchstaben  mit  angehängten  Indices  bezeichnet  werden,  nennt 
man  von  zwei  Elementen  dasjenige  das  höhere,  welches  durch 


*)   In  $.51  ff.  i<t  jedoch  ron   dem   allgeraeineren    Sjmbol  <xe- 
braaeh  gemaeht. 
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eine  Ziffer  ron  grösserem  Zahlenwerthe,  oder  durch  einen 
Buchstaben  mit  angehängtem  Index  von  grösserem  Zahlen-- 
werthe  bezeichnet  wird.  Ebenso  unterscheidet  man  höhere 
Formen  und  triedrigere,  indem  man  von  zwei  Formen, 
mögen  sie  eine  gleiche  oder  verschiedene  Anzahl  Elemente 
enthalten,  diejenige  als  die  höhere  ansieht,  in  weldier,  von 
der  Linken  nach  der  Rechten  gezählt,  früher  als  in  der  ande»* 
ren  ein  höheres  Element  vorkommt.  Die  niedrigste  Form 
ist  mitbin  diejenige,  in  welcher  jede  Stelle  durch  das  nie- 
drigste Element  eingenommen  wird,  welches  möglicher  Weise 
in  derselben  stehen  kann. 

9. 

Als  Zeichen  für  die  Operation  des  Permutirens  nehmen 
wir  den  Buchstaben  P.  Sollen  z.  B.  aus  den  Elementen  1, 2,  ...n 
sämmtliche  Permutationen  gebildet  werden,  so  wird  d^en  Ge-- 
sammtheit  durch  P (1,2  ...  n)  angedeutet.  Um  nüh  diese Per-^ 
mutationen  vollständig  zu  finden,  bilde  man  zuerst  die  Permu- 
tationen aus  den  zwei  Elementen  1,  2.  Dies  giebt  die  zwei 
Formen  12,  21  welche  mithin  durch  P  (1,  2)  angedeutet  wer- 
den. Man  nehme  nun  das  Element  3  und  setze  es  in  jeder 
dieser  Formen  an  jede  der  drei  Stellen  die  es  einnehmen  kann, 
so  erhält  man  die  sechs  Formen  312,  132,  123,  321,231,213, 
dies  sind  alle  in  P(1,  2,  3]  enthaltenen  Formen.  Setzt  man 
nun  wieder  in  jeder  dieser  Formen  das  Element  4  an  jede 
der  4  Stellen  die  es  einnehmet  kann,  so  erhält  man  P[l,2,3, 4) 
und  indem  man  so  fortfährt,  erhält  man  zuletzt  P  (1,  2  . . .  n). 

Diefe  Verfahren  ^zeigt  zugleich  wie  gross  die  Anzahl  der 
Permutationsformen  welche  aus  n  Elementen  gebildet  werden 
können,  oder,  wie  man  sagt,  die  Permutationszahl  für  n 
Elemente,  ist.  Bezeichnet  man  diese  Zahl  durch  iVP(l,2...i»), 
so  hat  man  ]VP  (1,  2)  =  1.2.  Nun  findet  man  P  (1,  2,  3)  aus 
P(l,2)  indem  man  in  jeder  darin  enthaltenen  Form  das  Ele- 
ment 3  an  drei  verschiedene  Stellen  setzt,  mithin  ist  NP  (1,2, 3) 
=  1.  2.  3.  Ebenso  folgt  iVP(1,  2,  3^  4)  =  1.  2.  3.  4  und 
allgemein  iVP  (1,  2,  .  .  .  n)  ==  1.  2.  3  . .  n. 

Im  Verhergehettden  wurde  vorausges>etzt ,  dass  die  Eleir 
mente  sämmtlich  unter  einander   verschieden   sind.     Mitunter 
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kommt  es  ab^r  am^b  vor,  dass  man  sich  mehrere  Elemente 
als  identigch  vorstellt,  die  mithin  auch  durch  dasselbe  Zeichen 
angedeutet  werden  müssen.  Bei  dieser  Voraussetzung  fallen 
also  alle  die  Formen  in  eine  zusammen,  welche  bis  jetzt  nur 
deswegen  als  verschiedene  erschienen,  weil  die  jetzt  glefch- 
geltenden  Elemente  ihre  Stellen  unter  einahder  vertauscht  hat- 
ten. Es  vermindert  sich  daher  die  frühere  Permutationszahl 
für  n  Elemente  im  Verhältniss  der  Zahl,  welche  angiebt,  wie 
oft  man  die  jetzt  gleichen  Elemente,  wenn  sie  als  verschie- 
dene angesehen  würden,  unter  einander  permutiren  könnte. 
Hat  man  mithin  unter  n  Elementen  q  gleiche,  so  ist 

1)        NP{\,2...H)  =  ^l|lll^  =  (?+l)  (?+2)...n 

Hat  man  unter  n  Elementen  eine  Gruppe  von  q  unter 
sich  gleichen,  und  eine  andere  Gruppe  von  r  unter  sich  glei- 
chen Elementen,  so  ist 

Äfd.j....)  =  \±:ii±^ — "+",y-' 

^  '  '         1.2..g.l.2 ...  r       ^  1.2  ..  r 

_  (r+l)  (r+2)  ...ft-    *) 
~  1.2  ...  y 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Permutttionszahl,  wenn 
mehr  als  zwei  Gruppen  gleicher  Elemente  vorhanden  sind. 

10. 

Als  Zeichen  für  die  Operation  des  Combinirens  (im  en- 
geren Sinne)  nehmen  wir  den  Buchstaben  C  und  bezeichnen 
durch  C  (1,  2,  ...  f»)  den  Inbegriff  aller  aus  diesen  Elementen 
gebildeten  Combinationen.  Man  unterscheidet  hier  verschiedene 
Combinationsklassen.  Die  Elemente  einzeln  genommen  bilden 
die  erste  Klasse^  die  Zusammenstellung  zu  zweien  die  zweite 

*)  Diese  Formel  enthalt  zugleich  eioen  intereuanten  arithmeti- 
sdheo  Lehrsatz.  Da  oemlich  eine  Permi|^atioo8zahi  der  Natar  der 
Sache  Bach  nar  eine  ganze  Zahl  aejn  kann ,  so  sagt  diese  Forniel, 
dass  wenn  q  -{' r  nicht  grösser  als  n  ist ,  sowohl  das  Produkt  (9  -|~  0 
(9  -|-  2)  . .  .  M  dnrch  1  . 2  . .  r  als  auch  das  Produkt  (r-|-  1)  ('"h'^)  *  ^  *  ** 
durch  1  .  2  • .  9  iheilbar  ist.  Aehnliehe  Sitie  folgen  aus  der  Permu- 
tationiiahl,  welche  bei  »ehr  als  zwei  gleichen  Elementengruppen  an- 
zuwenden  ist. 
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Klasse  u.s.w.     IHe  Klasse  wird  durch  einen  über  das  Combi- 

r 

nationszeichen  gesetzten  Index  angedeutet;  so  heisst  C[l,  2  ...  n) 
die  rte  Combinationsklasse  aus  den  n  Elementen  i,  2,  • .  n. 
Auch  hier  kann  es  vorkommen  dass  mehrere  in  einer  Form 
erscheinenden  Elemente  als  identisch  betrachtet  werden.  Darf 
das  Element  l  z,  B.  k  mal  in  derselben  Form  vorkommen,  so 
soll  dies  durch  1a  angedeuiet  werden,   und   so  in  allen  ähn- 

lieben  Fällen.  Es  wird  also  z.  B.  durch  C  (U,  2i,  3m  .  >  .) 
der  Inbegriff  der  Formen  bezeichnet,  welche  zur  rten  Classe^ 
gebildet  aus  den  Elementen  i,  2,  3  . . .,  gehören,  wobei  je- 
doch in  derselben  Form  imal  das  Element  1,  ferner  /mal  das 
Element  2  u.  s.  w.  vorkommen  kann.  Für  die  Analysis  sind 
besonders  die  zwei  Sussersten  Fülle  wichtig,  wo  nemlicb  ent- 
weder gar  kein  Element  wiederholbar  ist,  was  man  Combi- 
nationen  ohne  Wiederholung  nenat,  oder  wo  jedes 
Element  so  oft  wiederholbar  ist,  als  es  überhaupt  der  Grad 
der  Klasse  erlaubt,  was  man  Combinationen  mit  unbe- 
schränkter Wiederholung  nennt. 

Da  bei  den  Combinationen  die  Si#llung  der  Elemente  in 
der  Form  gleichgültig  ist,  so  macht  man  es,  um  eine  bestimmte 
Ordnung  zu  beobachten,  zum  Gesetz ,  die  Formen  so  zu  schrei- 
ben, dass  die  Elemente  in  ihrer  natürlichen  Ordnung  stehen, 
d.  fa.  dass  kein  höheres  Element  einem  niedrigeren  vorausgeht. 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  durch  folgendes  Verfahren 
die  sämmtlichen  zu  irgend  einer  Combinationsklasse  gehören^ 
den  Formen  finden.  Man  nehme  nemlich  an ,  es  seyen  be- 
reits die  zur  r — Iten  Klasse  gehörenden  Formen  gebildet.  Um 
nun  die  Formen  der  nächst  höheren  rten  Klasse  zu  finden,  setze 
man  aHen  Formen  der  r-^lten  Klasse  alle  zur  Verfügung  ste- 
henden unter  einander  verschiedenen  Elemente  vor,  welche 
niedriger  sind  als  die  Anfangselemente  dieser  Formen,  wenn 
es  nicht  gestattet  ist,  dteses  Anfangselement  nochmals  zu  wüe- 
derholen ,  oder  welche  nicht  höher  sind ,  wenn  dieses 
Anfangselement  nochmalig  wiederholt  werden  da^f.  Hierdurch 
erhält  man  offenbar  alle  Combinationen  der  rten  Klasse,  Da 
nun  die  Combinationen  der  ersten  Klasi^e  sich  von  selbst  er- 
geben, indem  sie  nichts  Anderes  sind,  als  die  einzelnen  ver- 
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schiedenen  Elemente  selbst^  so  kann  man^  Ton  ihnen  ausge- 
hend,   die  Combinationen   einer  jeden  anderen  Klasse  finden. 

So  hat  man   z.  B.  C  (I2,  2)  =  1,  2.     Daraus  folgt  C  (I2,  2) 

=  11,  12;  C(l2,  2)  =  112. 

Die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Combinationen  aus  einer 
bestimmten  Elementenzahl  und  einer  bestimmten  Klasse  hat 
für  die  folgenden  Untersuchungen  nur  in  dpm  besonderen  Falle 
Wichtigkeit,  wenn  die  Elemente  als  nicht  wiederholbar  gedncht 
werden.     Bezeichnet  man  dann  die  Anzahl  der  Combinationen 

r 

zur  Klasse  r  aus  den  Elementen  1,2,  ...  1»  durch  iVC(l;  2  ...  n) 
so  findet  man  diese  Zahl  auf.  folgende  Weise.   Da  die  erste  Klipsse 

die  I»  einzelnen  Elemente  enthalt,  so  ist  offenbar  iV(7(l,  2  ...  «) 
s=  n.  Man  setze  niin  jedes  der  h  Elemente  den  übrigen  n — 1 
Elementen  vor,  so  giebt  di^s  n  .  n — 1  Formen.  Dies  sind  aber 
die  Combinationen  der  zweiten  Klasse  nebst  ihren  Permu- 
tationen,  da  jedes  der  n  Elemente  jedem  anderen  sowohl 
vorangeht  als  nachfolgt.  Dividirt  man  daher  n  .  i»  —  1  mit 
der  Permutationszahl  zweier  Elemente,  also  mit  1  .  2,  so  er- 
hält man 

NC  (l,  2  .  .  „)  =  tl^^^ 

Setzt  man  vor  jede  der  n  .  n —  1  Formen  die  einzelnen  nicht 
darin  enthaltenen n-^ 2  Elemente,  so  erhält  man  fi.» — l.i»  —  2 
Formen,  dies  sind  aber  die  Combinationen  der  dritten  Klasse 
nebst  ihren  Permutationen,  mithin 

iV^  (1,  2  .  .  .  «)  =  '^^^ 
Fährt  man  so  fort,  so  findet  man  allgemein 

2)        NC  (1,  2,  .  .  .  n)  =  j_^_--X- 

11. 
Während  ber  den  vorher  betrachteten  combinatorischen 
Operationen  nur  eine  einzige  Elementenreihe  vorausgesetzt 
wird,  erfordert  die  Operation  des  Variir^ns  das  Vorhanden- 
seyn  mehrerer  getrennter  Elementenreihen.  Es  wird  nemlich 
bei  dieser  Operation  verlangt  dass  man  alle  Formen   bildet. 
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weiche  dadurch  entsteben,  dass  aus  jeder  Reihe  eiu  und  nur 
ein  Element  in  jeder  Form  vorkommt.  Die  einzelnen  Formen 
nennt  man  Variationen.  Die  Stellung  der  Elemente  in  der 
Form  ist  hier  wieder  gleichgültig,  wie  bei  den  Combinationen, 
und  die  Verschiedenheit  zweier  Formen  wird  auch  hier  wieder 
dadurch  bedingt,  dass  sie  nicht  genau  dieselben  Elemente 
enthalten.  Man  macht  es  daher  zum  Gesetz^  dass  die  Elemente 
der  ersten  Reihe  immer  die  erste  Stelle ,  die  Elemente  der 
zweiten  Reihe  die  zweite  Stelle  u.  s.  w.  einnehmen  sollen. 
Da  mithin  schon  durch  die  Stelle,  welche  ein  Element  ein- 
nimmt, die  Reihe  zu  welcher  es  gehört,  bezeichnet  ist,  so 
kann  man,  obgleich  verschiedene  Reihen  zu  unterscheiden  sind, 
doch  die  sämmtlichen  Elemente  durch  eine  einzige  Zahlenreihe 
ausdrücken.  Man  bezeichne  nemlich  das  nullte  Element  aus 
jeder  Reihe  durch  0,  das  Ite  Element  aus  jeder  Reihe  durch 
1  U.S.  w.,  so  zeigt  schon  die  Stelle,  in  welcher  das  Element 
steht,  zu  welcher  Reihe  es  gehört.  Als  Zeichen  für  die  Ope- 
ration des  Variirens  dient  der  Buchstabe  V,  Sind  m  Reihen 
vorhanden,  so  entbMt  jede  Variationsform  m  Elemente,  den 
Inbegriff  dieser  Formen  nennt  man   die  Variationen  der 

mten  Klasse,  und  hat  dafür  das  Zeichen  F.    Die  einzelnen 

m 

Elemente  der  ersten  Reihe  bilden  die  erste  Klasse.    Um  V  zu 

finden,  suche  man  zuerst  Y  d.  h.  die  aus  den  zwei  ersten  ge- 
gebenen Reihen  zu  bildende  zweite  Variationsklasse.  Dies 
geschieht  dadurch,  dass  man  allen  einzelnen  Elementen  der 
ersten  Reihe  alle  einzelnen  Elemente  der  zweiten  Reihe  zu- 
setzt. Setzt  man  ferner  zu  allen  so  gebildeten  Formen  alle 
einzelnen  Elemente  der  dritten  Reihe,  so  erhält  man  die  Va- 
riationen der  dritten  Klasse  und  kann,  indem  man  so  fortfährt, 
die  Variationen  jeder  Klasse  finden.  Da  alle  Elemente  jeder 
Reihe  mit  allen  Elementen  jeder  anderen  zusammengestellt 
werden,  so  ist  es  offenbar  ganz  gleichgültig  in  welcher  Ord- 
nung man  die  Reihen  verbinde^  d.h.  die  Variationen  aus 
m  Reihen  bleiben  immer  dieselben,  in  welciier  Ord- 
nung die  Reihen  auf  einander  folgen   mögen. 

Enthält  die  erste  Reibe  a  Elemente,  die  zweite  b  Elemente, 
die  dritte  c  Blemeote  u.  s.  w,,  so  enthält  die  erste  Variations^ 
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kiasse  a  Formen^  die  zweite  ab,  die  dritte  abc  u.  s.  w.  Hat 
man  mithin  m  Reihen  und  enthält  jede  a  Elemente,  so  ist  die 

Anzahl  der  Formen  a  . 

12. 

Für  die  analytischen  Untersuchungen  hat  der  Fall,  wenn 
alle  Reihen  identisch,  also  alle  ersten  Elemente  diesel- 
ben, alle  zweiten  Elemente  dieselben  sind  u.  s.  w.,  besonderes 
Interesse.  Dann  behält  jede  ein  Element  bezeichnende  Ziffer 
denselben  Werth,  in  welcher  Stelle  einer  Form  sie  stehen 
mag.  Alle  Yariationsformen ,  welche  dieselben  Ziffern,  nur  in 
anderer  Stellung,  enthalten,  werden  also  identisch  seyn,  und 
man  findet  sie  mithin  alle,  wenn  man  eine  herausnimmt  und 
diese  permutirt.  Für  die  zu  permutirende  Form  wählt  man, 
am  angemessensten ,  diejenige  in  welcher  die  Elemente  in  ihrer 
natürlichen  Ordnung  stehen ,  d.h.  die  entsprechende  Combi-- 
nationsform  mit  unbeschränkter  Wiederholung.  Man  hat  daher 
die  Regel:  Sollen  aus  m  identischen  Reihen  die  Variationen 
gebildet  werden^  so  bilde  man  zuerst  die  Combinationen  der 
f/iten  Klasse  mit  unbeschränkter  Wiederholung  aus  der  gege- 
benen Elementenreihe  und  permutire  dann  jede  dieser  Formen 
vollständig.  Die  Gesammtheit  der  auf  diese  Weise  erzeugten 
Formen  giebt  die  gesuchten  Variationen. 

Rei  dem  Gebrauch  dieser  Variationen  in  der  Analysis  tritt 
noch  gewöhnlich  die  Restimmung  hinzu,  dass  die  einzelnen 
Variationsformen  durch  Addition  und  die  einzelnen  Elemente 
jeder  Form  durch  Multiplikation  verbunden  werden  sollen. 
Dann  braucht  man  mithin  nur  jede  der  Combinationen  mit  der 
dazu  gehörenden  Permutationszahl  zu  muUipliciren.  Sind  die 
Elemente  jeder  der  identischen  Reihen  1,  2  . .  n  und  bezeich- 

m 

net  Cp(l,2  ...w)  die  Summe  der  aus  diesen  Elementen  ge- 
bildeten Combinationen  zur  mten  Classe  mit.  unbeschränkter 
Wiederhülung,  jede  Combination  mit  der  dazu  gehörenden 
Permutationszahl  mulliplicirt ,  so  hat  man  unter  der  eben  ge- 
machten Voraiissetzung 


m  m 


3)         K  (1,  2  ...  »)  =  Cp  (1,  2  ...  n) 

2 
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Ebenso  findet  man,  wenn  die  Elemente  durch  0, 1^2  ..  n 
bezeichnet  werden, 

4M  Utk 

4)  F  (0,  1,  2  . .  «)  =  Cp  (0,  1,2..«) 

Es  sollen  z.  B.  die  Variationen  aus  den   drei  identischen 

Reihen 

'  ^0    «1     (h, 
Qq    üi     a2 

^  ÜQ      Ol       02 

gebildet  werden.     Hier  werden  die  Elemente  jeder  Reihe  zu- 

8 

nächst  durch  0,  I,  2  ausgedrückt.    Man  bildet  C  {0^,  I5,  ^5)1 
dies  giebt  000,  001,  002,  011,  012,  022,  111,  112,  122,  222. 

Nun  ist  (nach  $.  9)  NP  (000)  =  1,  NP  (001)  =  i^  =  3, 

NP  (002)  =  Ij^  =  3,  NP  (011)  =  Ij^  =  3, 
NP  (012)  =  1.2.3  =6,  NP  (022)  =  ^'^^  =  3,iVP(lIl)  =  l, 

1  .   « 

JVP(112)  =  i^  =  3,  NP (122)  =  i^  =  3,  JVP(222)  =  1. 

Setzt  man  nun  wieder  Gq  statt  0,  Ui  statt  I,a2  statt  2,  so  fin- 
det man  für  die  gesuchten  Variationen 

-j-  3  Aq  (I2  £^2  •{"  ^i  ^1  öj   -|-  3  «1  öl  02  4"  3  tti  02  Ö2  4"  ^2  %  %• 

13. 

In  der  letzten  Betrachtung  wurde  zum  ersten  Male  eine 
Verbindung  zwischen  einer  combinatorischen  und  einer 
arithmetischen  Operation  Torgenommen,  Hier  wurden  die 
einzelnen  Formen  durch  Addition  verbunden,  die  ein- 
zelnen Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation.  Man 
kann  sich  ebenso  denken,  dass  die  einzelnen,  in  jeder 
Form  erscheinenden  Elemente  durch  irgend  eine  andere 
arithmetische  Operation  verbunden  sind.  Unter  den  mancherlei 
merkwürdigen  Untersuchungen,  auf  welche  dieser  Gedanke 
führt,  ist  für  die  algebraische  Analysis  besonders  diejenige 
wichtig,  wo  man  aus  sämmtlichen  Formen  diejenigen  heraus- 
hebt, bei  welchen  die  Summe  der  die  Elemente  vertretenden 
ZiiTern  (oder   der  Indices,  wenn  die  Elemente  durch  Buchsta- 
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ben  nrit  Indices  bezeichnet  werden)  in  jeder  Form  eine  gege- 
bene ist«  Handelt  es  sich  um  Combinationen  j  so  nennt  man 
dies  Combinationen  zu  bestimmten  Summen,  ist  von 
Variationen  die  Rede,  so  sind  dies  Variationen  zu  be- 
stimmten Summen.  Sollen  aus  den  Combinationen  der 
mten  Klasse,  gebildet  aus  den  Elementen  1,  2,  ...  n,  diejeni- 
gen herausgehoben  werden  ^  bei  welchen  die  Summe  der  Ele- 
mente  in  jeder  Form  den  Werlh  r  giebt,   so  bezeichnen  wir 

deren  Gesammtheit  durch  ^C(I,  2  «  •  n).      Ebenso  bezeichnet 

m 

^K(l,  2  . .  n)  die  Gesammtheit  der  Variationen  ans  m  Reihen, 
bei  welchen  die  Summe  der  Elemente  in  jeder  Form  den 
Werth  r  hat ,  wenn  in  jeder  aus  n  Elementen  bestehenden 
Reihe  das  erste  Element  durch  1,  das  zweite  durch  2  u.  s.  w. 

8 

bezeichhel  wird.  Während  also  z.  B.  C  {I5,  2$,  85)  die  For- 
men 111,    112,    113,   122,  123,  133,  222,  223,  233,  333  ent- 

8 

hält,  kommen  in  ^C  (I3,  23,  83)  nur  die  Formen  113,  122  vor. 
Offenbar  würde  man  sehr  viel  überfltissige  Operationen 
vornehmen  und  also  unwissenschaftlich  verfahren,  wenn  man 
zuerst  alle  Formen  entwickeln  und  dann  diejenigen  heraus- 
suchen wollte ,  bei  welchen  die  Summe  der  Elemente  die  ver- 
langte Zahl  giebt.  Es  müssen  vielmehr  die  Combinationen 
und  Variationen  zu  bestimmten  Summen  unabhängig  von  den. 
Formen,  welche  andere  Summen  geben,  gefunden  werden. 

14. 
Was  die  Combinationen  betrifft,  so  ist  es  für  das  Fol- 

m 

gende  hur  nöthig  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  ^C(Om,  Im, ...  »«1) 

oder  ^C  (Im,  2m,  ...  nm)  gesucht  wird,  also  jedes  Element  un- 
beschränkt wiederholbar  ist.  Um  alsdann  aus  einer  bereits 
gebildeten  Form  die  nächst  höhere  zu  finden  ^  suche  man  in 
ihr  das  späteste  Element  auf,  es  heisse  «,  auf  welches  'in  ir- 
gend einem  Abstände  ein  um  wenigstens  zwei  Einheilen  hö- 
heres folgt,  man  vertausche  dann  das  Element  s  mit  dem  nächst 
höheren  « +  1  und  setze  auch  in  alle  folgenden  Stellen ,  die 
letzte  ausgenommen,  «  +  1.  In  die  letzte  Stelle  wird  dann 
noch  das  Element  gesetzt,  es  heisse  t,  welches  zu  den  vorher- 

2* 
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gehenden  addirt,  die  verlangte  Summo  giebt.  Dies  setz|  aber 
voraus,  dass  i  nicht  kleiner  als  «  jf-  1  ist.  Dm  zu  bestimmen 
wann  dies  der  Fall  ist,  nehme  maa  an  dass  in  der  gegebenen 
Form  auf  das  späteste  Element  s  noch  k  Elemente  folgen, 
deren  Summe  a  ist.  Indem  man  also  in  k  Stellen  das  Ele- 
ment s  -^  l  oder  ein  |iöheres  Element  setzen  muss  um  die 
Summe  a  zu  erhalten,  hat  man 

k  [s  -{-  l)  "^  a 

d,  h.  a  ^  k  (s  -^  1)  oder  s  ^ 1.    Es  wird  also  immer 


und  nur  dann  noch  aus  einer  Form  eine  höhere  abgeleitet 
werden  können,  wenn  das  Element,  welches  mit  dem  nächst 
höheren  vertauscht  werden  soll^  nicht  grösser  ist  als  der  um 
eine  Einheit  verminderte  Bruch,  dessen  Zähler  die  Summe 
aller  folgenden  Elemente,  und  dessen  Nenner  die  Anzahl 
dieser  Elemente  ist. 

Es  ist  demnach  nur  noch   nöthig   die  niedrigste  Form  zu 
finden^  aus  welcher  dann   die  übrigen  Formen,   wie  so   eben 

gezeigt  wurde,  .abgeleitet  werden.  Bei  ^C  (Om,  Im»  •••  nm) 
findet  man  die  niedrigste  Form ,  indem  man  die  m  — ^^  1  ersten 
Stellen  mit  0  besetzt  und  die  letzte  mit  r.  Ist  r  nicht  grösser 
als  n ,  so  hat  man  hiermit  die  niedrigste  Form  gefunden.  Ist 
aber  r>it,  so  setze  man  in  die  letzte  Stelle  ii,  und  indem 
man  von  da  aus  allmälich  rückwärts  gebt  in  jede  Stelle  das 
möglichst  hohe  Element  bis  die  Summe  r  erreicht  ist.     So  hat 

m 

man  die  niedrigste  Form  für  ^C  (Om,  Im,  ...  nm).      Soll  diese 

dagegen  für  ^C  (Im,  2m  .  .  .  nm)  gefunden  werden,  so  fülle 
man  alle  Stellen,  die  letzte  ausgenommen,  mit  1  aus  und  setze 
in  die  letzte  r  —  [m  —  1) ,  ist  r  —  (m  ~  J)  nicht  grösser  als  n, 
so  hat  man  hiermit  die  gesuchte  Form.  Im  entgegengesetzten 
Falle  muss  man  wieder  in  die  letzte  Stelle  n  setzen  und  all- 
mälich  rückwärts  gehend  in  jede  Stelle  das  möglichst  hohe 
Element  bis  man  eine  Summe  erreicht  hat,  welche  die  Summe 
der  vorhergehenden  Einheiten  zu  r  ergänzt. 

15 

7» 

Durch  ein  ähnliahes  Verfahren  findet  man  auch  '^F(0, 1,2...») 
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m 


und  ^V  {Ij  2  . .  ,  n).  Die  niedrigste  Form  erhält  man  auch 
Iiier^  indem  man  alle  Stellen,  die  letzte  ausgenommen,  mit  ' 
dem  niedrigsten  Elemente  besetzt,  und  die  letzte  mit  der  Er- 
gän;iung  der  Summe  der  vorhergehenden  Elemente  zu  r,  wenn 
diese  Ergänzung  nicht  grösser  als  n  ist.  Ist  sie  abef  grösser, 
so  setzt  man  in  die  letzte  Stelle  n,  und  indem  man  allmäiich 
rückwärts  geht,  in  jede  Stelle  das  möglichst  hohe  Element,  bis 
man  eine  Summe  erreicht  hat,  welche  die  Summe  der  vorher- 
gehenden Elemente  zu  r  ergänzt. 

Um  aus  einer  bereits  gebildeten  Form  die  nächst  höhere 
abzuleiten,  sucht  man  die  späteste  Stelle  auf,  in  welcher  sich 
ein  Element  befindet  das  sich  noch  erhöhen  lässt  und  welchem 
in  irgend  einem  Abstände  ein  Element  folgt,  welches  ernie- 
drigt werden  kann.  Man  erhöhe  das  einer  Erhöhung  fähige 
Element  um  eine  Einheit,  besetze  die  folgenden  Steilen,  die 
letzte  ausgenommen ,  mit  dem  niedrigsten  Elemente  und  in  die 
letzte    die   Ergänzung  der  Summe  der   vorhergehenden  zu  r. 

Ist  diese  Ergänzung  grösser  als  n,  so  muss  man  wieder  so 
verfahren  wie  es  bereits  im  ähnlichen  Falle  bei  Bildung  der 
niedrigsten  Form  angegeben  wurde. 

m 

Soll  ''F  (0,  1,  2  ...  r)  entwickelt  werden,  (da  ein  höheres 
Element  als  r  doch  Nichts  mehr  zur  Summe  r  beitragen  kann] 
so  kann  man  dies  finden,  indem  man  voraussetzt,  dass  die 
Variationen  der  m  —  Iten  Klasseaus  diesen  Elementen  zu  allen 
Summen  von  0  bis  r  bereits  gebildet  sind*    Man  braucht  nem- 

m-l 

licfi  dann  nur  hinter  jede  in  *F  (0,  1,  2  . . .  r)  enthaltene  Form 
noch  das  Element  r  —  k  aus  der  mten  Reihe  zu  setzen ,  wo- 
durch man   offenlfär  eine  Gruppe   Formen   bildet,   welche  zu 


m 


»•F  (0,  1,  2  .  .  r)  gehört.     Indem  man  dann  für  k  allmäiich  alle 
Zahlen   von   0   bis    r   setzt,    erhält  man    nothwendig   alle  in 


m 


^Y  (0,  1,  2  ...  r)  enthaltenen  Formen.  Käme  nemlich  in  die- 
sem Ausdruck  noch  eine  andere  Form  vor,  welche  etwa  in 
der  letzten  Stelle  das  Elemente  enthielte,  und  man  schnitte 
dieses  Element  ab ,  so  bliebe  eine  Form  übrig  die  zur  Klasse 
tn — 1  und  zur  Summe  r  -—  «  gehörte,  während  doch  voraus- 
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gesetzt  wird,  dass  man  allen  diesen  Formen  das  Element  s 
hinzugefügt  hat. 

16. 

,  Nimmt  man  an ,  dass  die  einzelnen  Variationsformen  durch 
Addition  verbunden  seyn  sollen,  die  einzelnen  Elemente 
einer  jeden  Form  aber  durch  Multiplikation,  und  bezeichnet 

man  in  diesem  Falle  durch  ^V  die  Summe  der  Formen,  welche 

m— 1 

in  ^r  (0,  1  . . .  r)  enthalten  sind ,  so  hat  man  mithin 

m  m-1  m-1  ffi-1  m-1 

ry  =    ryQ  ^.r-l|^^l    ^  »— 2y    g  -f   ...   +    o^.r 

Bedenkt  man  aber  zugleich,  dass  die  Ziffern  0,  1,  2 ...  r, 
welche  in  dieser  Formel  als  Faktoren  erscheinen,  nicht  mit 
ihrem  Zahlenwerthe  zu  nehmen  sind^  sondern  das  Ote  lte...rte 
Element  der  mten  Reihe  bezeichnen,  und  nimmt  man  an,  dass 
die  Elemente    dieser  Reihe  in  Wahrheit  durch  a^,  ai  ...  ar 

ausgedrückt   werden,    so   hat    man,   wenn  ipan   auch   in  T, 

m-l 

•■""^F  U.S.W,  statt  der  Ziffern  die  entsprechenden  durch  Buch- 
staben und   angehängte  Indices   ausgedrückten  Elemente  setzte 

m  m-l  m-l  m-l  m-l 

wo  sich  nun  die  Summe  r  auf  die  Summe  der  Indices  bezieht. 
Nimmt  man  aber  noch  ferner  an,  dass  die  Reihen  identisch 

sind  und  dass  die  Elemente  einer  jeden  Reihe  durch  ao,^i,...ar 
bezeichnet  werden,   so  folgt  aus  §.12  (Form.  4) 

m  m 

6)  "-V  =  '•Cp 

m 

WO  Biso  rCp  die  Samme  der  Combinationen  der  mten  Klasse 
zur  Summe  r  aus  den  unbeschränkt  wiederholbaren  Elementen 
^0  ai  .  .  .  Or,  jede  Combination  mit  ihrer  Permutationszahl 
multiplicirt,  bedeutet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  einzel- 


'^J  Ist  III  =  1  80  ist  ^  F  =  ii|. ;   um   also  auch   diesen  Fall    durch 
die  allgemeine  Formel  aussudrücken ,  muss  man  ^K=  1,  dagegen  die 

0       0  0 

sämmtlichen  übrigen  Ausdrücke  ^F,  ^F  ...  fF,  der  Null  gleich  setzen. 
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nen  Formen  durch  Addition  und  die  Elemente  jeder  Form 
durch  Multiplikation  verbunden  sind.  Alsdann  geht  Formel 
5)  in  V 

«I  Ifl— 1  in— 1  MI-"! 

7)    "^Cp  =: ''Cp  .  ao  +  r-iqp  .  ai  .  .  .  +  oCjp  .  a^  •) 
über. 

17. 

Unter  den  so  eben  ^gemachten  Voraussetzungen,  dass 
nemlich  alle  Reihen  identisch  und  die  Elemente  jeder  Reihe 
Oq,  01  .  .  •  or  sind;  dass  ferner  die  Formen  durch  Addition 
und  die  Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation  verbunden 

m  m 

sind,  kann  man  ^V,  oder,  was  dasselbe  sagt,  ^Cp,  noch  auf 
eine  andere  Weise  ausdrücken,  wovon  wir  spftter  (S.  32)  eine 
wichtige  Anwendung  machen   werden.     Man    nehme   nemlich 

mm  m 

an  es  seyen  ^Cp,  ^Cp  ....  bis  r—Wp  bereits  bekannt.     Man 

m+l 

hebe  ferner  aus  den  Formen,  welche  ^Cp  ausmachen,  diejeni- 
gen heraus  in  welchen  mQmal  das  Element  Gq,  nii  mal  das 
Element  Oi  u.s.w.  vorkommt;  das  Element  or  wird  also  nh-  mal 
durin  enthalten  seyn,  so  dass  mithin  mr  nur  Null  oder  1  seyn 
kann,  sowie  auch  einzelne  der  übrigen  Zahlen  mQ^  mi  u.s.w. 
Null  seyn  können.     Man  bezeichne  die  Summe  dieser  Formen 

m+i  m+i 

durch  ^Cp  (m^f  tfti  ...mr),  indem  man  durch  ^C  (mo, mi .  ••  ifir] 

diejenige  unter  d^in  Oombinationen  der  m  -^^  lien  Klasse  zur 
Summe  r  bezeichnet,    in  welcher  mQmal   das  Element  Aq,  mi 

m+l 

mal  das  Element  ai  u.s.w.  vorkommt.  Es  ist  also  ^Cp  (mo, 
mi  .  .  .  mr)  nichts  Anderes  als  die  mit  ihrer  Fermutationszahl 

m+l 

multiplicirte  Combination  ^C  (mo,  ifii  .  .  .  mr],  also  (§.  9) 

m+l 
8)  *^Cp  (mQy  mi  .  .  .  mr) 

1.2 (m+l)  rnit^ 


1.2..  mo .1.2... m^  .1 . 2 . . .  m2 1 .  ^ •  •  »mr 


*"C(mo,mi...mr) 


*)  Auch  hier  muss  man  oCp=  I,   dagegen  ^Cp,  ^Cp  .  .  .  ^Cp  der 
Nall  gleich  letxeD. 
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wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  wenn  z.B.  itio  =  0  ist,  auch 
das  Produkt  ]  .  2  .  .  .  m^  wegfällt,  und  so  bei  den  übrigen 
Zahlen  nii,  m2  u.  s.  w. 

m-fl 

Man  lasse  nun  in  aHen  Formen,  aus  welchen  ^Cp  (ntQ, 
ffii  .  .  .  für]  besteht,  das  Element  a^  (wenn  es  überhaupt  darin 
vorkommt)   einmal  weniger  vorkommen.     Die   hierdurch    ent- 

m 

stehenden  neuen  Formen  werden  also  zu  r^iCp  gehören,  und 

m 

zwar,  dem  Vorhergehenden  entsprechend,  durch  r— iCjp  (wq, 
Uli — 1,  m2  .  •  .  mr)  zu  bezeichnen  seyn,    die  einzelne   hierin 

enthaltene    Combinationsform    wird    aber  — —- — ^  '  '  * — - 

Ol 

seyn  und  man  hat  mithin 

m 

A)  »•— 16jp   («Iq,  I»! — 1,   »l2  .    .    .  Wr) 

m-f  1 
1    .    2    .    .    .    m  ^(l7lQ,fll2.*fllr] 

^!Sm    "''■■  '  "■  *»  llllii.»!  11...  II  I  i.l«  I        mm^^mmm-t         ■!■  II  — «»—  I»  I.«  1        ■    lil    !■    ■■ 

1.2, ..ii}q.  1 .2...  [mi  —  1) .  1 . 2..9712 ...  1 .2...fWr  Oj 

Lässt  man  dagegen  in  allen  Formen,  aus  welchen  ^Cp  (mQ, 
Uli  .  •  .  iftr)  besteht,  das  Element  02  (wenn  es  überhaupt  darin 
vorkommt)  einmal  weniger  vorkommen,   so   werden   die  hier- 

m     • 

durch  entstehenden  neuen  Formen  zu  r^Wp  gehören  und  durch 
r—2Cp  (ftio,  fTii,  »12 — 1,  . . .  nir)  ZU  bezeichnen  seyn  und  es  ist 

m 

B)  r—2Cp  (»lo,   IWi,  «12— 1,   .   .   .   mr) 

I   .2 m  rC[mojmi....mr) 

1.2..  iWq  .1.2..  iWi  .1.2...  (»»2 —  i ) . . .  1 . 2 . . .  für  Ö2 

Es  ist  leicht  zu  sehen  wie  diese  Formeln  fortzusetzen  sind, 
wenn  man  ebenso  das  Element  a^  oder  das  Element  a^,  u.s.w. 
einmal  weniger  vorkommen  lässt.  Nun  soll  aber,  indem  man 
iifiomal  die  Zahl  Null,  nii  mal  die  Zahl  1  u.s.w.  nimmt  und  die 
Produkte  addirt,  die  Summe  r  herauskommen,  d.  h.  man  soll 

1  .  Wi  4"  2  •  HI2  .  .  .  -|-  r  .  fWr  =;  r 
haben.    Man  kann  daher  statt  der  Formel  8)  auch  schreiben 
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_mi+2m2±3m,-\...-^rmr      1.2..  {m±J),%t^ ^      ^. 

r  l.«..ffl0.1.^..(Ri...i.<6..mr 

oder 

*+*  .      OT-l-lr  1  .  2  ...  «1 

rqp(«o,«x,...«r)-=— -|^y-.2     ^^  j   2..(«,-l).1.2..m,.,. 

1.2,,  iwq  .  1 . 2 , . .  171  j  .  1 . 2  * .  •  (»i2 —  1 ) . . . .         J 

m+l  r  1  .  2  .  .  .  m  rC(mo,iiii...ifir) 

r    L      1  .2..i71q.  1  •2... (iTij  —  1) .  1 . 2..fii2 •••  ^i 

m+l 
1    ,   2   ...   171  rC(f7lQ,l7»2...*Wr)    .      "I 

1  ,2  ,.77Iq.  1  .2...f7l2  .  1  .  2.*.(l7t2  —  1)  ...  02  J 

Berücksichtigt  man  nun  die  oben  gefundenen  Werthe  A)  und 
B)  so  folgt 

m+l                                      Hj^i    r  m 

rCp  [niQj  m^  . . .  fllr)  =:  1  «i  **— iCjp  (»Iq,  ITli  —  1 ,  f7»2  . . .  mr] 

m  ■  m  1 

4-  2a2*— 2Cp(i7io,mj,m2— l,...f7ir)  +  •••  +»*^  ^Q^  (^o^^i  — >*w»* — ')J 
In  demselben  Zusammenhange,    wie   er  durch  diese  Gleichung 

«1+1 
ausgedrückt  wird,    steht  nun  auch  jede  andere  zu  *'Cp  gehö- 

m+l 

rende  Gruppe  rCp  [l^^  l^  . . .  /r)  mit  den  entsprechenden  Grup- 

m  m 

pen  r— iCjö  (/q,  ^1—1,  •  •  .  fc-y,  ^"^(^[hih^k — ^i  ..  .'r)  u.s.w. 
welche  bezüglich   zu  r—xCp^   r— «Cjp  u.s.w.  gehören.    Addirt 

m+l 

man  daher   einerseits  alle  diese  zu  rCp  gehörenden  Gruppen, 
wodurch  man  diesen  Ausdruck  selbst  erhält,   und  andererseits 


m 


alle  entsprechenden  Gruppen,  welche  zu  r—xCp^  r—2Cp  u.s.w. 
gehören,  wodurch  man  diese  Ausdrücke  selbst  erhält,  so  fin- 
det man  mithin 

«-i-i   «-Lir       "*  "•  **•  1 

9)    rCp  =  _!:_  Ol  r-'tCp  +  202  ""-^Cp  .  .  .  +  rar  ^Cp 
Aus  7)  folgt  aber,  wenn  man  m  -h  1  statt  m  setzt, 
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w+l  m  m  m  m 

10}  '•Cp  =  do   .   'Cp  +  fli.  »— iCjp  f  «2  *— 2qp  .    .   .    +   flr  OCp 

zieht  man  hiervon  die  Formel  9]  ab,   so  ergiebt  sich 
«o.'-Q'+ai  0-^)  --4+«.  (1-^-^)  -«Q»... 

+   «r  (1 ^      7       )     ^ 

oder 

11)  'Cp  = 

4llA  ^AA  ^^M 

gi[m+l~r]r---iQ)+ag[2(yyi+I)--r]r^2qp...+ar[r(iyt+i)--r]<>Q? 

'  —        '  '  ■  '  '     ■         ■  ■ .  ■  ■     I    ■  I        I     II 

18. 

Nimmt  man  unter  Beibehaltung  der  biisherigen  Voraus- 
setzungen (§.  17)  an,  das  Element  cio  habe  den  Werth  Null^ 
so  werden  alle  dieses  Element  enthaltenden  Formen,  da  es  als 
Faktor  darin  enthalten  ist,  wegfallen,  d.  h.  mit  anderen  Wor- 
ten, es  werden  die  Combinationen  nur  aus  den  Elementen 
a^,  02  •  •  •  ^r  zu  bilden  S6yn.  Die  kleinste  Summe,  zu  wel- 
cher in  diesem  Falfe  Combinationen   der  mten  Klasse  gebildet 

mm  m 

werden  können,  ist  m  selbst,  d.  h.  °(7p,  ^Cjp  .  .  .  m—iCip  fallen 
weg  und  die  Formel  9)  verwandelt  sich  in 

m+l    lyj  _L_  ]  m  m  m 

1 2)  rCip  =  _-I—  [ai  r-Wp  +  202  •'~2Cjp....+(r— ll»)ar-m"*Cjp] 

r 

wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  r  >>  m  ist,  da  man  sonst  aus 
m-{-l  Elementen,  nicht  die  Summe  r  herstellen  könnte,  wäh- 
rend das  niedrigste  Element  schon  die  Einheit  als  Beitrag  zu 
dieser  Summe  giebt. 

Bezeichnet  man,  unter  denselben  Voraussetzungen,  durch 
^V  die  Summe  aller  Variationen  zur  Summe  r  aus  allen  ver- 
schiedenen  Klassen,  gebildet  aus  den  Elementen  ai, 02 «-^r, 
so  nehme  man  an  es  sey  r—iV^  r— 2F  .  .  .  ^T,  d.  h^  die  Ge- 
sammtheit  der  Variationen  zu  allen  niedrigeren  Summen,  be- 
reits gebildet;  dann  hat  man 

13)  ''F=  fli.r-riF  -h  a2.*'-2F+,..-f  ar-i.^F  +  a^. 
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Denkt  man  sich  nemlich  'V  bereits  gebildet  und  stellt  man  die 
darin  enthaltenen  Formen  so  in  Gruppen  zusammen,  dass  man 
alle  mit  demselben  Elemente  beginnenden  zu  derselben  Gruppe 
rechnet,  so  müssen,  wenn  man  dieses  Element  abschneidet,  alle 
Variation$formen  übrig  bleiben,  welche  zu  der  Summe  gehören, 
die  um  den  Index  des  abgeschnittenen  Elements  kleiner  als  r 
ist.  Mithin  giebt  die  mit  ai  beginnende  Gruppe,  wenn  man 
dieses  Element  abschneidet,«*— iK,  die  mit  »2  beginnende  Gruppe 
giebt  ebenso  r—^V  u.s.w.  Das  Element  Or  giebt  schliesslich 
schon  für  sich  aHein  die  Summe  r. 

Versteht  man  unter  rfp  die  Summe  der  Combinationen 
aus  allen  Klassen  zur  Summe  r,  gebildet  aus  den  unbeschränkt 
wiederholbaren  Elementen  Oj,  «2  •  •  •  ^r,  jede  Form  mit  ihrer 
PermutationszabI  multiplicirt,  so  kann  man  staU  der  vorherge- 
henden Gleichung  auch  schreiben 

14)     rCp  =  ai.  r— 1Q>  +  «2  •  »— 2Cjp  -f- . . .  +  ar— 1 .  ^Cp  +  Or. 


Drittes   Kapitel. 

5  Sübtrahirei  ud  üiiltiplicirc»  der  Reihen. 


19. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kehren  wir  wieder  zur  Auf- 
gabe der  algebraischen  Analysis  zurück,  das  Rechnen  mit  Rei- 
hen zu  entwickeln  [§.  4).  Insofern  aber  hierbei  combinato- 
rische  Operationen  an  den  CoefTicienten  der  Reihen  auszurüh- 
ren  sind  (§.  6),  wird  es  angemessen  seyn,  die  CoefTicienten 
durch  die  Bezeichnung,  welche  im  vorhergehenden  Kapitel  für 
die  Elemente  eingeführt  wurde,  anzudeuten.  Wir  werden  den 
CoefTicienten  der  nullten  Potenz  von  x  als  das  nullte  Element, 
den  Coefficienten  der  ersten  Potenz  als  das  erste  Element  u.s.w. 
ansehen  und  schreiben 

a^x^  +  OiOJ^  +  a2a:*  -[-•.. 
als   Repräsentanten   einer   solchen    Reihe.      Der  Index  jedes 
CoefTicienten  ist  identisch  mit  dem  Exponenten   der  dazu  ge- 
hörenden  Potenz   von   x.      In   der  Folge   wollen  wir  jedoch 
kürzer 
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%  +  «la:^  +  «2«*  +  .  .  .  . 
schreiben.  Das  Glied  a^  nennt  man  das  Anfangsglied,  das 
Glied  üix^  das  erste,  «2**  das  zweite  u.  s.w.  Im  Allge- 
meinen hat  man  sieh  diese  Reihe  als  eine  unbegrenzt  zu  immer 
höheren  Potenzen  aufsteigende  zu  denken ,  man  kann  sich 
aber  auch  eine  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende 
Reihe  darunter  denken,  indem  man  alle  auf  ein  bestimmtes 
Glied  folgenden  Glieder  verschwinden  lässt  (§.  3). 

Da  alle  Glieder  der  Reihe  nach  demselben  Gesetze  gebaut 
sind,  und  sich  nur  der  Zahlenwerth  des  Index  und  Exponenten 
von  einem  Gliede  7um  anderen  ändert,  so  kann  man  sie  durch 
einen  alle  umfassenden  Ausdruck  darstellen. 

In  dem  Ausdruck  Orx^  sind  nemlich  alle  einzelnen  Glie- 
der der  Reihe  enthalten,  die  man  einzeln  erhält,  wenn  man 
allmälich  statt  r  die  einzelnen  Werthe  0,  1,  2  u. s.w.  setzt. 
Einen  solchen  Ausdruck  nennt  man  das  allgemeine  Glied 
der  Reihe  und  mit  Hülfe  desselben  kann  man  die  ganze  Reihe 
kürzer  durch  eine  sogenannte  Summenformel  andeuten. 
Man  bedient  sich  hierbei^  gewöhnlich  des  griechischen  Buch- 
staben 2  welchen  man  dann  das  Summelfizeichen  nennt. 
Sollen  die  Glieder  der  Reihe  ins  Unendliche  fortlaufen,  so 
schreibt  man  statt  dieser  Reihe  die  Summenformel 

0-  OD 

WO  das  unter  dem  Summenzeichen  stehende  0,  oo  andeutet 
dass  man  statt  des  über  dem  Summenzeichen  stehenden  r,  wo 
dieser  Buchstabe  in  dem  allgemeinen  Gliede  OrX*  vorkommt, 
allmälich  die  Zahlen  0,  I,  2  bis  ins  Unendliche  zu  setzen  und 
die  entstehenden  Werthe  zu  addiren  hat.  Wäre  dagegen  die 
endliche  Reihe 

tto  -}"  ^1  ^^  +  «2  ^*  +  •  •  •  +  ^A  ^ 
zu  betrachten,   so  wäre  die  ihr  entsprechende  Summenformel 

r 

SorxT.  Im  Folgenden  wird  jedoch  der  Fall  am  häufigsten  vor- 
kommen,  wo  für  r  alle  Zahlen  von  Null  bi$  ins  Unendliche  zu 

r 

setzen  sind,  und  es  soll  dann   zur  Abkürzung  statt  2  nur  das 

0,00 
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einfache  Zeichen  2  gesetzt  werden,  so    dass  Sa^x^  dasselbe 
bedeutet  Wie  2  a  x^, 

0,QO 

20. 

Es  sind  zwei  Reihen 

1)  a^  -f-  dxa;*  +  ci2^*  •  •  •  +  ^^  +  •  •  • 

2)  Äq  +  6i  a?^  -{-  62^*  •  •  •  +  ^^'   +  •  •  •  • 
gegeben.     Wenn  man  die  einzelnen  Glieder  aus  beiden  Reihen, 

welche  gleiche  Potenzen  von  x  enthalten,  nach  ihrer  Ord- 
nung zusammenaddirt  und  hierdurch  die  Reihe 
3)  (flo+60)  +  (fli  +  61)  a;^  -f  (a2  +  62)  a?^  . . .  +  [ar-^-hr)  x^  ■{-... 
bildet,  so  nennt  man  diese  Operation  die  Addition  der  zwei 
.gegebenen  Reihen;  die  Reihe  3]  ist  die  dit^ser  Addition  ent- 
sprechende Summe.  Dies  wird  symbolisch  auf  folgende 
Weise  ausgedrückt 

2  OrX^  -^   2  hrX^   =1=    2   [Or-^br]^* 

Das  Zeichen  4=  ^^'^  ^^^  Zeichen  des  Entsprechens 
heissen. 

Addirt  man  jedes  Glied  der  Reihe 

4)  ^o  ^  ^1^*  +  C2a?*  .  .  .  +  cra?''  +  .  .  . 

nach  ihrer  Ordnung  zu  jedem  Gliede  der  Reihe  3]  welches 
dieselbe  Potenz  von  x  enthält,    so  erhält  man  die  Reihe 

Hierdurch  sind  die  drei  Reihen  1)  2]  und  4)  addirt  und  die 
Reihe  5]  ist  die  dieser  Addition  entsprechende  Summe.  Man 
hat  daher 

2  OrOf   +    2  brx''    4-   2  CrX     +    2  (ar+br+Cr]x' 

Man  sieht  wie  auf  dieselbe  Weise  eine  beliebige  Anzahl  Rei- 
hen addirt  und  die  ihrer  Addition  entsprechende  Summe  ge- 
bildet werden  kann.  Man  sieht  ferner,  dass  die  entsprechende 
Summe  auch  unmittelbar  dadurch  gebildet  werden  kann,  dass 
man  die  gleiche  Potenzen  von  x  enthaltenden  Glieder  aus  allen 
zu  addirenden  Reihen  nach  ihrer  Ordnung  zusammenaddirt 
und  aus  den  so  entstehenden  Gliedern  wieder  eine  Reihe  bil- 
det. Auch  folgt  hieraus,  dass  die  entsprechende  Summe  immer 
dieselbe  bleibt,   in  welcher  Ordnung   man  die  gegebenen  Rei- 
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hen  nehmen  mag.  Es  giebt  also  nur  eine  einzige  Reibe, 
welche  die  der  Addition  einer  Anzahl  Reihen  entsprechende 
Summe  ist. 

21. 

Zieht  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  2)  von  den 
Gliedern  der  Reihe  1),  welche  dieselbe  Potenz  von  x  enthal- 
ten, nach  ihrer  Ordnung  ab  und  bildet  die  Reihe 

6)      («o— ^o)   +   («1— ^l)^^    +    {(^2—^2)^^  •••  +  (ör— 6r)  0?'*+.... 

SO  nennt  man  diese  Operation  die  Subtraktion  der  Reihe  2) 
von  der  Reihe  1),  und  die  Reihe  6)  die  dieser  Subtraktion  ent- 
sprechende  Differenz,    was  man  durch 

ausdrückt.  Es  ist  klar  dass  es  nur  eine  einzige  Reihe  giebt, 
welche  die  der  Subtraktion  zweier  gegebener  Reihen  entspre- 
chende Differenz  ist. 

22. 

Man  betrachte  die  Coefficienten  a^  ai  .  .  .  ar  .  .  .  der 
Reihe  1]  und  die  Coefficienten  6^,  61  .  .  .  &r  .  ,  .  der  Reihe 
2)  als  zwei  Elementenreihen,  aus  welchen  man  die  Variationen 
zur  Summe  0,  zur  Summe  1  u.s.w.  bildet,  und  zwar  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  einzelnen  Variationsfdrmen  durch  Ad- 
dition, die  einzelnen  Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation 
verbunden  sind.  Die  Oesammtheit  dieser  Variationen  zur 
Summe  0,  zur  Summe  I  u.s.w.  bezeichnen  wir  bezüglich  durch 


0 


3 


F,  ^V  U.S.W.  (§.  16).    Bildet  man  nun  die  Reihe 

7)  4  +   'Vx'  +  ^h^  .  .  .  +  •'Fa?'*  +  .  .  .  .      ' 

so  nennt  man  diese  Operation  die  Multiplikation  der  Rei- 
hen 1)  und  2)  und  die  Reihe  7]  das  dieser  Multiplikation  ent- 
sprechende Produkt.     Man  drückt  dies  durch 

2  arx'  .  2  hrx'  ^  2  ''Vx'' 

aus.    Hierbei  ist  also 

2 
•"K  =  flf  60  +  «r-161  -\-  .  .  .  a^br 

In  dem   besonderen  Falle,   wenn    die  Reihe  2]    nur   aus   dem 
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Anfangsgliede  b^  besteht',  während  bij  62  u.  s.  w.  sämmtlich 
Null  sind,   ist  'V  ==  arb^  und  daher 

Setzt  man  noch  ausserdem  bo  =1  so  hat  man 

Betrachtet  man  bei  der  Bildung  der  Variationen  die  Elemen- 
tenreihe 00  ai  ...  als  die  erste  und  die  El6mentenreihe 
bo  61  .  .  .  als  die  zweite  (§.  ]])  so  nennt  man  die  Reihe  1) 
den  Multiplikand  und  die  Reihe  2)  den  Multiplikator. 
Da  es  aber  für  die  Bildung  der  Varifttionen  vollkommen  gleich- 
gültig ist,  welche  der  zwei  Elementenreihen  iitön  als  die  erste 
ansieht  (§.  11),  so  gilt  hier,  ähnlich  wie  in  der  Arithmetik,  der 
Satz,  dass  das  entsprechende  Produkt  dasselbe  bleibt,  wenn 
man  Multiplikand  und  Multiplikator  mit  einander  vertauscht. 

Auch  folgt  aus  der  Bildung  des  Produktes,  dass  e^  nur 
eine  einzige  Reihe  giebt,  welche  das  der  Multiplikation  zweier 
bestimmten  Reihen  entsprechende  Produkt  ist 

23. 

Die  Multiplikation  der  drei  Reihen  1],  2]  und  4)  besteht 
ebenso  darin  dass  man  aus  den  drei  Elementenreihen  a^,  a^...; 
60,61  ..  .;  Co, «?i  ...  die  Variationen  zur  Summe  0,  zur 
Summe  1  u.'s.w.  bildet  und  zwar  wieder  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  alle  Formen  durch  Addition,  alle  Elemente  einer 
Form  durch  Multiplikation  verbunden  sind.  Bezeichnet  man 
die  Gesammtheit  dieser  Variationen  zur  Summe  0,  zur  Summe 

1  U.S.W,  bezüglich  durch  °F,  ^F  u.s.w.,  so  ist  die  Reihe 

^F  -f  'Vx^^  +  4ar^  .  .  .  +  »•F«'-  +  .  .  . 
das  dar  Multiplikation   der  drei  Reihen  1),  2)  und  4]  entspre- 
chende Produkt.    Dies  drückt  man  durch 

2  arx"-  .  2  brx''  .  2  Crx''  4:  2  'fx'' 
aus.  Die  Multiplikation  dreier  Reihen  kann  auch  dadurch  aus- 
geführt werden,  dass  man  zuerst  zwei  dieser  Reihen  mit  ein- 
ander multiplicirt,  z.  B.  die  Reihen  1]  und  2)  und  das  dieser 
Multiplikation  entsprechende  Produkt  7)  bildet,  alsdann  aber 
dieses  Produkt  mit  der  Reibe  4}  multiplicirt,    und  wieder  das 
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dieser  MulUpUkation  entsprechende  Produkt  bildet.  Um  letzte- 
res zu  finden  muss  man  nemlich  aus  den   zwei  Elementenrei- 

hen  °K,  *F  .  .  .  und  c^^  Cj  .  .  .    die   Variationen  zur  .Summe 

0,  1  U.S.W,  bilden  (wobei  'V  als  das  nullte,  W  als  das  erste 
Element  u.s.w.  der  ersten  Reihe  zu  betrachten  ist).  Der  Inbe- 
griff der  Variationen  zur  Summe  r  aus  diesen  zwei  Reihen  ist 
mithin 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  s=  Dr  so  hat  man  demnach 

2  'V  X     .  S  Crx'   ^   S  Dr  x' 

Nun  ist  aber  auch  (§.  16,  Form.  5) 


8  2  .2  2 

'Y  =  ^Y  .   C^    ^    r-lV  .    Ci    +    .   .    .   °K 


Cr 


8 

also  Dr  =  'V  oder 


2  ''Y  .x'-  2  crx'   4=    2  'Ta?*' 
man  erhält  also  dieselbe  Reihe,  als  wenn  man  die  drei  Reihen 
])  2)  und  4)  unmittelblir  mit  einander  multipliciri  hätte.     Um- 
gekehrt kann  man  hieraus  auch  noch  folgenden  Schluss  ziehen. 
Hat  man  zugleich 

2  Or^  .2brx^ .  2c^x'^  ^  2  rY   x^ 
und 

2  kr  x''  .  2  crx^  4=  2  ''Yx'' 
so  muss  auch 

8)  2  arx''  .  2  brx'  ^  2  krx'' 

2 

seyn,  da  *r  =    F  seyn  muss. 

Da  die  Variationen  aus  drei  Elementenreihen  unverändert 
bleiben,  wenn  man  auch  die  Ordnung  der  Elementenreihen  ver- 
ändert (§.  11),  so  kann  man  die  zu  multiplicirenden  Reihen  in 
beliebiger  Ordnung  nehmen,  das  der  Multiplikation  entspre- 
chende Produkt  bleibt  immer  dasselbe. 

Man  sieht  nun  leicht,  wie  diese  Betrachtungen  auf  jede 
beliebige  Anzahl  Reihen  ausgedehnt  werden  können.  Eine 
gegebene  Anzahl  Reihen  mit  einander  multiplici- 
ren,  heisst:  aus  ihnen  eine  neue  Reihe,  das  ihrer  Hui« 
tiplikation   entsprechende   Produkt,    dadurch  bilden^ 


da 

dass  man  die  Coefficientea  jeder  der  gegebenen  Reihen  als 
eine  Elementenreihe,  und  zwar  den  Coeificienten  von  d^  ab 
das  rte  Element,  ansieht,  aus  diesen  die  Variationen  vi  den 
Summen  0,  1  u.s.w.  bildet,  indem  man  die  Formen  durch  Ad- 
dition, die  Elemente  jeder  Fotm  durch  Multiplikation  verbindet, 
und  allgemein  den  Inbegriff  der  Variationen  zu  irgend  einer 
Summe  als  Coefficienten  der  Potenz  von  x^  deren  Exponent 
dieser  Summe  gleich  ist,  nimmt.  W^den  also  m  Reihen  mit 
einander  multiplicirt,  so  wird  das  entsprechende  Produkt  die 
Form 

ffi  in  fll 

.»F  +   »F<r»  .  ,   .  +  Tar  +  .  .  . 

m 

haben,  Wofür  auch  2  ^V  (er  gesetzt  werde«  kann. 

Deutet  man  durch  P,  0,  A  .  •  .  p,  g,  r  ^  .  .  einzdne 
Reihen  an,  und  fährt  die  Multiplikation  der  Reihen  P,  Q,R,.,. 
auf  dasselbe  entsprechende  Produkt,  wie  die  Multiplikation  der 
Reihen  p»  9>  r,  .  .  .  so  sagen  wir  dass  die  Produkte  PQR,.. 
und  pqr...  sich  entsprechen  und  deuten  ilies  durch 

PQR  +  pjr  . . . 
an. 

Viertes  Kapitel. 

DiTidireB  der 


24. 

Es  sind  zwei  Reihen 

1)  a^j  -f-  ^i  ^*  +  •••  +  «*•  ^  + 

2)  6o   +  *i  ^*  +  •••-!-  *^  «*"  + 

gegeben,  man  soll  aus  diesen  Reihen  eine  Reihe 

bilden,  so  beschaffen,  dass  die  Reihe  1)  das  det  Multiplika- 
tion der  Reihen  t)  und  3)  Entsprechende  Produkt  ist  (§.  22). 
Kann  man  die  Reihe  3)  wirklich  bilden,  und  es  soll  sogleiclr 
gezeigt  werden,  dass  dies  immer  der  Fall  ist,  so  nennt  man 
diese  Operation  die  Division  der  Reihe  1)  durch  die  Reihe 
2),  die  erste  Reihe  den  Dividend,  die  zweite  den  Divisor 

3 
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Und    die   tleibe  3)    den    dieser    Division    entsprechenden 
Quotienten. 

Vermöge  dieser  Definition  soll  man  also  (§.  22) 

4)        2br  xr  .  2 Ar  Xf  4=   «^«r  xr 

haben,  wofür  man,  der  Bezeichnung  der  Division  in  der  Arith- 
metik ähnlich, 

schreibt,  so   dass   der  Ausdruck  5)    durchaus    nichts   Anderes 
sagt,  als  dass  der  Ausdruck  4)  statt  hat. 

2 

Bezeichnet  man  nun  durch  ^Y  den  Inbegriff  der  Variatio- 
nen zur  Summe  r  gebildet  aus  den  Elen^entenreihen  6^,  ii . . . 
und  ilo,  ili  ....  so  ist 

2br  xr  .  SArxr  =|=  -S 'TaT 

die  Reihe   S^Vicr   muss   also   mit  der  Reibe  2  Orxr  identisch 
seyn,  also  Or  ^=  ^V.    Hieraus  folgt 

ar  ^  b^  Ar  +  6i  Ar-—,!     f-   62  i*r— 2   •  •  •   +  6r— 1  Ai  +  br  Aq 

und 

Or  —   br  Aq  —   br — 1   Ai  ....  —  61  Ar — 1 


6)      A,= 


K 


Sobald  mithin  die  Werthe  von  A^^  Ai  . .,  Ar^\  bestimmt 

sind,  ^ebt  die  Formel  6)  den  Werlh  von  Ar*    Nunistao  =  *^F 
=  6^  il^  also 

^^  -  b^ 
Die  Formel  6)  giebt  demnach,  wenn  man  r  =  1  setzt, 

Ax  = 


Ol  —  bi  A^ 


K 


Die  Werthe  von  A^  und  Ai  sind  hiermit  bestimmt.    Setzt  man 
ferner  r  =  2,  so  giebt  die  Formel  6) 


Ar 


«2  —  ^2  Aq   —  6l    Ai 


und  indem  man  so  fortfährt ,  den  Werth  jedes  beliebigen  Ar. 
Diese  Werthe  sind  aber  ganz  bestimmte,  folglich  ist  auch 
der  Quotient  immer  ein  ganz  bestimmter,  d.  h.   es  giebt 
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immer  eine  und  nur  eine  Reihe  3)   welche   der  entsprechende 
Quotient  der  Division  der  Reihe  1)  durch  die  Reihe  2)  ist. 

25. 

Das  Verfahren,  durch  welches  hier  der  Coefficient  des 
rten  Gliedes  des  Quotienten  gefunden  wird,  ist  wesentlich  ver- 
schieden von  dem,  durch  welches  der  Coefficient  des  rten 
Gliedes  des  der  Multiplikation  zweier  Reihen  entsprechenden 
Produkts  bestimmt  wurde.  Im  letzteren  Falle  konnte  nemlich 
dieser  CoefGcient  unmittelbar  aus  den  Grössen,  aus  wel- 
chen er  zusammengesetzt  ist,  nemlich  aiis  den  Coefficienten 
des  Multiplikands  und  des  Multiplikators,  gefunden  werden, 
indem  man  nur  Variationen  aus  ihnen  zu  bilden  hatte,  ohne 
dass  es  nöthig  war  noch  Hülfsgrössen  zu  berechnen«  Einte 
solche  unmittelbare  Bestimmung  nennt  man  ein  indepen-^ 
dentes  Verfahren.  Die  Formel  6)  dagegen,  durch  welche 
Ar  bestimmt  wird,  zeigt  nicht  wie  Ar  aus  den  Coefficienten 
des  Diyidends  und  des  Divisors  zusammengesetzt  ist,  sie  führt 
vielmehr  «uf  die  vorhergehenden  Coefficienten  ilr— i,ilr— -2  . ..  ^o 
zurück,  welche  sie  als  bereits  berechnet  voraussetzt.  Dies 
nennt  man  ein  rekurrirendes  Verfahren  ^). 


*)  Unsere  ßetrachtuog  fietzt  voratifi,  dass  das  Anfangsglied  der 
Reihe  2)  nicht  Null  ist.  Wäre  bQ=  0  und  nicht  zugleich  auch  ao=0, 
so  wfire  es  nicht  mehr  möglich  dem  Quotienten  die  yon  uns  ange- 
nommene Form  zu  geben.  Denn  da  nun  die  Variationen  aus  den  zwei 
Reihen  &i»  &2  •  •  •  und  Aq^  A^  ...  gebildet  werden  sollen,  und  in  der 

ersten  dieser  Reihen  das  nullte  Element  60  fehlt,  so  ist  es  nicht  mehr 

2  2 

möglich  ^F  zu  bilden,  während  doch  ^  F=aQ  seyn  soll.  Ist  dagegen  auch 

2  2 

ao==0,  so  dass  in  der  That  ^V  wegfällt,  so  hat  man  ^V^^^A^bj^a^  also 

A    — ^ 

und  allgemein  **F  =  bi  A^, i  -J-  b^  -^^^2  ••  •  +  br  Aq  :=:  a^ 

oder  r-^-ly  =l  b^  A^  ^  b^  ^r— 1 +  *r+l    ^0  =  «r+1 

<»r-|-l  ~~  V+l   Aq —  Äft  -^r— 1 

also  Am  '1  ■■    ■;  - 

so  dass  wieder   allgemein   Af>   durch   das  rekurrirende  Verfahren  be- 
stimmt wird. 

3* 


"^ 


d6 

26. 

Will  man  die  sämmtlich^n  üMAet  deä  OuöUent^h  von 
Aq  bis  Ar  berechnen ,  so  wird  das  rekurrirende  Verfahren  das 
einfachste  seyn.  Die  wissenschaftliche  Behandlung  der  Divi- 
sion kann  aber  erst  dann  als  abgeschlossen  betrachtet  vi^ärden^ 
wenn  das  Gesetz  nachgewiesen  ist^  nach  welchem  die  Coeffi- 
cienten  des  Quotienten  unmittelbar  aus  den  Coefficienten  des 
Divisors  und  Dividenden  zu  bilden ,  also  durch  ein  indepdn- 
dentes  Verfahren  zu  finden  sind.    Nun  ist  allerdings  Aq  schon 

independent  bestimmt   worden^  nemlich  A^  =  —^  setzt  man 

diesen  Werlh  in  die  rökutYirertde  Formel  für  Ai,  in  welcher 
rieben  ^q  nur  noch  Coefficienten  d«r  zwei  gegebenen  Reihen 
vorkommen,  seist  auch  Ai  independörtt  bestimmt,  und  so  fort- 
fahrend kann  man  allmfilich  für  alle  Coefficienten  des  Quo- 
tienten die  independenten  Werthe  finden.  Indessen  werden 
die  auf  diesem  Wege  gefundenen  Ausdrücke  bald  so  ver- 
wickelt, dass  es  nicht  leicht  möglich  ist,  das  zu  Grunde  lie- 
gende Bildungsgesetz  daraus  zu  erkennen.  Es  soll  daher  ein 
anderer  Weg  eingeschlagen  werdön. 

27. 

Man  betrachte  nemlich  zunächst  den  besonderen  Fall, 
wenn  a^  =  1  und  die  übrigen  Coefficienten  der  Reihe  1)  ver- 
schwinden. Ferner  sey  6o  =:=  1>  so  dass  mithin  die  For- 
met &)  in 

'^)  "      -^ 4^  2  A'  x"-  *) 

^         2  b^  x^    ^  "^  ^ 

(fbergfeht  und  die  Formel  §]  !n 

8)         ii,.  =  —  bi  Ar—i  -—  ^2  Ar — f  . . .  —  ftr  i^o 

Man  sieht  dass  jetzt  der  Werth  von   Ar  aus   Gliedern   besteht, 

die  nach  einem  und  demselben   Gesetze   gebildet  sind,  indem 


*)  Der  Sinn  dieser  Formd  hi  also,  dass  das  del-  flulliplikallon 
der  zwei  Reihen  JT  6^  a^  and  J  A^  9^  eotspr^chende  Produkt  so  be- 
schaffen seyn  muss,  dass  sein  Anfangsglied  (welches  zu  x^  gehört)  die 
Einheit  itty  während  die  Goefficientea  der  folgenden  Potenzen  von  x 
Null  sind. 
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bei  jedem  Gliede  die  Indices  der  dario  vorkommenden  b  und 
A  sich  zu  der  Summe  r  ergänz^n^  und  es  lässt  sich  daher  er- 
warten^ dass^  in  Folge  dieser  Symnetile  der  rekurrirenden 
J^orm^,  apcl^  ^iq  i^dej^endente  Bestimmung  ßinfacher  ausfallen 

wird.  Da  im  Allgemeinen  A^  :=z  -^  so  ist  nun  A^  zz:  l,  mttn 
hat  also 

-4^  =¥=  -^  61   4rT-l   T-   62  Ar— 2  ....  —  br 

Setzt  man  in  dieser  Formel 

—  *i  =  A ,  —  ^2  =  /^2  • .  •  —  br  =^  ßr 
«o  geht  sie  in 

9)  Ar  =  A   ilr-l    +   ß2  Ar-%   .  .  .    +   ßr 

über.  Bezeichnet  man  aber  durch  ^V  die  Summe  aller  Varia- 
tionen aus  allen  Klassen  zur  Summe  r,  gebildet  aus  den  Ele- 
menten ßij  ß2  ...  ßr,  wobei  die  Elemente  jeder  Form  durch 
Multiplikation  verfeunden  sind,  so  hat  man  (§.  IB  Form.  13) 

10)  rr  =  ßi   r^lV  +  ß2  r-2r  +   ...   +  ßr 

Der  Vergleich  der  Formeln  9)  und  10)  zeigt,  dass  Ar  nach 
demselben  Gesetze  aus  den  vorhergehenden  ilr— 1,  Ar— 2, ...  ili 
gebildet  wird,  wie  ^V  aus  r—iVj  »— 2F,  ....  ^F.  Nun  ist 
Ai  =  —  biA;  =  ßi  und  auch  ^Y  =  ft,  folglich  Ai  =  'V] 
ferner  »K  =  ft  *F  -f-  /?2  und  ilg  =  ßiA^  +/?2,  mithin  auch 
A2  =  *F,  und  indem  man  so  fortgeht,  allgemein  A^  =  *'F. 
Nun  ist  aber  ^F  =  "-Cp  (§.  18)  folglich  auch 

11)  Ar  =  '^Cp 
welches  die  gesuchte  independente  Bestimmung  von  A^  für 
den  jetzt  betrachteten  Fall  ausdrückt.  In  Worten  beisst  dies: 
Um,  wenn  der  Dividen(l  un^i  cias  At)fangsglied  des  Divisors 
der  Einheit  gleich  sind,  den  Coeficienten  des  rten  Gliedes 
des  Quotienten  zu  finden,  bilde  man  aus  den  mit  umgekehrt 
ten  Zeichen  genomm^iM»n  'CoefficiiBnten  des  ersten,  zweiten 
u.  s.  w. .  Gliedes  des  Divisors ,  welche  man  als  das  erste, 
zweite  u.  s.  w.  Elemei|t  ansieht,  die  Combinationen  mit  un-* 
beschränkter  Wiederholung  aus  allen  Classen  zur  Summe  r 
und  multiplicir^  jede  Form  mtt  der  dazu  gehörenden  Permun. 
tationszahl,  verbinde  alle  so  gebildeten  Ausdrücke  durch  Ad- 
dition und  alle  Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation.  In 
Zeichen  ausgedrückt  hei3st  di^s 
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12)        — -  +  S  'Cpx 


Sbjt 

T 

wobei,  da  ilo  =  l>    ?uch   unter    dem   Symbol  ^Cp  die  Einheit 
zu  verstehen  ist. 

Z.B.  es  soll  in  dem  Ausdruck 

der  Werth  von  A^  auf  independentem  Wege  gefunden  werden. 
Hier  ist  /Ji=  — 2,  /J2  =  3,  /?3=— 4,  diese  Werlhe  sind 
also  bezüglich  das  erste,  zweite,  dritte  Element,  und  da  nun 
die  Combinationen  zur  Summe  3  zu  bilden,  sind,  so  können 
die  höheren  Elemente,  d.  h..  die  folgenden  Coefficienten  des 
Divisors  keinen  Beitrag  dazu  liefern  und  brauchen  ebendeswe- 
gen nicht  bekannt  zu  seyn.  Man  hat  aber  ^C=ßißißij  /}i/^27  ßs* 
Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  kann  nicht  permutirt  wer- 
den, zu  der  mittleren  gehört  die  Permutationszahl  2.    Mithin  ist 

^Cp=ß,ß,ßi  +  2ß,ß2  +  ßs 
und  wenn  man  statt  ßi ,  /f^,  ß^  ihre  Werthe  setzt, 

5Cp  =  (— 2.  — 2.  — 2)-f-2(— 2.3)"+(— 4)  =  -24 
also  ilg  =  —  24 

28. 

Man  betrachte  nun  den  allgemeineren  Fall,  wenn  der  Di- 
vidend die  Reihe  1)  ist,  behalte  aber  die  Beschränkung  bei, 
dass  das  Anfangsglied  des  Divisors  ==1  ist.    Man  hat  also 

d.  h. 

14)      Sb^.  SArX''  4=  2a^ 
Aus  12)  folgt  aber 

2by.  5*^Qi.aj'*4=l 
demnach  Ist  es  einerlei    ob    man  das  Produkt  sucht,  welches 
der  Multiplikation    der   drei  Reihen  Sb^x^^  S^Cpx'^^Sa^^^  ent- 
spricht, oder  das  Produkt  welches  l.JSoro;*'  entspricht   (§•  23)» 
Nun  ist  aber  (§.  22) 

1.  2a^x''  +  Sa^af 


3» 

also  auch 

2  b^af.  2  ''Cpaf.  2  a^of  +  2  a^x^ 
Vergleicht  man  dieaeni  Ausdruck  mit  14),  so  folgt  (§.  23. 
Form.  8) 

'  i^Cipo?*-.  2a^ar  4=  2A^af 
d.  h. 

woraus 

folgt,  wodurch  auch  in  diesem  Falle  die  Coefficienten  des  Quo- 
tienten auf  independentem  Wege  bestimmt  sind.  Die  Combi- 
nationen  behalten  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorhergehenden 
Falle  und  beziehen  sich  also  wieder  auf  die  Elemente  — 6^; 
— 62  u,  s.  w. 

29. 

Auf  den  so  eben  behandelten  Fall  kann  nun  leicht  der 
allgemeinste  Fall  zurück  geführt  werden,  in  welchem  die  For- 
mel 4]  statt  findet,  ohne  dass  der  Werth  von  b^  auf  die  Ein- 
heit beschränkt  wird.   Insofern  nemlich  die  Reihe  bo-^-biX  +  ... 

h  h    ' 

das  der  Multiplikation  der  Reihe  1  +  T^a?  +  r^a?*  + ...  mitfco 

entspteohende  Proilukt  ist,  kann  man  aueh  schreiben 

.16)     L  .  2  ^x"-  .  2ArX''  4:  2a^x'' 

*o 
Setzt  man  aber        . 

17)  l^'  +  2Dra^ 

60 
SO  findet,  man,  da   das  Anfangsglied  des  Divisors   die  Einheit 

ist,   au^    dem    Vergleich    dieser  Formel   mit  der  Formel  13) 

dass  der  Werth  von  D^  itich  aus  dem  Werthe  von  A^.  in  For- 

K 
mel  15)  ergeben  muss,  wenn  man  in  dieser  allgemein  -^  statt 


bj.  setzt.    Man  hat  mithin 

18)  1>^  =  ö,  +  'Op<^r^x   +  •••  +  ''O'öc 


*o 
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-*i    -*« 


WO  sich  nun  das  Com^inglion^eichen  ^f  —r-^  ,  -i— ^  u.s.w. 

^    '     *o 

ab  erstes  9  zweitem  Elemevt  n«8.w.  beslebt. 

*    Verbindet  man  nun  de^  Aufdruck  JSj^a^.SDrX^^  SüfOTj 
welcher  aus  17)  folgt^  mit  dem  Ausdruck  16}^  so  ergiebt  sich 

also                          b^A^  =  D^ 
d.  h«  Ag.  =  


*0 


wo  ^Cp  dieselbe  Bedeutung  wie  in  18)  hat.  Hiermit  ist  die 
independenle  Bestimmung  der  Coefficiente»  des  Quotienten  im 
allgemeinsten  Divifi(NisfaIle  erledigt. 


Fünftes    Kapitel. 

m  der  Reiheni^    Polynomischer  and 

Lehrsata;« 


1(11»» » »> 


3». 

Ein  eineebier  Fall  aus  da»  im  8(en  Kapitel  behandelten 
allgemeinen  Theorie  der  Multiplikation  bietet  ein  besonderes 
Interesse  dar.    Wenn  man  nemlich  eine  Beihe 

1)        flo  +  <*i^  +  ^2  »*  +  •••  • 
mehrmals   mit  sich  selbst  iQult^plicirt  und   da»    entsprechende 

Produkt   sucht,  so  nennt  man   dies   die  Beihe  potenziren. 

Man  erhebt  die  Beihe  auf  die  m  te  Pot^z,  wenn  man  sie  m  mal 

mit  sich  multipUcirt.  ^ 

Man  nennt,  aber  eine  Beihe  iron  der  Form  der  Betfce  1) 
ein  Polynoni  und  daher  die  Entwiokelung  Ae6  Gesetzes, 
nach  welchem  die  Glieder  des  einer  Potenz  des  Polynoms  ent^ 
sprechenden  Produkts  gebaut  sind,  den  polynomischen 
Lehrsatz  und  dieses  Produkt  selbst  die  Polynomialreihe. 

Bezeichnet    man    die   91  te  Potenz   der  Beihe   1)    durch 


41 


m  m 


Produkt  durch  2A^x^,  so  hat  man  mithin  , 


m 


8)  [-2?ar«^  +  ^A^ 

Aus  4ejn  S^hlus^  4^  §.  %3  folgt  aliso  ipnmitteibiir 

il^  =  «-F 
Da  aber  die  zu  mulHplicirenden  Reihen    identiscii,  mithin  die 
VwiaMöOt^n  mr  Ws  de«-  ßi^^igen  filw^ntpnr^ifca  oo,  a^^  <i2,^; 
zu  bilden  sind,  hat  man  (§.  16  Foriyi,  %\ 

*  m 

3)  Ar  =  "^Cp 

und  hiermit  ist  die  independente  Entwickelung  (§.  25] 
des  poiynomischep  Lehr^at^es  erledigt.  Man  findet  also 
nach  Porm^  3] 

mm 

m  «*-l  •     1    2     t»  "»-l 

m  i»-9    2  1-,  mtl  i 

I ..(»»  — z).  1 .2  i...(m — 1) 

=    j'    2"    '^  •  "'  +  ""*«  •  "« 


•     ♦     I 


31, 

fii        Hl  m 

Ist  ao  =  0,  so  sind  auch  ^Qp,  *Q>  .  .  .  f^Wp  sämmtlich 
Null,  da  diese  Ausdrücke  in  ^llen  Qliederp  den  Faktojf  Oq  ent- 

m  m 

halten  und  erst  ^C^  ;==  a^  ist  pic|it  NoU  Mithin  verschwin- 
den auch  Äq^  A^  ...  Äm^i  und  4i»  Polynomialreihe  beginnt 
u^^ÄmW"^.    Pie  Fqrwpl  2)  g^bt  ^l«l«  jn 

m 

über.     Statt  dessen  kann  man  auch  schreih0n 

m 

also 
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oder 

(a,  +  a^a?...-!- «r^*^^^  •  •  •)  +  **Q'+ "^^Q^^- •  • +"*+^Q^^+ •— 
Setzt  man  nun  Am  =  BQj  Am+i  =  B^...Am+r  =  Br  so  ist 

m 

wo  0^  ^r:  **+^Cyi,  und  die  Combinationen  aus  den  Elementen 
a^,  02  .  .  •  zu  bilden  sind. 


32. 

Auch  die  rekurrirend^  Entwiokelung  des  polyno- 
mischen Lehrsatzes  ist  leicht  zu  geben.  Soll  nemlich  A^,  aus 
den  als  bekannt  angenommenen  ilg,  il|...il|wi  gefunden  wer- 

m 

den,   so  braucht  man  nach  Form.  3]   nur  zu  wissen  wie  ^Cp 

aus  den  bekannten  ^Cp,  ^Cp  , . .  r^Wp  gefunden  wird.  Diese 
Frage  ist  aber  bereits  im  zweiten  Kapitel  (Formel  11)  erledigt 
worden.    Man  hat  mithin 

*T]    ilwTT: ' ■ 

roo 
und  damit  die  verlangte  Recursionsformel. 

Geht  man  von  dem  oben  gefundenen  Werthe 

m 

^0  =  («o) 

aus,  so  findet  man  durch  diese  Formel,  wenn  r  =  l 

A^=  -!— 5?  =z  w(ao)  «1 

»o 

wie  ebenfalls  schon  gefunden  wurde.     Ist  r  ss  2  so  hat  man 

A^  =  ' ^y ^-^  =      ][   g    'ao  .  a,  +  mao.a^ 

u.  s.  w. 
Sollen  alle  Coefficienten  von  Aq  bis  A^  gefunden  werden,  so 
ist  offenbar  das  rekurrirende  Verfahren   wieder  bequemer   als 
das  independenle  (vgl.  §.  25). 
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33.  • 

In  dem  besonderen  Falle  ^  wenn  alle  CoefScienten  der 
Reihe  1)^  die  zwei  ersten  üq  und  Gi  ausgenommen^  verschwin* 
den,  wenn  also  das  Polynom  in  ein  Binom  übergeht,  geht 
der  polynomische  Lehrsatz  in  den  binomischen  über, 
die  Polynomialreihe  in  die  Binomialreihe.  Statt  der 
Formel  2)  hat  man  nun 

5)  (öo  +  fl,a?)  +  ^^rx^ 

und  nach  Form.  3) 

Ar  =  ^Cp 
Allein  da  nun  die  Combinationen  nur  aus  den  zwei  Elementen 

Oq  und  a^  zu  bilden  sind,  so  ist  «"C  die  letzte  die  noch  gebil- 

m 

det  werden  kann,  während  m+iC  u. s.w.  verschwinden.  Die 
Binomialreihe  muss  also  mit  dem  Gliede  Ämx^  ab-* 
brechen  und  man  hat 

0,m 

Es  Uisst  sich  aber  A^  jetzt  in    einer  anderen  einfachen  Form 

m 

ausdrücken.  Da  nemlich  die  Summe  r  in  ^Cp  nur  durch  rma- 
liges  Setzen  des  Elements  aj  erzeugt  wird,  so  muss  der  Fak- 

m 

tor  [a^f  ein  Bestandtheil  von  ^Cp  seyn,  und  da.  die  Anzahl 
der  zusammentretenden  Elemente  m  seyn  soll,  so  muss  jedes 
der  noch   fehlenden  m — r  Elemente   %  seyn.     Man   hat  mit* 


hin  ^C=:  Oq  .  Ol.    Die  hierzu  gehörende  Permutationszahl  ist 

1  •  2  ...  in  , 

T—TT-i r-T—^ also 

1 . 2  [m—r) .  1 . 2 . . .  r 

m  1     9  «n  fw*r    r 

T)    K--   Cp^  1.2..(«._r).1.2...r  "°  '  "' 
womit  die  independente   Entwickelung  des  Binoms  —  für 
ganze  positive  Exponenten  —  gefunden  ist. 

34. 
Die  hier   vorkommende  Permutationszahl  nennt  man  den 
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rtüii  Binomialcoefficienten  der  Potenz  m,  im  Folgenden 

r 

S9II    ^i^   (Jur/pJ?    4Aß    Zw^en  m5p   angedeutet  wer(Ien.      Man 
^§tft|  al$K)i 

woraus  man  zwei  einfache  Ausdrücke  Qblflitt»«  Mfiri;  9Qm4i<fb 
9)    -»  =  i  .  2  .  .  :  .  r 


r 


10)     m^  =  ^  '   (^''""^)  •  '  *  '(^+M 

1  .  2  .  •  .  .  (w — r) 
Vergleicht  man  den  Ausdruck  9)  mit  Kap«  2  Form.  2,  so  folgt 

11)  «S  =  iVC(l,  2  .  .  .  m) 

d.  h.  der  He  BinomialcoefGcient  der  mten  Potenz  ist  Hichts 
Anderes  als  die  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung 
aus  m  Elementen  zur  rten  Classe  *).  Dass  hiar  ein  neues  Zein 
oben  für  diesen  BegriiF  eingiiführt  wird,  geschieht  darum,  Weil 
später  (§.  40)  der  Begriff  der  Binomialcoefficienten  auf  einen 
Fall  aosgedehitt  wird ,  für  welchen  das  ootqbinat^rif^cbe  ^oi^ 
chen  nicht  mehr  passt. 

Man  setze  nun  allgemein 

12)  A^  =  «"SBflo  •  «1 

m  0 

Dt  4q  s»  00  sq  ist  ««^  c=x  1.  Diesen  W^rtb  kftfip  mm  wq- 
der  aoft  Formel  8)  noch  aus  Formt  1  9}  KJlirfil^t  $ndQQ ,  4^  r=^Qi 
also  diese  Formeln  sinnlos  werden,  dagegen  giehi  FornrMll  10) 

m 

®  —  ~i — 9 ;.7~  —  ' 

mm  m  ' 

Aus  Am^^^^Cp  =z  a,  folgt  ebenso  »»33  =  1.    Hier  ist  r  =  »i 


*)   Da  die  Anzahl  der  Combinatiooen ,  der  Natur  der  Sache  nach, 

immer  eine  ganze  Zahl  iat,  so  folgt  daraus,  dasa  auch  "^^  eine  sol- 
che ist,  sobald,  wie  hier  yorausgesetzl  wird,  m  eine  ganze  positive 
2«hl  ist. 
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und  nun  verlieren  Formel  8)  und  10]  iliren  Sinn  während 
Formel  9) 

'I*         m  .  m — 1 I 

^«»45  s= =-- --^r =r=    1 

1    .  Z  .   .  .  M 

giebt.  Diese  zwei  Falte  abgerechnet  karvn  jede  der  drei  For- 
meln zur  Berechnung  dier  Birtomialcoefficienten  gebraucht  wer- 
den, obgleich  Formel  9),  wie  sich  später  {$.  40)  Jsftigen  wird,i 
die  brauchbarste^  ist« 

35. 

Setzt  mart  tn  9)  stälj  ^  den-  Wefth  m---f ,  so  hat  mun 


m.{m—\) (1*4-1) 


1   .  .  .  .  (m—r) 
also  nach  lO) 

13)  mß  =  m58 

d.  b.  che  BinortJalcoefflcienten ,  Welche  gleich  weit,  der  eine 
vom  Endgliede  der  Entwrckelung ,  nemlich  dem  mten,  der  an- 
dere vom  Anfangsgtiede,  dem  Oten,  abstehen,  sind  gteich.    Also 

0  m 

nicht  blos,  wie  schon'  gefunden  wurde,  m^  =  m^^  da  beide 

1  M^l      e  m-3 

=  1 ,  sondern  auch  «33  =  «»Ö ,  «»©  =  »»©  u.  s.  w. 

In  Folge  dieser  Eigenschaft  braucht  mah  also  die  Bino- 
mialcoefficient^  nur  bis  zur  Mitte  der  iBinomialreihe 
zu  berechnen,  da  sie  von  da  an  in  umgekehrter  Ordnung  wie- 
derkehren. Jedoch  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je 
nachdem  m  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist.  Da 
nemlich  die  Binomialreihe  mit  j^qX^  beginnt  und  mit  u4mx^ 
endigt  (Form.  6],  also  m-^l  Glieder  enthält,  so  wird  ihre 
Gliederzahl,  w^nn  m  ungerade  ist,  eine  gerade^  und  wenn  m 
gerade  ist,  eine  ungerade  seya«  Im  ersten  Fall  setze  man 
m-^l  z=z2ky  es  entspricht  nun  jedem  der  ersten  k  Binpinial- 
coefücienten  ein  gleicher  unier  den  letzten  k  Binomialcoeffi- 
cienten.    Es  giebt  also  in  diesem  Falle  keinen  mittleren  Bino- 

mialcoefficienten ,    oder,  wenn  man   will,   kann  man  m5B  und 

k 
m33  als  die  mittleren  ansehen.     Man  hat  aber 
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«V        w-lm-l) (m-*  +  2) 

1.2....  (*— 1) 

in  -l-  1 

oder,  wenn  man  für  *  seinen  Wertli  — ^ —  setzt ^ 

j_j  ,  m.tm— 1)...|  -^J 

14)    »»  =  •»  = 


^^w\ 


1  .  2 

m-|-l 

und  denselben  Werth  findet  man  für  «»9  zrz  mS3. 

Im  zweiten  Falle  setze  man  m=z2külsom'{i  =  2k+l. 
Hier  entspricht  wieder  jedem  der  ersten  k  Binomialcoefücien- 
ten  ein  gleicher  unter  den  letzten,  in  der  Mitte  zwischen  die- 
sen paarweise    gleichen    Binomialcoefficienlen   steht   aber   ein 

k 
einzelner  mSd  welcher   ebendeswegen   der  mittlere  genannt 

wird.    Und  zwar  ist 

*  _  m  .  (m-rl)  ....  (w—A+l) 

1        •       C       m      »      •      K 

oder,  indem  man  ^  statt  k  setzt, 


j         m 


15)    «»33  = 


1      2  - 


36. 


Ein  anderes  Mittel  die  Berechnung  der  Binomialcoefficien- 

f 

ten  abzukürzen,  bietet  die  Bemerkung,  dass  man  jeden  der- 
selben aus  dem  unmittelbar  vorhergehenden  finden  kann,  wenn 
man  letzteren  mit  einer  bestimmten  Zahl  multiplicirt.    Denn  aus 


■  A^M^M^irf 


I   .  2  .  .  .  r 

^^_  m  .  (iw— 1)  .  .  .  (»t  — f-f  1)  (m—r) 

1  .  2  .  .  .  r  .  (r+l) 
folgt 
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16)  msa  =  ÜLZlI  .  mSB 

r  -f-  1 
0 
Nun  weiss  man  dass   mSö  s=  l  ^   also  kann  man,    von  diesem 

ausgehend,  alle  folgenden  Binomialcoeffieienten  auf  rekurri- 
rendem  Wege  finden.  Hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  For- 
mel 12)  berücksichtigt  y 

r+l     m-(r+l)    r+1 

^r+1   «S     Oq    .      «1        m  —  r     Ol 

w©  Oo   .   Ol 

also 

'"  ^' =  =^:  ■  ^ -^^ 

wodurch  die  rekurrirende  Entwickelung  des  Binoms  ge- 
geben ist. 

Aus  Formel  16)  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die  Binomial- 
coeffieienten bis  zum  mittleren,  wenn  ein  solcher  vorhanden 
ist,  oder  bis  zu  den  zwei  gleichen  mittleren,  immer  grösser 
werden,  so  dass  dieser  mittlere  oder  diese  beiden  mittleren 
Binomialcoeffieienten   die   grössten  unter  allen  sind.      Ist  nur 

m 

ein  mittlerer  S  vorhanden  und  man  setzt  r  "^  — -  —  1,   so 

ist  m  —  r  >r  —  +  1    und  r  4-  1    ^  ^  also  — — ^  >  1. 

2  2  r-^  1 

m  ''+^       '^ 

Mithin  so  lange  r  noch  nicht  a=s  —  ist,  «S  >  «©. 

T"  2 

Hat  man  zwei  mittlere  Glieder  mä)  und  "»93  und  man  setzt 

_w  — 3        .  _m  +  3       ,       ,,_iii—  I 

r  -^  so  ist  m  —  r  ^  —^ —  und  r  ■+  l  -^  — - — , 


"•       2 

also  wieder  >  1«      Ist    dagegen  r  =  — - — ,   so  ist 

m-hl  m-l-l  *  * 

m  —  r  =  — ^ —  und  r  -f-  ^  =  — 5-—  *lso  ""^    =  «©  , 

wie  schon  bekannt  war« 


4»  - 

37. 
Addirt  man  die  zwei  aufeinander  folgenden  Binomialcoeffi- 

oianteü  M^un^«^  «uamm^a,  so  «rhäh  man 

''"  1.2...«^  "^l.«..  .  (r  +  l) 

(m~r         \    fm  .  (m  —   1)  .  .  ■.  (»»  ^  I»  4-  in 
r+l  +  V    L~ 1  .i..  .r J 

m  i   1       iw(iw — 1), ..(m--r+l)__  {fn+i)m(i»— l)...(m — r+1) 

""  r+1   •  1.2  .  .  .  r       "~  ~liT2T3  .  .  .  (rTTT 

Den  letzten  Ausdruck  erhält  man  aber  wenn  man  in  I^or- 
mel  9)  m  -{- 1  statt  tn  und  r  -\'\  statt  r  setzt    Bbo  hat  oiithin 

r+l  r  r+l 

18)  m+l$5  =-  m©  -f  *n© 

Hit  Hülfe  dieser  Formel  kann  man  die  Binomialcoefiicienten 
jeder  t'otenz  m-|*l  berechnen,  wenn  man  die  ßinomialcoeffi- 
cienten   der    vorhergehenden   Potenz  m  kennt.      Zunächst  hat 

0      »  1  0  1  2  i 

man  ^^i»  ^  1,  dann  «•+!»  ä  m©  -^^  m»^  *t-fiS  ä  *h8 

+   mSS   U.   S.  W.*) 


—  ■  ^    ■>! 


*)  ^8  ergiebi  sich  hiätaiik  fttic)),   da%9  ikaä  aus   den  CoeteGienten 
irgend  einer  Potenz  die  der  nächslTorhergehenden  finden  kann.     Denn 

ans  ^+^h  =i=   "*^  +    *93  folgt 

_i_4  2  2  1 

Nun  ist  "*+^94  fc^    •"©  ^    *"SB  also 

Gesetzt  man  habe,  indem  man  diese  Betrachtung  fortsetzt,  für  irgend 
einen  bestiAmt^n  W^rtb  t  gefunden ,  "^asl» 

»33  ^  «+I33  _  "»+I53  ^  «+lg3  .  ,  .  41**+^ 
wo  das  obere  oder  untere  Zeiqhen  zu  nehmen  ist,  je  näbhdem  r  gerade 

Nun  ist  nachgewiesen,  dass  diese  Formel  für  r  s=  i^  r  t=  \i  "wtrhlieli 


4« 

38. 

• 

Man  kann  auch  den  rten  Binomialcoeffieienten  einer  Po- 
tenz finden,  welche  die  Summe'  a-^b  zweier  Zahlen  a  und  b 
ist,  wenn  man  die  Binomialcoeffidenien  vom  Oten  bis  zum  rten 
für  die  zwei  Potenzen  a  u^d  b  kennt.  Um  die  entsprechende 
Formel  zu  finden,  stellen  wir  zunächst  die  Binomialcoefficien«- 
ten  unter  einem  neuen  Gesichtspunkte  dar.  Betrachtet  man 
nemlich  die  Werthe  der  Binomialcoei£cieaten ,  welche  For- 
mel 9)  und  10)  geben,  so  sieht  man  dass  sie  aus  einem  Zäh- 
ler und  einem  Nenner  bestehen,  welche  beide  Produkte  sind, 
in  denen  jeder  Faktor  um  eine  Einheit  von  dem  vorhergehen- 
den verschieden  ist  Ein  solches  Produkt  ist  als  specieller  Fall 
eines  allgemeineren  Ausdrucks  anzusehen,  in  welchem  man 
ein  Produkt  betrachtet,  bei  dem  jeder  Faktor  um  eine  be- 
stimmte Zahl  grösser  oder  kleiner  als  der  vorhergehende  ist. 
Solche  Produkte  nennt  man  Faktoriellen  oder  Fakultä- 
ten; von  ihren  vielen  merkwürdigen  Eigenschaften  betrachten 
wir  hier  nur  einige  einfache«  Man  bezeichoe  das  Produkt 
(a  +  6)  (a  +  6  +  *)  (a-hfr+2*)  .  .  .  (o  +  6  +  (r  — 1)*) 
durch  (a  +  b^lK  Hierbei  können  a,  b,  k,  sowohl  ganze  als 
gebrochene,  positive  oder  negative,  rationale  oder  irrationale 
Zahlen  bedeuten,  währ^d  r  eine  ganze'  positive  Zahl  ist, 
welche  die  Anzahl  der  Faktoren  bezeichnet.  Ist  rs=0,  so  soll 
das  Symbol  [a  +  A)^l*  ^'^^  Einheit  bedeuten ;  ist  r  =  l ,  so 
ist  (a  "{■'  b)Uh  z=z  a  ^  b.    Man  hat  demnach 

19)    (o+A)  (a  +  6+ l)...(a  +  6  +  r— 1)    =  {a+6)r|i 


statt  hat,  folglich  ist  sie  allgemein  richtig.     Setzt  mau  in  dieser  For- 

mel  m  :=  0  and  bedtsokt  daa«     ^iß  =  1,     @  =  1  aber  ^^,  ^^  u.8.w. 
MuH  sind,  so  folgt 

0^  1^  1^ 

and  iberhaupt  ^ö  =  0  wenn  r  >.  0,    dagegen  folgt  aus  "•©  =  '"T^53 
-p.    '"SB,  4««s  ^le  ss:  ne  —    S3  «  1  sn  seUea  ist» 
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20)  [a  +  b)  (a  f  6  — l)...(a+6-.(r-l))  ;=  (a  +  by]-! 

21)  a    (o  +  l)  .  .  .  ,    (a  +  r  —  1)    =  aHi.. 

22)  a    (a  — 1)  .  ;  ,  .  (a  —  (r  —  1))    =.iir|-i 

23)  1.      2      ....  .  r  =  Irli 

Man  er^ttlt  nemlich  21)  aus  19),  nnd  22)  aus  20)  indem  man 
6  =:  0  setzt  und  23)  aus  21)  indem  man  a=l  setzt.  Nach 
Formel  9)  kann  man  also  jeden  Binomialcoefficienten  als  den 
Quotienten  ivr^er  Faktoriellen  darstellen,  nemlich 


24)  «8  = 


irll 

Man  hat  offenbar 

0  1 

(a+.6)2hi  =  (a  +  6)(a  +  6  — l)  =  a(a-l)  +  2afr  +  6(6  — 1) 

Ol  2 

=  »Saal-i  +  »33  .ail-i .  frihi-f««  .6a|-i 

Gilt  das  hierbei  sich  zeigende  Entwickelungsgesetz  bis   zu  ei- 
nem gewissen  r,  so  dass  bis  dahin 

0  1  8 

25)  (a4-  6)r|-i  ^'•«ar  1-1  +  '"©ar-il-i .fci'l-i  +»-©iir-«Hi62|-.i.... 

|wi  r 

+  »-Soihiftr-ihi  4-rg36r|-l 

so  ist  die  Formel  auch  f flr  r  4*  1  vtid  mitbin  rilgemein  für 
jeden  Werth  von  r  richtig.  Multiplicirt  man  nemlich  diesen 
Ausdruck  mit  (a  +  b  —  r)  so  eriiält  man  auf  der  linken  Seite 
des  Gleichheitszeichens  (a  +  6)r|-i  (a  +  fr— r)  =  (o  +  fr)*'+ihi. 
Auf  der  rechten  Seite  multiplicire  man  so  mit  a  +  b — r  dass 
man  zuerst  das  erste  Glied  mit  a — r,  das  zweite  mit  o — (r — 1) 
u.s.w.y  das  letzte  mit  a,  und  dann  das  erste  mit  fr,  das  zweite 
mit  fr  —  1  u. s. w. ^  das  letzte  mit  b^r  multiplicirt,  alsdann 
erhält  man 

(a   f  fr)r+l|-l  = 
0  1  r. 

»•»ar+il-i  +  1Bar|-i.w|-i+...  +  i-a9ai|-i.ftr|-i 

0  r-i  '        r 

+  ^»orhl  .frll-l  +  . . .  +  •'»all-l  frr|-l  +  rSfrr+ll-l 

0  0  r  t+1 

Bemerkt    man    nun     dass  *"®  =  H-i©,     «TB  =  r+i®    nnd 
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''33  +  »"iB  =  r+iö  (Form.  18)  so  erhält  man,  wenn  man  die 
unter  einander  stehenden  Glieder  addirt, 

0  1 

(a  +  b)r+l\-l   =  r+igSor+ll-l  +  r+lSorl-l   .  61|-1 

2  r  r-l-1 

+  r+193ar-lhl.62hl....  +  r+193alhl.6r|-l-|.r+l®.6r+l|-l 

womit  unsere  Behauptung   erwiesen  ist.     Nun  gilt  die  Formel 
25)  für  r  =  2,  mithin  allgemein.      Dividirt  man   alle   Glieder 

dieser  Formel    mit  1.2...r   (wofflr  man  nach  23)   auch   l**'^ 
setzen    kann)    und    berticksichfigt  dass    *1B  =  1,    ''i5  =  r, 

»         r  (r  —  1) 
«•©  SB  — - — —^  u.  S.W.  so  findet  man 

'  iHi  1.2.,r   "*"    1.2....(r-.l)  *      1 


1.2.. ..(r— 2)  •    1.2    ^••••^    1.2..r 
Nach  Formel  24)  heisst  dies  aber 

^,-r  r  r-Jl        1  t^2    .2  1     ,r-l      .r 

27)  *+•»   =^  «iB  -f-  **33  .  *»  +  *».  *»...  +  •©  *S+  *© 

und  dies  ist  die  im  Anfang  dieses  Paragraphen  gesuchte  Formel. 
Setzt  man  r  =  a  =  6,  so  erhftit  map 

^    r  r  ^r-l       1  f^2       2  1      t^l  r 

*''»  =  ••»  +  "^a  .  •'ö  +  ''»  .  ••«...  4-  •'©•'«  +  ••» 

r  0  r  0 

Bedenkt  man  dass  «'»»''9  =  1  und  also  auch  ''93  =  («-93)2 


r 


=  (''93)*  gesetzt  werden  darr,  und  berücksichtigt  man  die  For- 
mel 13),  so  findet  man 

28)     *'-®  =  f-iB)*  -f  CS)*  +  ('"a3)«...+  (^S)*+('-iB)2*). 


Ol'* 

*)    Setat    maa     m  »  2r    io    Formel  9),    «Q  findet    man        SB 

»  2r  (2r->-l)  ...  (r+1)^    ifoltiplidrt  man  in  diesem  Augdrock  Z£b<* 
1  •  «  •  •  •  r 

12  2r 

ler  und  Nemaer  iait  1  •  2  •  .  •  r,  lo  geht  er  in   ,,'''•'     ,,  nt>e^ 

(1  .  2  .  .  .  r)' 

oder,  wenn  man  im  Zfihler  die  geraden  Faktoren    Ton  den  angeraden 

4« 
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d.  h.  dierSumme  der  Quadrate  der  sämmtlichen  Bindmialcoef- 
ficienten  einer  (ganzen  positiven)  Potenz  ist  dem  mittleren  Bi- 
nomialcoefficienten  (§.  35)  der  doppelten  Potenz  gleich. 

Setzt  man  in  Formel  6)  «o  =  *  >  «i  =  1  >  so  geht  sie  in 

29)  {1  +  x)^  ^  2  A.oT .       .  .         . 

0,m 

Über,  \9o  nun  nach  Formel  12) 

r  .•..'. 

mithin 

30)  (1  +  a?)*»  4=  l"  «33  .  < 

0,m 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  Binomialformel  zu  entwickeln, 
braucht  man  nur  diesen  speiciellen  >Fail  zu  betrachten,  da  sich 
der  allgemeinere,-  wo  man  (%  +  <»iaj)»i  au  betrachten  hat, 
sofort  auf   diesen   zurückführen  läs^it.      Denn    dajmay  staU 

[%  +  aix)m  auch  ^«  (1  -\^  ^i,,  a?)»»  schreiben  kann  uM  nach 

Formel  30) 

**0  0,fil^        ^  «0 

so  ist  auch  (§.22) 

(«0  +  aii»)«  +  ao^2m^  (?1  xY  4=  Si^^^^^  (?i  <• 

0,m  ÖQ  0,1»  % 

40. 

r 

Bestimmt  man  den  Werth  von  «39   durch  Formel  8)  oder 
Formel  10),  so  hat  dieser  Ausdruck  nur  dann  eine  bestimmte 

,    .j  .     .     1.3.5...(2r— 1)     2.4.6. ..2r  1 .3.5..  .(2r— 1)      ^r 

1.2.3.4.f           -1.2.3...r  1.2*a-.r 

^    i.  3.5...(2r->l)  j2r        ^^^^    ^^    j^^  j^j^jgjj    Ausdruck    niM 
2.4.6... 2r 

**'^  so  hat  man  die  Formel  28)  In  der  Gestalt,  wie  M  cuerat  ki* 
dem  J)erühmten  französischen  Mathematiker  Lag.range  gefunden  wor- 
den  ist. 


SS 

Bedeiitviig^  wenn^  wie  wir  bU  j^tzt  voraiisgesetet  haben,   m 

r 
eine  ganze  positive  Zahl  ist.    Bestimmt  man  dagegen  m^B  durch 

Formel  9)  so  behölt  dieser  Ausdruck  immer  einen  bestimmten 

Sinn ,  welbhe  reelle  Zahl  man  statt  tn  nimmt.     Wir  wollen  da- 

her,  indem  wir  den  Begriff  des  Binomialcoeffictenten  erweitem, 

unter  d0m  Zeichen  Mi&,    «welches   wir    noch    immer   den  rlea 

BinomialcoefGcienten  '  der    Potenz   m    nennen,   den  Auadruck 

m  (m— 1)  .  .  .  (m  ~r*f-  I)    .      ^,  .         .      . 

— i j. —  — L ... — L —  ifertteheil,  ,wo    m    irgend    eine 

reelle  Zahl  bedeutet,  sey  sie  nun  eine  ganze  oder  gebrochene, 

positive  oder  negative,   rationale   oder   irrationale«     Dagegen 

*     •  0      . 

bleibt  r  immer  i  eine  gan^e  positive  Zahl.    Auch  ^oll  niS3  unter 

allen  Umständen    die  Einheit  bedeuten.      Zwischen   den    zwei 

•  t     '      < 

Füllen,  WQ  tn  eine  ganjse  positive  Zahl  und  wo  es  keine  solche 

r 

ist,  findet  nur  der  Unterschied  statt,  dass  im  ersteren  w®  im- 
mer Null  wird,   sobald  r  grösser  als  m  ist,  weil  dann  der  im 

r,  1 ,               m  [m  —  1)  .  .  .  (m  —  r  + 1)        ,  .     «  t 

Zähler  rdn  — = — ■;  y'  ^'W  '  -  ' ""^  vorkommende,  Fak- 
tor im  --*-  r  +  1  oder  ein  vorhergehender  Null  ist,  während 
im  zweiten  Falle  ^   welche  ganze  Zahl  man  für  r  setzen  mag, 

kein  Faktor  des  Zählers  Null  ^rd,  also  auch  m^  niemals 
Null  wird.  |  . 

Es  ist  etnleuchtend,  dass  die  Formeln  16)  und  18)  auch 
bei  dieselF  angemeineren  Bedeutung  .des  pSinomialcoefficienten 
unverändert  ihre  Geltung  behalten,, da  sie  unmittelbar  aus  For- 
mel 9)  abgeleitet  sind.  Es  wurde  ferner  bemerkt,  dass  die 
Formel  20)  für  jeden  reellen  Werth  von  a  und  6  gilt;  die  De- 

r    i 

finitidn  von  Mie,  welcM  wir  in  Formel  34)  gegekea  haben, 
gilt  9\so  ebenfalb  wenn  .m  irgend  eine  reelle  Zahl  ist  Aus 
dieser  Formel  und  der  Formel  18)  wurde  aber  die  Formel  27) 
abgeleitet,  folglich  behält  auch  dieise  ihre  Gültigkeit,  wenn 
a  -}-  b  irgtod  eine  reelle  Zahl  ist.  Dagc^gen  verliert  die  For« 
mel  13)  und  Alles  was  aus  ihr  abgeleitet  wird,  also  nament- 


lieh  die  Formel  28),  ihren  Stim^  AObald  m  keine  gaose  posi«* 
tive  Zahl  isi,  waä  sie  auf  Formel  10]  beruht. 

41. 

Indem  wir  früher  (§.  39)  den  binomischen  Lehrsatz  [für 
ganze  positive  Potenzen)  auf  seine  einfachste  Form  zurückführ- 
ten, erhielten  wir  die  Formel  30).  Wir  hatten  aber  etatt  d«r* 
selben  auch  schreiben  können 

31)  (1  +  as)m  4^  :Smka^ 

d.  h.  wir  hätten  uns  die  Glieder  der  Summenformel  als  unbe- 
grenzt fortlaufend  denken  können,  da,  wie  eben  bemerkt  wurde, 

r 

sobald  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  alle  auf  m^  folgenden 
BinomialcoefBcienten  Null  sind.  Setzen  wir  aber  für  m  eine 
Zahl,  die  keine  ganze  positive  ist,  so  werden  die  Glieder 
der  Summenformel  nicht  blos  scheinbar,  sondern  wirklich,  ins 
Unendliche  fortgehen..  Es  entsteht  nun  die  Frage  ob  au:ch 
unter  dieser  Voraussetzung  die  formel  31)  noch  euien  Sinn 
behält? 

Man  nehme  zuerst  an,  es  sey  m  ein  positiver  Bruch  und 

setze  m  s:  ^ ,   wo  p  und   q  ganz  posüire  Zahlen   bedeuten. 

Man  hätte  also 

32)  (1  +  x)^    +   ^  ^^af 

oder     (1  +  »)^   +1+  ^ö»  +  ^»•«  +  ...*»»^  +  ... 
Wie  nun  in  der  Arithmetik  die  Gleichung 

nichts  anderes  sagt  als  dass  die  Gleichnng  l?  »r  alt  statt  büt, 
ebenso  müssen  wir  hier  den  Ansdruok  32)  so  verstehen,  dass 
er  nichts  Anderes  sagen  soll,  als  dass  da*  Ausdruck 

-1  -2  -r 

33)  (1  -f  ^©a?  +  ^®a:»'  +  ...«»a?'  +  ..0*  +(»-ha?)'' 
statt  hat.       Die    Frage    ist    also    darauf  zurückgeführt,    ob 
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wirklick  die  Entwickelung    der    jrten  Potenz   des    Polynoms 

I  +  ^S»  +  •  •  •  Auf  dasselbe  entsprechende  Produkt  führt, 
wie  die  Entwickelung  der  pten  Potenz  des  Binoms  l-^x.  Da 
wir  für  beide  Entwickelungen  das  Gesetz  kennen,  indem  ja  p 
und  q  ganze  Zahlen  sind,  so  wird  die  Antwort  keine  Schwie- 
rigkeit haben.    Man  setze 

(1  +   ^^m  +  *a3a?«...  +  ^»•^...)*  +  S  A^m^ 
so  ist,  mit  Formel  2]  vergliehen, 

'S5  =!fli,  ^35  =  «2  n.s.  w.  und  q  =i  m  ferner  OqssAqZizI 
mithin  nach  Formel  4) 


(<^-l).>8j>+2g.'8^  ^^'^^/'^^?^"^^^P(P-1)  ^    « 


Ist  aber  bis  zn  einem  bestimmten  r  die  Gleichung 

r-l 

richtig,  so  muss  sie  auch  für  r  +  1  gelten.    Denn  da 

—1  ~a  ^r 

__(g4l-r)^Si<r-i+P(g+1)->']^S3i<,w2...  +  [r(g+l)-r]yg 

P  P^  iü. 


so  ist 


f,==[?±}]  [^^f»\  .  .  +  r  ^sj 


—  1   r-l  — 2    r-«  — r  1 


M 


oder  da  «»  =  ^,  a  »Sö=  ^  (^  — 1)  =  ^  .  »"^»  und 


9  9     9  9 

P 


1 


allfemein  r  '©  -»  —  »    S  ist,  so  hat  man  auch 


t  ■  « 

Ar  =  ^^-^  .  ^  ['«  +    »    SB  'ö  ...   4-  «     SB  J 

-  [ ««  '28  4-  ««  *te  .  .  .  +  «©1 

Nnn  ist  nach  Forinel  27],  wenn  man  dort  r  —  1 '  statt  r  und 

az=p   b  =  -^  —  l  setzt, 

9 

P+^-lr-l         r-1      -t-li      r-i  ^-lr-4 

«    S  =  'iB  +  »     35  '4>  ...+  «•    SB 

und  wenn  man  in  derselben  Formel  a  =  p,  b  =  —  setzt 

9  ' 

»SB  =  'SB  +  f©  ««  +  'SB   .  .«S  .  .  .  +    »SB 
ithinil,=  2-i-   .  -?1.  »     SB  _  I  »gj  _  Piß 


m 
nun  ist 


?      SB  =  i.  »      »  =  »S 


?  +  i    P'+7-^-^    ''H  '+T-*-^   '+Tr: 


?  r 

r 


also     il^  =  'SB 

Da  aber  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  für  r  =  I ,'  r  8=  2 
schon  nachgewiesen  worden  ist,  so  gilt  sie  mithin  allgemein 
und  man  hat  demnach 


P  P  9 

—  1  — »  " 


[1   4-   »35»  +   «35«»  .  .  .]     ^  £  'SBaf 
nun  ist  auch  (1  4.  «f  4=  S^^af 
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^1 


mithin     (1  +  a?)^  +  (1  +  ^33 .  <p  +  .  .  .  )^ 
oder^  was  dasselbe  bedeutet. 


(1  +  a?)^    ^2  ^haf 

Es  ist  damit  bewiesen,  dass  die  Binomialformel  31)   auch  für 
positive  gebrochene  rationale  Werthe  von  m  g3i. 

Man  setze  nun  m  =  —  — ,  wo  p  und  q  wieder  ganze 

positive  Zahlen  bedeuten,  und  frage,  ob  die  Formel 

-IL        •    -J?.^    . 

34)  (1   +  0?)  ^    ^2    ^»a^ 

■  : 

noch  eine  Bedeutung  hat. 

Jln  der  Arithmetik  bedeutet  die  Gleichung  r 

a^  =6 

dass  die  Gleichung  aP.  b9  z=:  l  statt  hat.     Ebenso  verstehen 
wir  unter  dem  Ausdruck  34)  nur  das  Statthaben  desAusdruckes 

(1  +  0?)^  [2     ^iaf]  4=  1 

und  es  fragt  sich  daher  nur,  ob  dieser  letztere  Ausdruck  rich- 
tig ist,  oder  was  dasselbe  sagt,  ob  der  Ausdruck 

[2  ^^af]  [2     «»a?T  +  1 

richtig  ist  ^orm.  33) ,  d.  h. ,  da  man  bei  der  Multiplikation  die 

Ordnung  der  Faktoren  beliebig  vertauschen  kann,  ob 

«  ■ .  • 

IL  JL       ^ 

35)        [2  ^S»^  .2    ^ffla?»-]  +  1 

Schreibt  man  jetzt  stfltt  der  Summenformeln   die   entwickelten 

—  1  — r  "-^1 

fleihen  1  -f    *35a?  +  .  .  .  +  ^Saf+...und  1+    ^ffla?,... 
+     *S3a?'  +  ...  und  setzt 


S8 
(1^.   ^Sa?+...4-  ^©0;^  +  ...)  (1+    ^««..,+   «S«^+...) 

2  2  2 

4=  OF  +  ^Faj»  .  .  .  +  r^r^f  ^  .  .  . 
so    sind    die    Variationen     aus    den    zwei    Elementenreihen 

1,  *»...*».  .     .  und  1,     ^ffl,  .  .  .     «»  .  .  .  zu  bil^ 
den  (S.  22).    Man  findet  daher 

2  -^r  -^1    --^t        ~2    -^2  — r 

'F=.    ^»+  ^85    ^s  +  *a  ^,  .  •  +    ^s 

Der  Ausdruck   rechts   vom   Gleichheitszeichen  ist   aber  nach 

Fonnel  27) ,   wenn  man  in   derselben   a  =  —  — ,  6  es  -^ 

9  9 

r 

setzt  ^  soviel  wie  ^äd,  also  Null  wenn  r  >  0  und  rr  1  wenn 

2  2 

r  =  0  (§.  37  Anmerk.)  mithin  ^Y  =  1    und  »"F  as  0  sobald 
r  >•  O.und  demnach 

— r  --^ 

36)        2   ^ffl«^  .  ^     ^»0?^  f  1 

mithin  auch 


Der  Ausdruck  35)  ist  also  richtig,  folglich  auch  der  Ausdruck 

34).    Da  wir  nim  auch  q:=z\  setzen  können ,  wodurch  —  — 

9 
in  die  ganze  negative  Zahl  — p  übergeht,    so   können  wir 

mithin  behaupten,  dass  die  Binomialformel  31)  auch  für  nega- 
tive, ganze   oder    gebrochene,   rationale    Werthe    von  m 

r 

gilt.    Wir  sagen  daher :  die  Reihe  ^  "*93a;^  entspricht  für  je- 
den rationalen  Werth  von  m  dem  Ausdruck  (1  -f  x)^. 
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Sechstes  Kapitel. 

Die  C^iTergeu  ier  RoImi« 


42. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  erMutert  worden  ist,  wels- 
chen jSinn  wir  <dea  Fnndamentaloperatioaea  der  Arithmetik  bei- 
legen ^  wenn  wir  dieselben  auf  Reihen  anwenden«  soll  nun  die 
fcn  ersten  Kapitel  angeregte  Frage  (f.  5)  erörtert  werden,  nem« 
lieh  unter  welchen  Bedingungen  diese  an  den  Reihen  aasge* 
f  übrten  Operationen  mit  den  gleichnamigen  der  Arithmetik  über- 
einstimmen. Hierzu  ist  es  vor  Allem  nöthig  die  Frage  zu  be- 
antworten, unter  welchea  Bedingungen  die  Reihen,  mit  wel- 
chen wir  rechnen,  einen  bestimmten  Zahlenwerth  haben.  Diese 
Frage  wallen  wir  aber  nicbl^  blos  auf  Reihen  beschränken, 
welche  d^e  bis  jetzt  betrachtete  Form  haben ,  d.  h.  auf  Reihen 
welche  nach  den  steigenden  Potenzen  einer  Grösse  x  geord- 
net sind  (§.  3),  vielmehr  soll  in  diesem  Kapitel  das  Wort 
Reihe  iii  allgemeinerem  Sinne  genommen  werden.  Wir  den- 
ken uns  nemlich  eine  Anzahl  auf  einander  folgender,  nach  ir- 
gend einem  Gesetze  gebildeter,  reeller,  positiver  oder  nega- 
tiver, Zahlengrössen,  «i,  .  .  •  «».welche  einzeln  einen  endli- 
chen Werth  haben,  so  lange  fi  einen  endlichen  Werth  hat, 
und  nehmen  an  dass  dieselben ,  nach  der  Ordnung  ihrer  Auf- 
einanderfolge, zusammen  gezahlt  werden.  Hierdurx^h  entsteht 
ein  Ausdruck 

1)  iii  +%  +  ...+  w» 

welchen  wir  eine  Reihe  nennen,  jede  einzelne  der  addirten 

Grössen  heisst  ein  Glied  der  Reihe. 

43. 

Bei  der  Reihe  1)  sind  nun  zunächst  zwei  Fälle  au  unter- 
scheiden, indem  entweder  fi  endlich  oder  unendlich  ist 
Im  ersten  Falle  besteht  die  Reihe  aus  einer  endliche  Glieder- 
xahl,  sie  ist  daher,  wie  man  sagt,  eine  endliche,  die  Summe 
dieser  Glieder,  oder  der  Werth  der  Reihe  ist  also  eine  be- 
stimmte Zahl,  es  bedarf  demnach  keiner  weiteren  Untersu- 
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I 

chung,  ob  die  Reihe  einen  bestimmten  Zahlenwerth  hat,  eine 
endliche  Reibe  bat  immer  einen  Werth, 

Im  zweiten  Falle  dagegen  bat  die  Reibe  eine  unendlicbe 
Gliederzabi y  sie  ist,  wie  man  sagt,  eine  unendliche,  und 
nun  entsteht  die  Frage,  ob  und  wann  sie  einen  bestimmten 
Wartb  bat. 

Unter  der  Vortossetzungi  i^elcbe  voA  nwu  an  immer  atilK 
schweigend  gemacht  wird,  dass  die  Reibe  1)  eine  unendliche 
ist,  sind  drei  Ftflle  zu  unterscheiden.  Entweder  niherl  skh 
die  Summe  der  r  ersten  Glieder 

«1    +  «2  +  .  .  .  +  «r 

einem  bestimmten  Werthe  immer  mebr,  je  grösser  r  ist,  und 
unbegrenzt,  so  dass  bei  unbeschränktem  Wachsen  des  r  der 
Unterschied  zwischen  diesem  Werthe  und  jener  Summe  unter 
jede  angebbare  Grosso  sinkt,  dann  convergirt  die  Reihe, 
und  dieser  Werth  heisst  alsdann  die  Stimme  oder  der*W6rth 
der  Reihe.  Oder  zweitens:  die  Summe  der  r  ersten  Glie- 
der nähert  sich  mit  wachsendem  r,  je  nach  Verschiedenheit 
dfieser  Zahl ,  verschiedehen  bestimmten  Wertben  unbegrenzt, 
dann  oscillirt  die  Reihe  und' die  verschiedenen  WeHbe,  Wel- 
chen sich  die  Summe  der  ersten  Glieder  nähert,  können  die 
verschiedenen  Summen  oder  Werthe  der  Reihe 
heissen.  Oder  drittens:  die  Summe  der  r  ersten  Glieder 
wächst,  mit  zunehmendem  r,  über  jeden  angebbaren  Werth 
hinaus,  dann  divergirt  die  Reihe,  und  hat  keinen  Werth  oder 
keine  Summe. 

Als  Beispiele  dieser  drei  Arten  von  Reihen  können  die 
Reihen 

2)  J   H     2    ~^  ^  "^  2^  "'" 

8)    (I  +1)+{  -■  -l)+(y2+ll+(i-i)+ ^2-1+1- 1  +... 

4)  1  +  24-3-1-4  +  .... 

dienen.  Die  erste  convergirt,  und  ihr  Wertii  ist  2..  Man 
bat  nemlich 

1  «  8  -  l 


2 

2 

l  =  - 

1 

^-- 

1 

8 

61 
also  1  +  -^  =  2 s- 

,  •  +  !> 

Man  sieht  wie  man  diese  Gleichungen  fortsetzen  kann^  uidem 
man  immer  auf  beiden  Seiten  ein  folgendes  Glied  der  Reihe 
addirty  und  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  allgemein 

14-1+        i  -2-1 
•     2    +  •  •   2'  2' 

Lfisst  man  nun  r  uibeschrfinkt  wachsen,  lo  sinkt  -^i-  unter  jede 
ahgebbare  Grösse,  d.  h.  der  Unterschied  zwischen  der  Summe 

1  +  -H — h^  +  --*  +  ^  uw^   der  Zahl   2   sinkt  unter 

jede  angebbare  Grösse,  folglich  ist  2  die  Summe  der  Reihe  2]. 
Die  Reihe  3)  oscillirt,  und  zwar  nähert  man  sich  unbegrenzt 
dem  Werthe  3  oder  dem  Werthe  2,  je  nachdem  man  eine  un- 
gerade oder  eine  gerade  Anzahl  der  ersten  Glieder  addirt. 
Diese  Reihe  ist  nemlich  aus  der  Bleibe  2)  entstanden,  indem 
man  zu  ^efb  ersten,  drÜten,  allgemein  zu  jedem  ungeraden 
Gliede  den  Werib  1  und  zu  dem  zweiten,  vierten,  allgemein 
zu  jede^  geraden  Gliede  den  Werth  —  1  addirt  bat.  ^ Addirt' 
man  also  eine  gerade  Anzahl  Glieder,  so  heben  sich  -|*  1  und 
' —  1  paarweise  auf,  und  ipan  erhält  dasselbe,  als  wenn  man 
dieselbe  Anzahl  Glieder  der  ReihjB  2)  addirt;  man  nähert  sich 
also  unbegrenzt  d^i^  Werth  2.  Addirt  man  dagegen  eine  un- 
gerade Anzahl  Glieder,  so  erhält  man  eine  Einheit  mehr  und 

■ 

nähert  sich  jmithin  unbegrenzt  dem  Werthe  3.  Aus  dem  Um- 
stände ,  dass  die  Summe  der  r  ersten  Qlieder  einer  Reihe,  bei 
unbegrenzt  wachsendem  r,  nicht  ^ber  einen  angebbaren  Werlh 
hinaus  wächst,  kann  man  also  nur  schliessen,  dass  die  Reihe 
nicht  divergirt,  nicht  aber  dass  sie  convergirt,  sie 
kann  auch  oscilliren. 

Die  Reihe  4)   divergirt  i   denn   ihre    Glieder  sind  die  auf 
einander  folgenden  ganzen  Zahlen,  die  Glieder  wachsen  also 


'  « 
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über  jede  angebbare  Zahl  hinauf  und  um  so  mehr  die  Summe 
der  ersten  Glieder. 

Eine  endliche  Reihe  kann  immer  als  eine  unendliche 
convergirende  angesehen  werden. 

Den  Werth  einer  convergirenden  Reihe  nennt  man  auch 
ihre  Grenze  und  braucht  dafür  das  Zeichen  /tm  (Abkürzung 
des  lateinischen   Wortes   limes].       Man   sagt   z.  B.   2  =  Im 

(1  +    1    +  i^  -I-  .  .  .  4-  _).    Ist  mithin  die  Reibe  1}  cön- 

iß  4f  it 

Tergent  und  ihr  Werth  W,  so  ist 

W  =  Hm  (ui  -^  u^  +  .  .  .  +  u;) 
und  zugleich 

lim  (tir+l  +  lir+8  +  ...)«:  0 
Im  Folgenden  soll  dieses  Zeichen  lim  in  noch  ausgedehn- 
terem Sinne  gebraucht  werden,  indem  wir  unter  der  Gleichung 

lim  Af.  =  k 
verstehen  werden,  dass  der  Ausdruck  i4^,  in  welchem  r  irgend- 
wie vorkommt,  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  runbegrenzt 
dem  Werthe  k  nähert*). 

I     ^ 

44. 

Eine  Reihe  mit  ausschliesslich  positiven  Gliedern  kaipn 
convergiren  oder  divergiren,  aber  nicht  oscilliren.  Denn 
jemehr  ihrer  ersten  Glieder  man  zusammenzählt,  einen  desto 
grösseren  Werth  erhält  man.  Dieser  Werth  kann  sich  nun 
entweder  einer  bestimmten  Grenze  immer  mehr  nähern,  dann 
convergirt  die  Reihe,  oder  unbegrenzt  wachsen,  dann  di- 
vergirt  die  Reihe.  Er  kann  aber  nicht  abwechselnd  ab  und 
zunehmen,  wie  es  bei  einer  oscillirenden  Reihe  der  Fall  ist. 
Eine  oscillirende  Reihe  muss  also  immer  positive  und  negative 
Glieder  enthalten,  und  zwar  müssen  die  positiven  Glieder  für 
sich  genommen,  und  ebenso  die  negativen  Glieder  für  sich  ge- 
nommen,  eine  divergirende  Reihe  bilden.    Denn  sey  die  Rei- 


*)  MituDter  wird  im  FoIgeDdeii  nnter  Um  A^  auch  der  Werth  Ter- 
ftanden  werden,  welchem  sich  A^,  unbegrenit  nähert;  wenD  r  slcb-un«- 
begrenzt  der  Na  11  nähert,  e«  wird  da»  aber  jedemal  antdräcklich 
bemerkt  werden. 
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he  1)  eine  oscillirende  und  sey  der  Werth  der  untßr  den  er-* 
sten  r  Gliedern  enthaltenen  positiven  Glieder  P,  der  Werth  der 
darunter  enthaltenen  negativen  Glieder  (ohne  Rttcksicht  auf 
das  Zeichen]  Qy  also 

«1    +  «2   +    .   .   .   +  l«r   =  ^  —   0 

Würden  nun,  mit  wachsendem  r,  sowohl  P  als  Q  sich  einer 
bestimmten  Grenze  unbegrenzt  ntthern,  so  wäre  dies  auch'bei 
ihrer  Differenz  der  Fall;  sey  also  die  Grenze,  welcher  sich 
P  —  Q  nähert,  ^,  so  ist 

jp  =  /im  («1  +  fl2  +  .  .  +  «r) 
mitbin  wäre  die  Reihe  1)  convergent.     Würde  dagegen  einer 

der  Werthe  P  und  Q  sich  einer  bestimmten  Grenze  nähern, 
der  andere  über  jede  angebbare  Zahl  hinaus  wachsen,  so 
müsste  auch  ihre  Differenz  P  —  Q  (ohne  Rücksicht  auf  das 
Zeichen)  über  jeden  ang<d>baren  Werth  hinaus  wachten,  also 
auch  die  Summe  u^  -^^  U2  +  •  .  .  -^  tf^,  d.  h.  die  Reihe  1) 
wäre  eine  divergirende.  Wachsen  dagegen  P  und  Q  beide 
über  jeden  angebbaren  Werth  hinaus,  so  kann  ihre  Differenz, 
je  nach  Beschaffenheit  der  Zahl  r,  sich  verschiedenen  bestimm*« 
ten  Werlhen  unbegrenzt  nähern. 

Hieran  schliesst  sich  die  Bemerkung,  dass  man  bei  Un- 
tersuchung der  Beschaffenheit  einer  Reihe  immer  voraussetzt, 
dass  die  Glieder  derselben  in  einer  festgesetzten  Ordnung  auf 
einander  folgen.  Eiqe  Veränderung  dieser  Ordnung  könnte 
auch  die  Beschaffenheit  der  Reihe  ändern  *).  Ebenso  darf 
man  niehft  Glieder  mit  verschiedenen  Zeichen,  auch  wenn  sie 
unmiUeibar  aufeinander  folgen,  vereinigen,  wenn  man  sich 
nicht  vorher  überzeugt  hat,  dass  hierdurch  die  Beschaffenheit 
der  Reibe  niöht  geändert  wird.    So  z.  B.  wurde  bewiesen  ($.  43) 

1  5    •     7 

dass  die  Reihe  2 ^  +  -r~ir"^"'-  <>s<5illirt;  würde 

man  jedes  positive  Glied  mit  dem  darauf  folgenden   negativen 

3         3  3 

vereinigen ,  so  erliielt  man  die  Reihe  -^  +  -^  +  00  "^  •  •  • 

3.1  1 

=  -^  (1  +  ^  +  ^  .  .  .  .)•     Dieser  Ausdruck  ist  jeden- 


*)  Vergleiehe  Note  11. 


«4 

falls  kleiner  als  A  (1  -f-  1  +    *    +  J^  +   ^^  .  .  .)•      Da 

Bttn    lelxtera    Reihe    coiivergirty    so  nus8    aueh   die    Reike 

3  3 

—  4 h  •  •  •  cenvergiren. 

Weiss  man  dagegen  schon,*  dass  eine  Reihe  cMivergirt, 
80  ist  es  Uar,  dass  man  so  viel  auf  einanderfolgende  Glieder, 
als  man  will,  zosammenEiefaen  kann,  ohne  dass  hierdurch  die 
Beschaffenheit  der  Reihe  geändert  wird,  da  der  Wertb',  wel-* 
ehern  man  «sich  unbegrenzt  ntthert ,  derselbe  Meibt ,  ob  man 
die  Glieder  einzeln  zusammenzählt,  oder  erst  einige  der  auf- 
einanderMgenden  Glieder  zusammenzieht. 

45. 

Eine  unerlässUehe  Bedingung,  ohne  deren  Erfüllung  keine 
Reihe  cenvergiren  kann,  ist  die,  dass  ihre  Glieder  unbesehrftnkt 
abnehmen,  so  dass  sie  zuletzt  unter  jeden  angebbaren  Werth 
sinken.  Ist  die  Reiba  1)  eine  convergirende  und  ihre  Summe 
S,  so  hat  man 

5   Z=   /tfll   (tli    -f~   %   *   •  •   ~f*   V|^ 

S  «=  fiw  («X   +  1*2  •   •  •  +  ««r  +  «»r+l) 

welche  Gleichungen  nicht  neben  einander  bestehen  könnten, 
wenn  iff4-i  einen  angebbaren  Werth  hatte.  Man  (iarf  aber 
nicht  umgekehrt  behaupten,  dass  eine  Reihe,  deren  Glieder 
unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken,  auch  nothwendig  con- 
vergirt.  Im  Gegentheil  ist*  es  ieieht  Reihen  dieser  Art  nach- 
zuweisen, welche,  divergiren.    Eine  sotche  ist  die  Reihe 

5)         1   4,  _  +  _+,., 

1 
deren   allgemeines  Glied  .(§.  19)   durch  7—  dargestellt  werden 

T 

kann.  Mit  wachsendem  r  sinken  die  Glieder  dieser  Reihe  of- 
fenbar unter  jede  angebbare  Grösse,  dennoch  ist  isie  eine  di- 
vergirende.  Nimmt  man  nemlich  aus  dieser  Reihe,  die  aus 
k  Gliedern  bestehende  Gruppe 

6)      r-k  +  r4^  +  :  •  .+      *  ' 


*+ 1    •    *  +  2    '    ■     •    r  4^4 


6S 

heraus^  so  ist  offenbar  jedes  dem  letzten  Gliede  vorausgehende 
grösser  als  dieses ;  die  Summe  dieser  k  Glieder  ist  also  grösser 

als  *  .  '         ■    d.  .h.  grössier  als  — .    Nun  hat  man 

Setzt  man  in  6)  für  k  den  Werth  2,  so  hat  man 

3  ^   4    ^   2 
setzt  man  ik  =  4,  so  bat  man 

setzt  man  i  =:  8,  so  hat  man 

r        J^  I  I 

9    "'■lO"*'"*"'"T6'^2 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  ganze. Reihe  in  Gruppen  thei- 

ien,  deren  jede  grösser  als  -^  ist.    Da  man  nm^  insofern  die 

Reihe  eine  unendliche  ist,  auch  unendlich  viele  solcher  Grup- 
pen erhält y  so  geben  sie,  zusanunengenommen^  etwas  Grösse- 

1 

res  als  das  Unendlichfache  des  Werthes  -^  ^  d.  h.  etwas  über 

jede  angebbare  Zahl  hinauswachsenfleSy  mitbin,  ist  die  Reihe 
eine  divergirende. 

46. 

Man  bemerke  nun,  dass  die  Beschaffenheit  der  Reihe  1) 
nicht  von  der  Beschaffenheit  ihrer  ersten  Glieder  his  zu  einem 
bestimmten  uk  abhängt.  Denn  da,  welches  auch  die  Be- 
schaffenheit dieser  ersten  Glieder  sey,  ihre  Summe  immer  ei- 
nen bestimmten  Werth  hat,  so  wird,  wenn  man  diese  Glieder 
wegnimmt,  die  übrig  bleibende  Reihe  uk-^i  +  tiA-^s  +  •••• 
convergiren,  oscilliren  oder  drvergiren,  je  nachdem  die  ur- 
sprüngliche Reihe  convergirt^  oscillirt  oder  divjergjrt..  Haben 
wir  daher  z.  B.  bewiesen,  dass  die  Reihe  5)  divergirt,  so  folgt 
daraus,  wenn  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  dass 
auch  die  Reibe 

5 
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diyergirt.    Hieraus  ergiebt  sieb  weiter  dass,  Wenn  k  eine  po- 
sitive gebrocbene  oder  irrationale  ZabI  bedeutet,  aucb  die  Reihe 

*  »  ■ 

divergirt.     Die  Zahl  k  wird  nemlich  zwischen    den  zwei  gan- 

-    1  1 

zen  Zahlen   p  —  1   und  p  liegen,  man   hat   also  —  "^  — , 

k  p 

11 
-    ,   ,   >  — ~-r  U.S.W.     Da    nan  die  Reihe  7)  divergirt, -so 
k  +  l        p  +  1 

muss  am  so  mehr  auch  die  Reihe  8)    divergiren.      "Setzt  man 

#  - 
a 
k  =  — ,  wo  a  und   fr  wieder  positive  Zahlen  bedeuten,  so 

geht  8)  in 

fr  fr  fr 


über,  ulso  ist  auch  die  Reihe 

1  +  _1_  +  _L_  + 

o    ^a  +  b^a-\-'2b^'" 

eine  divergirende.     Auch  folgt  weiter,   dass  wenn  k  die  frü- 
here Bedeutung  behält,  auch  die  Reihe 

1  1  1 

'      1  -  *  +  2  —  *  +  3"^:rÄ  +  •  •  • 

divergiren  muss.    Denn  da  *<p  ist,  so  setze  manp  — A  =  *. 
Alsdann  geht  die  Reihe 


p  ^  l  —  k     '    p  +  2  —  k 
in  .    , 

über,  welche  Reihe  die  Form  der  Reihe  8)  hat  und  daher  di- 
vergirt, mithin  muss  auch  die  Reihe  9)  divergiren.    Setzt  man 

a 
wieder  *  =        so  folgt  aus  9)  dass  auch  die  Keihe 
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b  ^  a  ^   2b  —  a^  '  '  '  ' 
divergirt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  aneh  noiAi  der  Beweis 
eines  Satzes ,  welchen  wir  spftter  benutzen  werden.  Bedeuten 
n  und  k  bestimmte  positive  (rationale  oder  irrationale)  Zahlen, 
S0  wird  das  Produkt 

wenn  s  unbegrenzt  wttchst,  über  jede  angebbare  Grenze  hin- 
auswachsen.    Man  hat  nemlich 


*'  '     '   *  4-1'  "       "    *    '    *  +1 

also  auch  ' 

d.  h. 

Ebenso  findet  mafi  >    • 

a  a  a 


*-|-i   '  Ä  +  2  "^Ä  +  at 

und  allgemein 


,  •  I 


also,  um  so  mehr,  >  «  |--  +'  ;— ; — -  •  •  •  +  i — r~"  I 

.  1  l  1 

Wächst  nun  s  unbegrenzt,   so   geht  —    +   r-— ::  ...+ 


4+1  '  *  +  » 
in  die  divergirende  Reihe  8)  über ,  und  mithin  wäöhst  weh 
;danü  dds  Produkt  A)  aber  jede  angebbare  Grenze  hinaus. 

47.  ,     .    ,     . 

Es  sollen  nun  ftusi  dem  Bfldu»gsgesetz'  der  Glieder  einer 
>Reibe   Kennzeichen  «bgeleitllt    werden,    welche   uns  in   itSn 

5* 
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Stand  setzen,  zo  entscheiden,  ob  eine  Reihe  mit  unbegrenzt 
abnehmenden  Gliedern  convergirt  oder  nkhi.  Es  wurde  schon 
bemerkt ,  dass  die  Beschaffenheit  der  Reihe  nicht  ron  der  Be* 
schaffenbeit  ihrer  ersten  Glieder  bis  zu  cünein  bestiaimten 
abhängt.  Wenn  daher  im  Folgenden  gezagt  wird,  dass  die 
Glieder  der  Reihen  gewisse  Bedingungen  zo  er{i|Uen  haben,  am 
über  die  Beschaffenheit  der  Reihen  zo  entsdieiden,  so  setzen 
wir,  der  Einfachheit  wegen,  immer  voraos,  dass  dies  schon  vom 
ersten  Gliede  an  geschieht,  obgleich  die  Beschaffenheit  der 
Reibe  dieselbe  bleiben  mösste,  wenn  auch  eine  bestimmte  An- 
zahl der  ersten  Glieder  diesen  Bedingongen    mcht  entspräche. 

Es  sollen  zuerst  die  Reihen  bebandelt  werden  bei  wel- 
chen sämmtliche  Glieder  positiv  sind;  solche  Reihen 
können  nur  convergiren  oder  divergiren  ($.  44).  Die  Regela, 
vermittelst  deren  man  entscheiden  kann,  welcher  dieser  bei- 
den Fälle  statt  hat,  berohen  aof  folgendem  S$tze. 

Wenn  die  zwei  Reihen  mit  nor  positiven  Gliedern 

1)  «1  +  «2  +  •  •  •  • 

10}  ©1  4"  ^»  "I"  •  •  •  • 

so  beschaffen  sind,  dass  allgemein  er  <  t^j  wd  die  erste 
Reihe  convergirt,  so  convergirt  auch  die  zweite.  Ist  dagegen 
allgemein  e^  >  «,.  and  die  erste.  Reihe  divergirt,  so  divergirt 
auch  die  zweite. 

Im  ersten  Falle  nemlich  nähert  sich  die  Smnme  «i  4- 1'2*-* 
-f-  (<r  einem  bestimmten  Werthe  5,  wenn  r  unbegrenzt  wächst, 
die  Summe  «i  +  e^  .  .  .  +  er  ist  also  immer  zwischen  Null 
und  diesem  T^erthe  5  efngefichlossenj  Ae  kann  mithin 'bei  wach- 
sendem r  nicht  divergiren,  sondern  muss  sich  ebenfalls  einem 
bestimmten  Werthe  unbegrenzt  nähent  . 

ttn  zweiten  Falle  dagegen  wäcMst  tii  +  «2  .  .  .  +  ti,.  mit 
wachsendem   r  über  jeden   angebbaren  Werth  hinaus,  daher 
muss  um  so  mehr,  mit  wachsendem  r,  auch  e>  -f  ü2  . .  +  e,. 
•über  jeden  angiebbaren  Werth  hinaus  wachsen. 

Nun  giebt  es  eine  Reihe,  bei  welcher  sieh  sehr  leicht 
beurtheilen  lässt,  unter  welchen  Umständen  sie  convergirt  oder 
divergirt,  es  ist  dies  die  Reihe' 

11)        «  +  «*  +  «5  +  .  .  .  +  ^'.+.  .  ,  . 
ßie  wird  nemliph  convergiren   oder  divergiren,  je  pAphdem.jtr 
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lileiner  oder  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Ist  o;  ^  1,  so 
nehmen  die  Glieder  der  Reibe  nicht  unbegrenzt  ab,  sie  muss 
also  divergiren  (§.  45).  Ist  «<1  1,  so  nimmt  mi^  mit  wachseRi- 
dem  r  unbegrenzt  ab^  die  Reihe  kann  also  convergiren,    N«nist 


=  *  + 


1  —  «  •     1 


X 


m^  X  *"' 


also  ^j =  X  ,  T* ^  =  -a?*  4" 


1  —  X  '  \  —  X  I  *-  « 

a?5  «*  .  .        «♦ 


=  X  .  1 =  a?'  + 


1   —  X                1  —  X  1  —  a? 

allgemein =  «^  +  i ^^ 

also  I =  ic-|-^*+**--»+^'^  + 


1  —  X  1  —  aj 

«  ajr+l 


und  «  +•  oj'  +  a?*  +  •  •  •  •  +  ^^  =  i  i 

I  ^  X         1  —  a? 

die  Summe  o?  +  a;^  .  .  +  fl^  hat  also,  wie  gross  auch  r  sey, 

X  SCT-^l 

immer  den  Werth  i *   —  ^ .    Nun  sinkt  aber,  wenn 

1  —  a?        1  —  a? 

ajr  f '  1 

r  unbegrenzt  wächst,  a?»'+i  und  mitbin  auch  -z — - — .  unter  je- 

1   —  X 

den  angebbaren  Werth,  sobald  «  <  1.    Man  hat  daher 

lim  (a?  +  a?*  +•  0?«  +  . .  .)  =  |  _  ^ 

dies  ist  mithin^  wenn  d?  <  1,  der  Werth  der  Reihe  11),  welche 
also  in  diesem  Falle  conrergirl. 

Nimmt  man  dah^  die  Reihe  II)  filr  die  Reihe  I),  indem 
man  u^  =i  af  setzt,  so  folgt  aus  dem  obigen  Satze: 

Wenn  die  Reihe 

10)         «1   +  ©9  +  .  .  .  . 
so  beschaffen  ist,   dass  allgemeia  t)^  <  a^,  wSlireiid  zugleich 
a;  <  1 ,  so  cpayergjirt  dieR^ih^,  ist  dagegen  «^  >  a^  und  zu^ 
gleich  a?  >  1 ,  so  divergirt  die  Reihe. 

48. 

« 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Die  Reihe  10)  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  der 
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f>r 


Quotient  je  zweier  auf  einander  folgender  Glieder*)  um 

ein  Angebbares  kleiner  oder  grösser  als  die  Binbeit  ist^ 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  immer  eine  Zahl  x  angäben, 
welche  grösser  als  jeder  diesei:.  Quotienten  und  zugleich  klei- 
ner als  die  Einheit  ist.     Man  hat  mithin 


X 


<   »» 

»2 

«, 

•            • 

t>r-l 

Hieraus  folgt 

»2 

»5 
■   »2 

<< 

»2 
»1 

»3 
*«2 

»4. 

J 

»4. 

<»5 

t>2 
»1    ' 

»3 
»8    * 

»3 

•       •       • 

«r-1 

= 

»1 

•<  X 

•       •      • 


oder  ©«  <  ©1«*,  ©4  <  ©1«'  ....©,.<  ©iflT-i 
mithin  ©5  +  ©4,  .  .  .  +  ©r  <  ©i  («'  +  *'  .*.  .  +  a?r-i) 

Nun  nähert  sich,  wenn  r  unbegrenzt  wichst ,  a?^  +  a?' .. . 
+  jTT-i  einer  bestimmten  Grenze  g  (§.  47),  da  o?  <  1,  also 
hat  man  auch  lim  (©3  +  ©4  .  •  ^*  •)  <  ©j  .  ^;  d.  li.  die  Reihe 
es  +  V4,  +  .  .  .  convergirt  und  mithin  auch  die  Reihe  10). 

Im  zweiten  Falle  lässt  sich  immer   eine  Zahl  9  angeben, 


©4 


welche   kleiner  als  jeder   der'  Quotienten  - —    und    zugleich 

©r-l 

grösser  als  .die  Einheit  ist,  mithin  findet  man  in  diesem  Falle 
©,.  >  ©1 0^^.  Nun  wächst  x^  mit  wachsendem  r,  über  jeden 
angebbaren  Werth,  also  auch  ©,.,  mithin  divergjrtdie  Reihe  10). 

Man  kann  diesen  Satz  auch  in  folgender  Gesialt  ansspre- 

©,.  1 

eben.     Man  setze  =  z ,  bleibt   a,  bei  jedem  noch 

©r-i         1  +  a'  '        .  J    . 

so  grossen  Werthe  von  r,  eine  um  etn  Atigebbares  von  Null 

verschiedene  Grösse,  so  wird  die  Reihe  10)  convergiren  oder 

divergiren;  Je-  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  ^" 


*]  Im  Folgenden  sind  äberali,  wo  yon  zwei  aafeinander  folgenden 
Gliedern  die  Rede  ist,  zwei  unmittelbar  auf  einanderfolgende  zu 
yerstehen;  ihr  Quotient  heissl  immer:  das  folgende  Glied  diTidirt 
durch  das  Torhergehende. 
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49. 
Man  nehme  jetzt  an  eine  Reihe  enthalte  nicht  bio»  posi* 
tive  Glieder  y  sey  diese  Reihe. 

12)  h  +  t2  +  ts  +  ...  +  tr  +  .... 

MaA  verwandle,  wo  es  ndthig  ist,  das  negative  Zeioben  in  das 
positive  und  bezeichne  die  neue  hierdurch  entstehende.  Refte, 
welche  nur  positive  Glieder  enthält,  durch 

10)  »1  +  ©2  +  •  .  •  +  t?^  +  •  •  .  . 

so  dass  t^  s=  Vf.  wenn  t^.  positiv  ist,  und  t^  =  —  t>r  wen«  l«. 
negativ  ist.    Es  ist  also 


Die  Reihe  12)  wird  nun  ebenfalls  convergiren  oder  divergireo 
je  nachdem  v^  <  a^  und  o?  <  1 ,    oder  or  >  of  und  a?>  1. 

Im  zweiten  Falle  wftchst  ü^  und  mithin  auch  t^,  (ahgeae-* 
hen  vom  Zeichen)  über  jede  angebbare  Grenze  jiinaus,  die 
Reihe  12)  kann  sich  also  weder  einem  einzigen  bestimmten 
Werthe  nähern,  d.  h.  convergiren,  noch  verschiedenen  be« 
stimmten  Werthen ,  d.  h.  oscilliren ,  sie  muss  vielmehr  diver- . 
giren.  Im  ersten  Falle  ist  die  Reihe  10)  eine  convergirende. 
Giebt  man  nun  einem  Theile  der  Glieder  dieser  Reihe  das  ne- 
gative Zeichen,  so  dass  sie  in  die  Reihe  12)  übergeht,  so 
muss  um  so  mehr  die  aus  den  positiven  Gliedern  l^estehende 
Reihe  eine  convergirenfde  seyn  und  ebenso  die  aus  den  nega-« 
tiven  Gliedern  bestehende,  d.  h.  die  Reihe  12)  ist  ^ie  Diffe- 
renz zweier  convergiren  der  Reihen  und  'ebendeswegen  selbst 
eine  convergirende  Reihe. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Schluss  des  vorhergehenden  $.  kann 
man  also  jetzt  sagen :  Wenn  man  jedes  Glied  einer  Reihe  dqrch 
das  unmittelbar  vorhergehende  dividirt  und  den  Quotiei^ten,  ohae 

1 

Rücksicht  auf  das  Zeichen,  =  :j— - —  setzt,  so  wird  die  I^eihe 

convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  a  beständig  eineii 
um  ein  Angebbares  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  ne- 
gativen Werth  hat. 

50. 
Wenn  dagegen  a  sich  unbegrenzt  dem  Werthe  Null  nS- 
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hert,  so  reichen  die  vorhergehenden  Betrachtungen  nicht  mehr 
aus,  um  die  Beschaffenheit  der  Reihe  zu  beurtheilen.  Es  kam 
dann  seyn,  dass  die  Reihe,  wenn  alle  Glieder  dasselbe  Zei-^ 
chen  haben,  divergirt/ während  sie,  wenn  der  Zahlenwerth  der 
einzelnen  Glieder  derselbe  bleibt,  aber  nicht  alle  Glieder  das- 
selbe Zeichen  haben,  convergirt  oder  oscillirt.  In  der  That 
hat  man  bis  jetzt  keine  vollkommen  erschöpfende  Kennzeichen 
gefunden ,  welche  in  diesem  Falle  jedesmal  über  die  Beschaf- 
fenheit der  Reihe  Aufschluss  geben.  Man  kennt  vielmehr  nur 
eine  Anzahl  Regein,  durch  welche,  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen, die  Beschaffenheit  der  Reihe  erkannt,  und  die  Zahl 
der  Ausnahmefälle  (wo  nemlich  die  Beschaffenheit  der  Reihe 
anentschieden  btetbt),  in  immer  engere  Grenzen  eingeschlos- 
sen wird.  Ehe  'wir  aber  diese  Regeln  entwickeirt ,  sollen  die 
vorhergehenden  Betrachtungen  auf  die  früheren  analytischen 
Untersuchungen  angewandt  werden.  Es  ist  jedoch  hierzu  er- 
forderlich, dass  wir  zuerst  noch  eine  besondere  Gattung  Rei- 
hen betrachten,  die  man  Doppelreihen  nennt. 

51. 
Wenn  k  und  r  endliche  Werthe  bedeuten,  so  sey 
^0  =  •'o»o  +  Wo>i  • ,  •  •  +  ^Q}r 


I) 


ferner 


^i  =  «iK)  +  «la  •  •  •  +  «i3 


Iß 


4*  =»  l#A,o  +  «M  .  •  •  4-  «*»r 

ßo  =  ««o»o  +  «»1,0  +  •      •  +  tt*,0 
'^1  —  ««0,1  +  «iii  +  .  •  .  +  «*,l 


Br  =  «0,r   +   «l,r  +   •   •   •   +  «V 

Addirt  man  alle  in  I)  oder  H)  enthaltenen  Glieder  zusammen, 
so  nennt  man  dies  eine  e^idliche  Doppelreihe«  Die  Summe 
aUer  dieser  Glieder  ist  die  Summe  der  Doppelreibe;  diese 
Summe  ist  offenbar  ein  bestimmter  endlicher  Werth,  sobald, 
wie  wir  voraussetzen,  die  einzelnen  Glieder  bestimmte  end- 
liche Werthe  sind,  und  wenn  man  diesen  Werth  durch  Wk^ 
bezeichnet,  so  bat  man 
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Wk,r  ^  Aq  +  Ai    +   .  .  .  +  ilft  =  »0  +  ßi+...4-Är 

Man  nehme  aber  nnn  an,  dass  die  einzelnen  Reihen  in  I)  nieht 
bei  dem  bestimmten  rten  Gliede  abbrechen,  sondern  ins  Un-* 
endliche  fortlaufen  und  dass  femer  auch  die  Anzahl  der  Rei- 
hen unbeschrilnkt  ist^  so  dass  man  das  System 

«0,0  +  «0,1    +    •  • .    +  «o>r  +  «O.r+1  + 
+  «1,0   +  «1.1   +   •••    +  «l,r  +  «l.f+1   + 

ni) 

+  «M  -f  «*,1    +    ...   +   «*,r   +   «V+1   +   .... 


•  •  •  • 


hat,  so  nennt  man  dies  eine  unendliche  Doppelreihe.  Hebt 
man  aus  diesem  Systeme  das  System  I)  oder  das  gleichgeltende 
System  II)  heraus ,  und  sind  die  übrigbleibenden  Glieder  so 
beschaffen,  dass  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  dersel- 
ben, in  welcher  Ordnung  man  sie  nehmen  mag,  un- 
ter jeden  angefobaren  Werth  sinkt,  wenn  man  k  und  r  un- 
begrenzt wachsen  lässt,  so  nähert  sich  mithin  Wh^r  einer  be- 
stimmten Grenze  W.  In  diesem  Falle  ist  die  unendliche  Dop- 
pehreihe  convergent  und  ihre  Summe  W.  Da  die  Reihe 
ilo  +  ili  .  .  .  +  iü  dieselben  Glieder  enthält,  wie  die  Reihe 

0Q  -f.  ^1  •  •  •  +  ^r>  ^^^  ^^^^}  ^^'^^  ™^"  s^^^^  <l^s  Systems 
III)  das  System  I)  oder  das  System  II)' nimmt,  die  vernachläs- 
sigten Glieder  dieselben,  nur  in  anderer  Ordnung,  sind,  so 
hat  man  auch,  bei  unbeschränkt  wachsendem  k  und  r 

fr  =  Im  (j1o  +  Ai'\'...  +  Ak)  =  lim  (ßo  +  ^i  ...  +  fir) 
Es  folgt  hieraus  von  selbst,  dass  wenn  die  Doppelreihe  con- 
vergirt,  auch  sowohl  ihre  einzelnen  Horizontalreihen 

«OK)  +  «o>i  +  •  •  •  •  +  «0.*  +  .  .  . 

u.  s.  w. 

als  ihre  einzelnen  Verticalreihen 

«o>o  +  «i>o  +  .  .  .  +  «M 
u.  s.  w. 
convergiren  müssen. 

Es  fragt  sich  nun  wie  man  aus  der  Beschaffenheit  der  Doppel- 

.  reihe  IH)  Kennzeichen  ihrer  Convergenz  ableiten  kann.    Zunächst 

ist  klar,  dass  wenn  eine  Doppelreihe,  die  nur  positive  Glieder 

enthält,  convergirl,    dies  um  so  mehr  der  Fall  seyn    muss, 
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wenn  einzelne  Glieder  negaliv  sind^  Man  nehme  daher  an, 
daM  wenn  man  alle  Glieder  der  Doppelreihe  III)  poailiv  nimmty 
hierdurch  u^^q  info'O?  ^i^o  in  «i^o  u.s«w.  übergeht.  Die  hier- 
durch entstehende  Doppelreihe  ist  also^ 

^0>0   "H   •'O;!    +   •  -  •    +   ^Otr  + 

J+   t'lM)  +   «'l)!    +   •••   +   ^l,r  +   .••• 

IV) 


Man  setze  allgemein 

a,  =  Vifi  -}-  fj«,i  -f*  ...  +  ©f,f 

Äj  =  t?o,f  +  ©1^  4"  •••  4"  ^*>« 
Wenn  nun  nicht  Mos  die  einzelnen  Horizontalreihen  in 
IV)  convergiren,  so  dass,  bei  unbegrenzt  wachsendem  r,  lima^y 
Um  Ol  U.S.W.  bestimmte  Werlhe  sind^  sondern  auch  die  Summe 
dieser  Horizontaireihen  einen  bestimmten  Werth  hat;  so  dass^ 
bei  unbegrenzt  wachsendem  r  und  A,  lim  (ao  +  ^+*-  +  ^*) 
einen  bestimmten  Werth  hat,  so  wird  die  Doppelreihe  IV) 
convergiren. 

Nimmt  man  nemlich  statt  der  unendlichen  Doppelreihe  die 
endliche 

«'0*0    ~h   •'0,1    +    •   •    •   +   «'0,r 
Y)       /"}"   ^l»0   +   ^in    +    •   •   •    +   ^^^r 

t  .      .      •      . 

+   OÄ,0  +   0Ä,1    +    .   .    .    +   ü*,r 

SO  vernachlässigt  man  erstens   die  unbegrenzte  Zahl  Reihen 

t?Ä+l,0    +   CÄ+l.l   .   .   .  l?Ä+l,r  +   •   •   • 
VI)       {+   t?Ä+2,0   +   t?Ä+2,l    .    .   .   t?Ä+2,r   +   .    .    . 


und  zweitens  die  k  +  1  Reihen 

t?0,r+l    +   t50,r+2   +    .    .   .   . 

VII)     /■'"  ^^*''+^  "'■  ^^'""^^  +  .  .  .  . 

Addirt  man  in  dem  System  VI)  die  einzelnen  Horizontalreihen, 
so  giebt  dies ,  wenn  man  *  und  r  unbegrenzt  wachsen  Iftsst, 
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im  {ak+i  7f-  oik-^2  -f  .  .  .)•  ^^  '^un  lim  (oo  4*  ^i  +  •  •  ^h) 
einen  bestimmten  Werth  haben  soU^  so  ist  Hm  (ak^i  +  ajk-f  2 + •  •  0 
=  0.  Nua  sind  alle  in  (Vt+i,  AA-f2  .  .  .  enthaltenen  Glieder 
i>A-|-i,o  u^s.w.  positiv,  mitiün  muss  diese  Gleichung  auch  dann 
noch  ihre  Goltung  bebalten,  wenn  man  die  in  a^-^i  4-aA+2  +  ««* 
enthaltene^  Glieder  auf  irgend  eine  andere  Weise  ordnet,  d.  h. 
das  System  VI)  wird ,  in  welcher  Ordnung  man  die  Glieder  zu- 
sammenzählen mag,  bei  unbegrenzt  wachsendem' Ar.  und  r,  im- 
mer unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken. 

Da  ferner  die  Horizontalreihen  in  IV]  convergiren  sol- 
len,  so  muss  jede  der  in  VII)  enthaltenen  Horizontalreihen  mit 
wachsendem  r  unter  jede  aogebbare  Grenze  sinken^  man  kann 
also  r  so  gross  nehmen,  dass  jede  dieser  k  +  1  Reihen  klei- 

a 
ner  als  l~T"~t'^^*'  ^^  ^  ^^"®   beliebig  kleine  Zahl  bedeutet, 

und  die  Summe  dieser  Reihen  wird  -mithin  kleiner  als  a,  d.  h. 
kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  seyn.  Dasselbe 'muss  aber 
auch  noch  statt  finden,  wenn. man  die  ausschliesslich  positiven 
Glieder,  welche  das  System  VII)  enthält,  in  jeder  beliebigen 
Or((}nung  addirjt.  Mithin  sinkt  die  Summe  der  in  VI)  und  VII) 
enthaltenen  Glieder^  in  welcher  Ordnung  man  sie  nehmen  mag, 
bei  unbegrenzt  wachsendem  k  und  r,  unter  jede  angebbare 
Grenze ,  d.  h.  die  Doppelreihe  IV)  convergirt  und  um  so  mehr 
die  Doppelreihe  III). 

Man  hat  demnach  den  Satz: 
wenn  sowohl  ile  einzelnen  in  IH)  enthaltenen  Horizontalreihen 
als  auch  ihre  Summe  lim  (Aq  -^  Ai  +  .  ,  Ak)  convergiren, 
selbst  wenn  man  alle  Glieder  der  einzelnen  Horizontalreihen 
positiv  nimmt,  so  convergirt  die  Doppelreihe  III).  Nennt  man 
ihre  Summe  W  so  hat  man 

W  =  lyn  [Aq  +  Ai  -+-...+  Ah)  =  «m  (ßo  +  ßi- •  +  «r) 
Es  versteht  sich   dass  dieser  Satz  auch  dann  noch  gilt,  wenn 
einige  der  Horizontal-  oder  Verticalreihen  endlich  $ind. 

52. 

In  S«  20  wurde  erklärt  was  man  unter  der  Addition 
zweier  Reihen 


•    • 
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und  der  dieser  Addition  entsprechenden  Summe 

»«)  K  +  *o)  +  (öl  +  ftl)*  +  ...  +  (Or+ftrK  +  ...' 

versteht.  Gegenwärtig  sagen  wir,  wenn  die  zwei  Reihen  13) 
und  14)  ffif  gewisse  Werthe  des  x  convergiren^  so  wird  für 
diese  Werthe  die  entsprechende  Summe  auch  die  wirkliche 
Summe,  im  Sinne  der  Arithmetik,  seyn,  d.  h.  wenn  man  die 
einzelnen  Werthe  der  Reihen  13)  und  14)  berechnet  und  ad- 
dirt,  erhält  man  dasselbe,  wie  wenn  man  den  Werth  der  Reihe 
15)  berechnet.  Man  kann  daher  das  Zeichen  des  Entspreebens 
in  diesem  Falle  mit  dem  Gleichheitszeichen  vertauschen  und 
schreiben 

16)        Sa^x''  +  Sb^t^  =  2[ar^K)^ 
Sey  nemlich  W  der  Werth  der  Reihe  13)  und  W  der  Werth 
der  Reihe  14).    Man  setze 

«0  +  «1*  +    ..  +  ^r^  =  IT  —  Ä 
h  +  b,m  +  ...  -^-b.x^  =  W-  « 
also 

(öo+6o)  +  (ai  +  fti)a^...+(ör+ftr)a?^=fr+ir'-(Ä+jr) 

Nun  ist    lim  [%  +  ^i^  •  •  •  +  ^r^)  ==  W 
lim  (fto  -f.  6i » . . .  +  b^a^)  =  W 

es  sinken  demnach  R  und  R\  mit  unbeschrankt  wachsendem 
r,  unter  jeden  angebbaren  Werth,  folglich  auch  A-f  A'.  Man 
hat  mithin 

«tn  [(ao  +  Äo)  +  [oy  +  6i)«  ...  +  (or  +  6,)<cT  =  If  +  IT' 
d.  h. 

Der  Beweis  bleibt  derselbe  wenn  irgend  eine  endliche  An- 
zahl Reihen  zu  addiren  ist.  Sobald  diese  nach  aufsfeigenden 
Potenzen  von  x  geordneten  Reihen  für  gewisse  Werthe  des  x 
convergiren ,  so  ist,  für  diese  Werlhe ,  die  ihrer  Addition  ent- 
sprechende Summe,  ihrer  Summe  im  Sinne  der  Arithmetik  gleich, 
d,  h.  es  ist  einerlei ,  ob  man  die  Werthe  der  einzelnen  Reihen 
zusammenzählt,  oder  ob  man  den  Werth  der  ihrer  Addition 
entsprechenden  Reihe  berechnet.     Man    kann  also  in   diesem 
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m 

FaHe  das  Zeichen  des  'BatS|lreGheiis   dni^ch  das  Gleioldieitszei«- 
eben  erset&en. 

Convergiren  die  Reiheii  I3r\  and  14)  für  gewisse  Werthe 
des  X,  so  wird,  für  diese  Werthe,  die  der  Subtraktion  der 
Reihe  14)  von  der  Reihe  13)  entsprechende  Differenz  die  wirk- 
liche Differenz,  im  Sinne  der  Arithmetik,  seyn,  d.  b.  wenn 
man  den  Werth  der  Reihe  14)  von  dem  Werthe  der  Reihe  13) 
abzieht,  so  erhält  man  dasselbe,  wie  wenn  man  den  Werth  der 
entsprechenden  Differenz  berechnet.  Man  karm  daher  in  die- 
»em  Falle  das  Gleichheitszeichen  statt  des  Zeichens  des  Ent«* 
«prechens  setzen  und  schreiben 

17)        2  Orof  —  2  b^^  Ä  2  [ar  —  h^io^ 

Man  bat  Demiich  unter   Beibehaltung  der  vorhergehenden  Be- 
zeichnung 

!r-»r'  =  Äm[(ao--io)  +  («i-*i)a?..-+(ör-*r)*^] 

d.  h.    £ao  +  ai<p-».  +  a^a5''  +  ...]  — [*o  +M*'  4ir^+  •••] 
=  (oo  — 6o)  +  («i  — *i)a? . ..  +  [a^  —  h^Q^  +  . . . 

53.        •    • 

bt  Aq^Ax^  +  .  .  .  +  ^r^  +  •  .  .  das  der  Multi- 
plikation der  zwei  Reihen  13)  und  14)  entsprechende  Produkt, 

so;  ist  (Si  22)      .      '    ._  < 

Ä^  =2  ^F  =  a^b^  +  Or-i6i  .  .  .  .  +  lio*r      " 
ond  \Mi%^  erhftlt  aIsH»  das  Glied  Afiff"  des  entsprechenden  Pro- 
dukts, indem  man  a^a:^  mit  6^,  ar-ia;*^i  mit  h^x  u.  s.w.  zu- 
leizt  aö  mit  br^^  multipUcirt.    Will  man 

Afy  +'  i4i  a?  .  •  •  "+  A^of 
d.  h.  die  Summe  aller  Glieder  des  entsprechenden  Produkts 
vom  QuUten  bis  zum  rten  haben,  so  muss  man  daher  alimtt-» 
lieb  b^  mit  Oq,  mit  a^x  u.s.  w.  bis  a^ocr  multipliciren ,  ferner 
b\X  «jt  Oq,  mit  axx  u.s.w.  bis  n^iopr-i,  dann  ^2^^  mit  a^, 
mit  üyx  u. s.w.  bis  (w-^oßi^^  multipliciren,  und  indem  inan  so 
fortführt,  muss  man  zuletzt  noch  &,.  x^  mit  d^  multiplieifren  und 
dann  alle  einzelnen  Produkte  durch  Addition  verbinden.  Das 
heisst  mit  anderen  Worten:  man  erhält  A^^  A^x-^- ...-^-A^x^ 
indem  man  alle  Glieder  der  Reihe  o^  +  aia?  +  ...  +  a^of  mit 


^ 
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allen  Gftiedem  der  Hefte  b^  +  fti«  +  .  .  +  *S^  soweit 
durch  Multiplikation  verbindet,  dasskein  Produkt,  entttelit,  wei-*- 
ches  eine  hMtere  Potenz  von  x  als  die  rte  erhfilt,  und  die  ein- 
zelnen Produkte  addirt. 

Wenn  nun  die  zwei  Reihen  13)  wid  14)  für  gewisse,  po- 
sitive oder  negative,  Werthe  von  a?  convergiren,  WAenYffoth 
der  ersten,  W  den  der  zweiten  bezeichnet,  es  convergiren 
diese  Reihen  aber  auch  dann  noch,  wenn  man  alle  Glieder 
positiv  nimmt,  so  convergirt  auch  das  ihrer  Multiplikation  ent- 
sprechende Produkt  und  sein  Werth  ist  WW\  Man  kann  eise 
in  diesem  Falle  das  Zeichen  des  Entsprechens  durch  das  Gäeich-- 
heitszeichen  ersetzen,  und  hat 

18)    (oo  +  öia?+  - .  +  aX  + ...)  (b^  +  biX  4- ...  +  brO^'-Jr . . .) 

=  Äq  '{-  AiX  -{-...-{"  AyX^  "!"••• 
d.  h.  wenn  man  die  Werth e  der  Reihen  13)  und  14)  berech- 
net und  diese  Werthe  mit  einander  multiplieirt,  erhält  man 
dasselbe,  wie  wenn  man  den  Werth  des  dcfr  Multiplikation 
dieser  Reihen  entsprechenden  Produkts  berechnet.  Führt  man 
nemlich  die  Multiplikation  der  zwei  Reihen  13)  und  14)  aus, 
indem  man  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  mit  jedem  Gliede  der 
zweiten  nach  der  Ordnung  multiplicirt,  so  erhalt  man  den 
Ausdruck 

d.  h.  man  erhält  eine  Doppelreihe,  bei  welchl^r- alle  einzelnen 
Horizontalreihen  und  auch  deren  Sunnne  convergente  Reihen 
sind,  selbst  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Denn  ^iese 
florizontdlreihen  haben  die  Werthe  b'Q  Wj  fti  rcTT  u.  s.  w.  und 
ihre  Summe  ist  (b^  +  bix  +  . . .)  W  =  WW\  Bezdchnet 
man  aber  durch  ir,  ir'  das,  was  aus  fF,  W  wird,  wettn  man 
alle  Glieder  positiv  nimmt ,  so  sind  auch  «?,  ip'  bestimmte  Wer- 
the, und  fou/  ist  die  Summe,  aller  Horizontalreihen  mit  nur 
positiven  Gliedern.  Die  Doppelreihe  ist  also  convergent,  nnd 
ihr  Werth  WW  (§.  51),  Man  erhält  ihren  Werth  aber  auch, 
wenn  man  die  Summe  der  Verticalreihen  nimmt  (ebend.),  diese 
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letztere  Samme  ist  aber>  nttihts  anderes  als  das  der  Hultiplika- 
tioa  der  Reiben  13]  und  14)  entsprecfaende  Produkt,  mithin 
WW  =  illo  +  i*i  a?.  +  A^x^  +  .  .  .  . 

Hierausfolgt  zugleich ,  dass^  w6nn  zwei  Reihen  auch  dann 
noch  convergiren,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  ihr 
Produkt  diesdbe  Eigenschaft  hat.  ;  Dei^n  da  die  Doppelreihe 
auch  noch  convergirt,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt, 
so  convergirt  dann  auch  noch  die  Summe  aller  Yerticalreihen, 
d.h.  die  Reihe,  in  welche  die  Reihe  Aq  -f-  ili  a; +  i4j^ir^-|-... 
übergeht,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt. 

Hat  man  ausser  den  Reihen  13)  und  14)  noch  die  Reibe' 

so  is|,  wenn  das  der  Multiplikation  dieser  drei  Reihen  ent- 
sprechende Produkt  durch  S  ^VccT  bezeichnet  wird,  nach  §.23 

Ist  daher  die  Reihe  19)  so  beschaffet,  dass  sie,  wie  die  Reic- 
hen Id)  und  14),  für  einen  bestimmten  Werth  des  <p,  auoh 
dann  noch  convergirt^  wenn  man  alle  Glieder  posi>trv  nimml, 
so  ist,  nach  dem  Vorhergehenden^  für  diesen  Werth  des  x 

2  ArX^  .  2  c^x"  =  2  4aj'' 
Mithin  auch 

2  arof  .  2  h^oT  .  2  c^xr  =  2  ''Yx'' 

Es  ist  nun  leicht  ^u  sehen,  wie  diese  Betrachtung  auf  jede 
endliche  AVizahl  solcher  Reihen  ausgedehnt  üirerdeti' kffnTi. 
Die  allgemeine  Regel  lautet: 

Hat  man  eine  Anzahl  Reihen,  welche  sämmtlich,  für  ge- 
wisse Wertbe  das  »^  convergent  bleiben,  wenn  man  ^lle  Glier 
der  positiv  nimmt,  so  wird  das  der  Multiplikation  dieser  Rei- 
hen entsprechende  Produkt  ihr  wirkliches  Produkt,  im  Sinne 
der  Arithmetik,  seyn.  Das  Produkt  der  Werthe  dieser  Rei- 
hen und  der  WeirtH  des  der  Multiplikation  dieser  Reihen  ent- 
sprechenden Produktes  sind  einander  gleich. 

54. 

Man  nehme  wieder  die  Reihen  13)  und  14),  in  welchen 
positive  und  negative  Glieder  vorkommen  können,  und  setze 
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Sind  nun  die  drei  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  Reihen 
convergent,  wenn  man  für  a6  den  bestimmten  Werth  «  setzt, 
so  darf  man  für  diesen  Werlh  das  Zeichen  des  Entspfechens 
durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzen^  und  es  ist  dann 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  einzusehen,  betrachte  man 
zunächst  eine  der  drei  Reihen,  etwa  1  a^^.  Da  diese  Reihe 
convergiren  soll,  so  darf  der  Zahlenwerth  des  Quotienten  zweier 

Or-f-isr-f-l  Or-f-l 

aufeinanderfolgender  Glieder  — = — - —  =  — '—  *,den  Werth 

der  Einheit  nicht  übersteigen  und  kann  höchstens  die  Einheit 
selbst  seyn  (S.  49).     Setzt  man  daher  statt  x  einen  Werth  $^ 

welcher  kleiner  als  «  ist,  so  ist  —^  s^  jedenfalls  kleiner  als 

r 

die  Einheil,  also  oonvergirt  nicht  nur  die  Reihe  2itir#S  s;on* 
dem  auch  diejenige ^  welche  man  aus  ihr  erhält,  wenn  man 
alle  Glieder  positiv  nimmt.      Auf  dieselbe  Weise  findet  .ma«, 

r  r 

dass  auch  die  Reihen  Sb^s^  und  2  A^s^  noch  dann  conver- 
gent  bleiben,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Nach  dem 
vorhergehenden  $.  hat  man  mithin 

r  r  r 

Man  setze  ^  0,^^  =  %  +  «i*  -f-  aa<^...  +  ar^'  +  p 

r  2  r 

2  Gr»^   =  %   +   «1  «^  +  «2*/  •  •  •  -f  ör*^  +  Pi 

2  r  r 

also  ai[s^s^y^a2{s^—s^  ).  •4-a^(*^-*^')  =  2a,y— 5ö^^— p^-pi 

r 

Da  nun  p  und  p^  mit  wachsendem  r  unbegrenzt  abnehmen, 
so  hat  man  auch 

« 

2  r 

Man  setze  *  — «*  =  £/i,  «*  — «*  zssd^.^.s^ — «*  =  dr  also 

r 

2ar9^  —  Z  OrS^  =  /im  [öic/i +  a2d2  +  *-«  +  ör^t] 
oder  wenn  man  s^  =  ks  setzt  (wo  Ar  mithin   unter  der  Einheit 
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liegt)  und  demnach  di.  =  (1  ^  k)s^  d^  =  (1  —  **)  ** .  • . 
d^  =  {l  —  F)*»^  ist,  so  ist 

Man  bezeiefane  durch  JT  «=  «i«  -^  «2 **+•••  +  ^'^r*''  die 
Reihe,  in  welche  die  Reihe  Oi*  +  a2**-- ^^r^*^  übergeht, 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Nun  kann  man  1 — kr, 
indem  man  k  der  Einheit  beliebig  nähert^  so  klein  machen, 
als   man  will.      Wie   gross    daher   W  sey,   immer  kann   man 

(1 — k^W  so  klein  machen  als  man   wili^    sobald   man  l—A'^ 

1 

klein  genug  nimmt,    etwa  so  dass  1 — l^  unter  —r  liegt,    in- 

W 

dem  dann  (I — k^  ^  ^  ^  ^^^*  ^"^  ^^  mehr  muss  daher,  un- 
ter derselben  Voraussetzung ,  (1  —  *)  «i  »  -f-  (1  —  P)a2**  •  •  • 
-f-  (1 — k^)  a^i'   unter  jeder    angebbaren    Grenze   liegen,    da 

l—V  grösser  als  jeder  der  Werlhe  1—*,  1 — i*,  1 — kr-i 

ist.  Hieraus  folgt,  dass  um  so  mehr,  bei  derselben  Voraus- 
setzung ,  der  Zahlenwerth  von  (1  —  ä)  «i «  -f-  (1  —  *^)  02  *^  +  •  •  • 
+  (1 — l^OfST  unter  jeder  angebbaren  Grenze  liegen  muss. 
Nähert  sich  also  k  der  Einheit  unbegrenzt,  oder,  mit  anderen 
Worten,   nähert  sich  3^   dem  s  unbegrenzt,    $0   ist  Um  [oidi 

r 

-f-  02^2...  H-ör^r]  =  0  mithin  ist  dann  Sa^s^  —  2arS^  =  0 

r  r 

d.h.  ScL^s^  =  SOfS^,    Ebenso  findet  man  2  brS^  =  ^6^** 

r 

und  SArS^  =r  2ArS^.    Da  nun 
so  folgt  auch 

55. 

Dividirt  man  die  Reihe  13)  durch  die  Reihe  14)  und  bleibt 
die  Reihe  14)  so  wie  der  Quotient,  welcher  dieser  Division 
entspricht,  für  gewisse  Werthe  des  m  eine  convergirende  Reihe 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  wird,  für  diese  Wer- 
the des  X,  der  entsprechende  Quotient  der  wirkliche  Quotient 
im  arithmetischen  Sinne  seyn.    Dividirt  man  nemlich    in  die- 

6 
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sem  Falle  den  berechneten  Werth  der  Reihe  13),  welche,  wie 
sogleich  sich  ergeben  wird,  ebenfalls  convergirt,  durch  den 
berechneten  Werth  der  Reihe  14)  so  erhält  man  dasselbe,  wie 
wenn  man  den  Werth  des  entsprechenden  Quotienten  berechnet. 
Mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  des  §.  24  bat  man 
nemlich . 

also,  unter  den  angegebenen  Bedingungen,  nach  §.  53, 
die  Reihe  13)  muss  also  ebenfalls  convergiren  und  man  hat 


SbrX'' 


=  2  A^x^ 


Setzt  man  z.  B.  i :=  2  A^x^ 

1  —  X 

so  ist  ao  =  l,  öi  =  0,  «2=0,  05  =  0  u.s.w.  6o  =  '?  *i  =  —  '> 
&2  =  0,  65  =  0  u.  s.  w.  Aus  Kap.  4  Form.  6  ergiebt  sich 
demnach 

Ao=l,  und  Ar=-Ar^i,  also  allgemein  Af.^1 
und  mithin 

_1_  4=..!   +  X  +  x^  +  .  .. 

I   —  X 

Nun  ist  1  —  X  fttr  jeden  endlichen  Werth  von  x  convergent, 
insofern  es  eine  endliche  Reihe  ist  (§.  43),  dagegen  1-f-^ 
4-  jc^  -|-  .  .  .  nur  dann  convergent,  wenn  der  Zahlenwerth 
von  X  kleiner  als  die  Einheit  ist  (§.  47).  Also  nur  für  solchq 
Zahlenwerthe  des  x  darf  das  Zeichen  des  Entsprechens  durch 
das  Gleichheitszeichen  ersetzt  werden  und  dann  hat  man 

- — —  =i  1  4-  ^  +  ^*  4*  •  •  • 
1  —  x 

Aus  §.  54  ergiebt  sich  auch  noch  folgender  Satz.  Dividirt 
man  die  Reihe  13)  durch  die  Reihe  14)  und  sind  sowohl  diese 
Reihen  als  der  ihnen  entsprechende  Quotient,  für  einen  ge- 
wissen Werth  Sy  den  man  statt  x  setzt,  convergent,  so  hat  man 

2  OrS' 

2  brS^  ^ 

Auch  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
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^-J-_  =  1  +  *  4-  ,«  +  .  ,  . 

I 

für  den  Fall  dass  der  Zahlenwerth  von  x  kleiner  als  die  Ein- 
heil ist. 

56. 

Erhebt  man  die  Reihe  13)  auf  die  mte  Potenz,  wo  m 
eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  heisst  dies,  die  Reihe 
13)  wird  m  mal  mit  sich  multiplicirt.  Bleibt  daher,  für  ge- 
'wisse  Werthe  des  *,  diese  Reibe  eine  convergente,  wenn  man 
alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  kann  man,  für  diese  Werthe,  in 
der  Entwickelung  des  polynomischen  Lehrsatzes,  das  Zeichen 
des  Entsprechens  durch  das  tileichheitszeichen  ersetzen,  so 
d^ss  die  Formel  2)^  des  Kap.  5  in 

übergeht. 

Da  das  Binom  1  -f-  ^  für  alle  endlichen  Werthe  des  x 
einen  bestimmten  Werth  hat,  und  mithin  eine  convergente 
Reihe  ist,  so  hat  man  auch,  sobald  m  eine  ganze  positive 
Zahl  ist,  für  alle  diese  Werthe  (Kap.  3  Form.  31) 


m 


(l   +  x)  =  2  m^x"^ 

Setzt  man  in  dieser  Formel  a;  =  l,  so  erhält  man 

0  18  m 

2«   =  m©   +   m33   -f  m35  .   .   ,    4-   mg 

d.  h.  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  hat  die  Summe 
der  sflmmtlichen  BinomialcoefGcienten  der  mteii  Potenz  den 
Werth  2« 

Nun  haben  wir  bemerkt  (Kap.  S.Form.  II)  dass 

m©  =  NC  (1,  2,  .  .  .  m) 

0 

mithin,  da  m»  =  1  (§.  34) 

1  Ol  am 

iVC{l,2,...m)-f-iVC(l,2,...m)...  +iVC(l,2,...m)  =  2"*  —  1 
d.  h.  die  Summe  der  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wie- 
derholung aus  m  Elementen  zu  allen  Classen^  von  der  ersten 


m 


bis  zur  ntten,  ist  2  —  1. 
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Setzt  man  x  =  —  I,  so  hat  man 

m  1  8  a  m 

(1  —  1)  =  0  =   1  —  m»  +  m©  _  m»  .   .  .  ±   -133 

WO  im  letzten  Gliede  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men ist ,  je  naclidem  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
ist.    Hieraus  folgt  wieder 

l_JVC{l,2...m)4-iVCtl,2,...m)  — iVC(l,2,...m)..J±iVqi,2...m)  =  0 
oder 

1  i  8  4 

iVC(l,2,...m)+A^qi,2,...»)+...=l+iVqi,2,...m)+iVO(l,2,...m)+.^ 

d.  h.  die  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung  aus 
m  Elementen,  welche  in  den  ungeraden  Classen  enthalten  sind, 
ist  immer  um  eine  Einheit  grösser,  als  die  Anzahl  der  Com- 
binationen ohne  Wiederholung  aus  m  Elementen,  welche  in 
den  geraden  Classen  enthalten  sind. 

Ist  m  =  —  und  sind  p  und  q  ganze  positive  Zahlen,  so 

hat  man  (Kap.  5  Form.  33) 

[2  y»a?']^4=  (1  +  x) 
P 

—  r 

Sobald  also  die  Reihe  JS  ^fdx^^  auch  wenn  man  alle  Glieder 
positiv  nimmt,  convergirt,  kann  man  das  Gleichheitszeichen  statt 
des  Zeichens  des  Entsprechens  setzen.  Im  Vergleich  zu  §.49 
setze  man  hier 


also 


p 

—  r 

'r-l 

tr  =    ^fbx'' 

fr-l  s=   ««*r-l 

P_^ 

tr             ^8 

/r-1             p 

— r^\ 

^93 

X   =   -^ > —     X 

r 

p 

—  r 

Die  Reihe  H  ^fßxr  wird  folglich  convergiren  oder  divergiren, 
je  nachdem,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  von  irgend  ei- 
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nem  bestimmten  Werthe  des  x  an,  der  Ausdruck— 


4  -(r-l) 


r 
kleiner  oder  grösser  als   die  Einheit  ist.      Nun  nähert  sieh 

g  g 

= 1,   mit  wachsendem  r,  unbe- 

grenzt  der  Einheit  (abgesehen  vom  Zeichen),  es  kommt  daher 
nur  darauf  an,  ob  4?  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist. 
Ist  also  :ir  <!  1,  so  ist 

[2  ^»aff  =  (1  +  xf 
d.  h. 

L  Z 

(1    +    j»;)^     =      2    ^^xr 

Ist  dagegen  ^  >>  1 ,  so  ist  diese  Gleichung  unstatthaft  und 
es  muss  das  Zeichen  des  Entsprechens  beibehalten  werden 
(Kap.  5  Form.  32). 

- —  ^ 
Setzt  man  — p  statt  p,  so  wird  die  Reihe  2     ^$a^,  auch 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,   eine  convergente  blei- 
ben, sobald  X  <  \,    Der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgen- 

q 

der  Glieder  ist  jetzt  ( 1)  ^>   welcher   Ausdruck 

sich,  mit  wachsendem  r,  abgesehen  vom  Zeichen,  unbegrenzt 
dem  Werthe  x  nähert. 

Nun  wurde  gefunden  (Kap.  5  Form.  36) 

Da  nun,  sobald  *<  1,  sowohl  2  ^Sa?**  ab  2  ^Sa?''  con- 
vergiren,  auch  wenn  alle  Glieder  positiv  sind,  so  folgt  hier- 
aus, nach  §.  53  Form.  18),  wenn  x  <\^ 

2  «»«'  .  S    «SB*'  «=  1 


86 


r 


oder,  wenn  man  statt  2  ^^x^  seinen  Werth  (1  +  «?)^  setzt, 

(1  +  ^)*  2    ^»aj«-  =  1 
also 

(1  +  a?)  ^   =  -S     ^»*'* 

Ist  dagegen  ji?  >   1  so  findet  diese  Gleichung  nicht  statt. 
Es  ist  mitbin  jetzt  nachgewiesen ,  dass  die  Gleichung 

für  aUe  rationalen  Werthe  des  Exponenten   gültig  ist,   so- 
bald :r  <  1,  dagegen  unstatthaft  ist-,  sobald  x>\. 

57. 

Ist  m  eine  irrationale  Zahl,  so  kann  man  immer  eine 
rationale  Zahl  n  finden,  welche  der  Zahl  m  so  nahe  kommt, 
dass   der   Unterschied    unter  jeden   angebbaren  Werth  sinkt. 

Dann  bedeutet  {1  -f-  x)   die  Grenze,  welcher  man  immer  nä- 
her kommt.  Je  näher  n  dem  m  ist,  so   dass   der  Unterschied 

m  n 

zwischen    [\  -{-  x)    und    (1  -\-  x)    unter   jeden    angebbaren 
Werth  sinkt. 

r 

Nun  ist  der  Sinn  von  «93  auch  für  den  Fall,  wenn  m  eine 
irrationale  Zahl  ist,  erklärt  worden  ($.  40),   und  es  folgt  zu- 

gleich  daraus,    dass  auch  dann   noch  2  »93«'*  eine  cpavergi- 
rende  Reihe  ist,  sobald  ;v  <  1 ,  da  .noch  immer  der  Quotient 

r  r+l 

zweier  auf  einander  folgender  Glieder  «ä3jcj^  und  «SBxr+i  den 

III  —  r 

Werth  — ; — -  jp,  d.  h.  einen  Zahlenwerth  hat,   welcher  sich, 

r  -j-    1      ' 

bei  unbegrenzt  wachsendem  r,  unbegrenzt  dem.  iji;  nähert^    . 

r  r 

Dass  nun  mS3  und  »93  einander  unbegrenzt  nahe  kommen, 
sobald  sich  n  dem  m  unbegrenzt  nähert,  ist  leicht  einzusehen. 
Setzt  man  nemlich  m  =  n  -j-  a,  so  bedeutet  a  eine  Grösse, 
die  man  unbegrenzt  abnehmen  lässt.    Nun  ist 


«7 

ff 

r  _  m(m-l)(«-2)....(w-r+t)  ^  (g-|-«)(»4-tt-l)...(«4-«-r+l) 
1  .  2 .  3  . . . .  r  1  ,  2  .  .  .  r 

aber  «+«=n(14-^),  «  +  «-!=(«- 1)  (1+  -^) 
a.8.  w.  mithiD 

Nun  kann  man  aber  a,  bei  jedem  gegebenen  Werthe  von  r, 
so  klein  machen  als  man  will  ^  es  wird  daher  nicht  bloß  j#der 

einzelne  Faktor  1  H ,  1+    -^  ...  1  H rVi  SOii- 

n  » —  1  n — r-f-1 

dem  auch  ihr  Produkt  ^  der  Einheit  so  nahe  gebracht  wer- 
den können  als  man  will,  so  dass  man,  bei  unbegrenzt  ab- 
nehmendem a, 


m§Q  =  lim  »33 


hat. 


r  r 

Hieraus  folgt  weiter ,  dass ,  wenn  JS  m93  und  H  »93  con- 
vergirende  Reihen  sind,  man  auch,  bei  unbegrenzt  abneh- 
mendem a, 

r  r 

2  mSb  =  Um  2  «» 

hat.     Wenn  nemlich  die  zwei  Reihen 

< 

2ar  z=   Gq   -{-   üi    -f-  «2    . .  .    +   Or    +    •  •  • 
J^K   =   &o   +   ^1    +   ^2   •  ••    +   *r   +    '•• 

convergiren  und  es  nähert  sich  b^  dem  do,  ^i  dem  ai  .  .  ., 
allgemein  b^  dem  a,. -unbegrenzt,  so  missen  iieh  aiii^h' die 
Werthe  der  zwei  Reihen  unbegrenzt  nähern.  Denn  töy  W 
der  Werth  der  ersten,  W  der  Werth  der  zweiten  Reihe. 
Man  setze  6q  ^r  Oq  -f-  ^oj  ^i  '=•  ^i  +  «i  u.  s.  w.  Mithin 
werden  »q,  ax;  u.  s.  w.  unbegrenzt  abnehmen.  Die  Reihe 
**o  +  "i  4*  •••?  welche  ebenfalls  convergiren  muss,  habe 
den  Werth  w.     Man  setze  dah«r 
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flg     "t"     ^1     •  •  •    ~|~     ^    =     IF    —   P 

«0  +   «1    •  •  •   +   «r  =  «0  —  ? 

mithin     TT  +  lo  —  (p  +  j')  =  6o  +  *i  •••  +  *r 

und        /im  (6o  +  6i  .. .  +  6r)  =  W"  +  «P 
da  p  und  ^  bei  unbegrenzt  wachsendem  r  unbegrenzt  abneh- 
men.    Man  kann  aber  die  r  4-  1    Grössen  Aq,  ai  . .  .  a^  so 

klein  machen,    dass  jede   derselben   kleiner  als  ; — ; — -r«  ist, 

'  "^  (r  -f-   M 

dann  ist  «o  +  «1  •  •  +  <*r  *<  — i — ?  ^^^  demnach 

/•m  («0  +  «1  +  •••  +  «r)  =  «>  =  0 
woraus 

/m  (60  +  *!  .. .  +  6r)  =  fF  =3  ßm  (ao  -f-  «1  -f  •  •  •  +  «r) 

r  r 

folgt.    Setzt  man  nun  a^  x»  «»33  und  fr,  =  »9,   so  hat  man 

r  r 

demnach  auch  £  «»33  z=:  lim  2  »33  sobald  die  beiden  Reihen 
convergiren. 

Aus  denselben  Gründen  toigt,  dass  auch  die  beiden  con- 
vergirenden  Reihen 

a^  -j-  Ol  JP  -f-   .  •  -|-  Or-l  xr-1   +   , . . 

denselben  Werth  haben  müssen^  wenn  6^  dem  a^,  fr,  dema, 
u.  s.  w.  unbegrenzt  nahe  kommen.  Denn^  mit  Beibehaltung  der 
vorhergehenden  Bezeichnung,  folgt  dass  auch  die  Reihe 

«0  +  «1*  +  •••  +  Ctr^ixr^^   +   ••• 

convergiren  muss;  man  setze  daher 

Um  [uq  +  «!*  +  ...  +  ar-ijpr-i)  =  u> 

Nun  kann  man,  da  x  einen  bestimmten  endlichen  Wertk  hat, 
die  Glieder  cr^,  it^x otr^ixr^i  so  klein  machen,  dass  je- 

1  1 

des<  -^  ist,    indem   man  nur  allgemein  Or  <  -5-7    setzt, 

woraus  wieder 

Hm  (a^  4-  tti  jf  +  .  .  4-  Or-i  xr-^)  =  0 
folgt.      Ist  also  x^\    so    mfissen   sich  die  beiden  Reihen 
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2^^x^  und  Sn'Sx^  unbegrenzt  nähern,  sobald  sich  n  dem 
m  unbegrenzt  nähert.    Man  setze  nun ,  wenn  x  <  1  / 

D  ==::  (\    -{-   X)  —  H  m^x^ 

n  r 

ferner  ist      0  =  [l  +  x)  —  2  n^x'' 

also  />  =  (1   4-  *)  —  (I  +  at)  +  2n33:irf  —  i:  m^xr 

Demnach  kann  D  keine  angebbare  Grösse  seyn^  da^  wenn  n 

m 

dem   m  unbegrenzt  nahe  kommt,    die  Differenzen   (1  -f~  ^) 

n  r  r 

—  (1  +  jc)  und  2n^x^  —  ^rnSjc''  unter  jeden  angebbaren 
Werth  sinken,  d.  h.  es  ist  />  =  0  und 

20)  (1    +   ^)  ==  Sm^xr 

Es  ist  demnach  bewiesen,  dass  diese  Formel  für  alle  reel^ 
len  Werthe  von  m  gilt,  sobald  der  Zahlenwerth  von  x  klei- 
ner als  1  ist,  dagegen  unbrauchbar  wird,  wenn  (ohne  Rück- 
sicht auf  das  Zeichen)  jp  >  1  ist,  ausgenommen  wenn  m  eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  in  welchem  Falle  die  Formel  ihre  Gel- 
tung für  jeden  Werth  von  w  behält.  Es  ist  also  noch  der 
Fall  zu  untersuchen,  wenn  x  =  ^  1.  Dann  nähert  sich  aber 
der  Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  in  der  Reihe 

r 

2  tn'Sx^  unbegrenzt  der  Einheit  (abgesehen  vom  Zeichen).  Die 
Reihe  gehört  demnach  zu  der  Gattung^  von  welcher  in  §.  50 
die  Rede  war ,  und  deren  Beschaffenheit  jetzt  genauer  unter- 
sucht werden  soll. 

58. 
Sey  eine  Reihe 

21)  /l   +  <2  +   .   .  .  +   'r   +   .  •  •   • 

so   beschaffen,    dass,   wenn    man,    abgesehen  vom    Zeichen, 

^-^  =  - — ; —  setzt,  mit   wachsendem  r,   der  Werth   von  a 

unter  jede  angebbare  Grenze  sinkt.  Es  sind  alsdann  zunächst 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden  je  nachdem  a,  obgleich  es  sich 
unbegrenzt  der  Null  nähert,  immer  negativ  oder  immer  po- 
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sitiv  bleibt.     Im  ersten  Falle   werden    die  Glieder  der  Reihe 

2J)   immer   wachsen,   wenn   sie   sich   auch    einer  bestimmten 

L  1 

Grenze  nihern ,  denn  man  hat  allgemein  —  =  = — - — .  also^ 

da  a  negativ  ist,  t^  >  ^i.  Die  Reihe  kann  also  niemals  eon- 
vergiren^  weil  bei  einer  solchen  die  Glieder  abnehmen  müs- 
sen (§•  45].  Hat  sie  nur  positive  Glieder^  «o  muss  sie  mit- 
hin divergiren.    Eine  solche  Reihe  ist  z.  B. 

U     4-y)  +  (l+    y   +    |)+(l  +  4"  +  -^  +  -^)+ 

Hier  ist  «,  =  1  -I-  i-  +  -7-  +  ...  +   „'  ,   <!»«  Glieder  n8- 

r  2  4  'i     2r' 

bern  sich  also  dem  Werthe  2  (§.  43),  indem  sie   fortwährend 

1  +  1  +  1    +-L  +  1 

wachsen.     Auch  ist  — 


'-       1  +  -'  +i...+  ' 


2      '      4  '    2r-i 


1 


1-1  1 

also  a  =  — 


d.  h.  ein  negativer  Ausdruck,  welcher  sich   mit  wachsendem  r 
unbegrenzt  der  Null  nflhert« 

Hat  die  Reihe  auch  negative  Glieder,  so  kann  sie  diver- 
giren oder  oscilliren.  Eine  divergirende  Reihe  dieser  Art 
erhielte  man  aus  der  vorhergehenden,  wenn  man  immer  zwei 
Glieder  mit  dem  positiven  und  das  folgende  mit  dem  negati- 
ven Zeichen  nähme.  Die  Summe  dreier  solcher  Glieder  wäre 
nemlich 

—  ^  +  '2   '^  '"  '^  23*+i         23*+* 
also  grösser  als  die  Einheit,  und  da  man  nnbegronzt  viele  sol- 
cher dreigliedrigen  Gruppen  hat,  so  divergirt  die  Reihe.     Eine 
osoillirende  Reihe   erhielte  man   dagegen,   wenn  man  in  der 


1 
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ebigen  Reihe  die  Glieder  abwechselnd  mit  positivem  and  ne- 
gativem Zeichen  nähme.    Man  hätte  dann-  nemlich 

•»  +  i-(»  +  ^  +  T'  +  (^+i  +  T  +  ¥) 
-(»+     ^  +  T  +  ¥  +  Ä^  +  --- 

Nimmt  man  nun  die  Summe  zweier  auf  einander  folgender 
Glieder  I  +  ^  ...  +  ^  _  (1  +  |  +  ..+ 1)=_^^ 

SO  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Summe  der  2r  ersten  Glieder 

11  1 

=  "■  (o2  +  94- •+  02^)  *^*-  Lässt  man  r  unbeschränkt  wach- 
sen^ so  erhält  man  eine  Reihe,  welche  nur  einen  Theil  der 
Glieder  der  Reihe  2)  enthält,  und  daher  um  so  mehr  conver- 
giren  muss ,  da  letztere  convergirt.  Die  Grenze  der  2r  erste« 
Glieder  ist  also  ein  bestimmter  negativer  Werth.  Nimmt  man 
dagegen  zur    Summe  der  2r  ersten  Glieder  noch  das  2r-f  Ite 

Glied,  welches  1  +  ^  +  ^rs  •••  +  ^ — r-  »st,    hinzu,    so 
*  .2         2^  22r+i        '  ' 

wird   die   Summe   der  2r  +  1    ersten  Glieder  1  +  tt  +  ;ci^ 

2         2' 

1  1  1 

"f"  95  "i"  97  •  ♦  •  +  9~X    ®*"®  Reihe ,  welche  aus  denselben 

Gründen,  wenn  r  unbeschränkt  wächst,  einen  bestimmten  po- 
sitiven  Werth  hat. 

Da  es  uns  aber  besonders  interessirt  die  Fälle  kennen  zu 
lernen,  in  welchen  eine  Reihe  convergirt,  so  wollen  wir  nun 
annehmen  a  sey  positiv ,  so  dass  die  Glieder  der  Reihe  ab^ 
nehmen*).  Hier  ist  nun  in  einem  bestimmten  Felle  die  Ent«^ 
Scheidung  sehr  leicht.  Wenn  nemlich  die  Glieder  der  Reihe 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  und  zugleich  der  Zah-*- 
lenwerth  der  Glieder  beständig  und   unbegrenzt  abnimmt,    so 

*)  Wenn  die  Glieder  theils  zunehmea  theils  abnehmen,  lassen  sich, 
wie  sich  von  selbst  yersteht,  hei  der  grossen  Mannigfaltigkeit  der  hier 
möglichen  Fälle,  keine  allgemeinen  Regeln  geben. 
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dass  er  zuletzt  um  keine  angebbftre  Grösse  voa  Null  verschie- 
den ist,  so  wird  die  Reihe  convergiren. 
Sey  diese  Reihe 

und  tiy  ^  U.S.W.  positire  Grössen.    Man  setze 

Wir        =   h  —  *2  +  '3  —  '4  +  .  -  '2r-l  —  tir 
H^2r+1==  <i  — <2  +  '5--'4.-.-4-'«i^l  — '«r  +  'ar+l 
Tf 2r+2  =   'i  —  *2  +  '3  —  '4    •  •  4  ftr-l  —  Hr  +  *2r+l  —  /2r+2 
SO   ist    fr2r+l  —    Wir  =   '2r+l,      Tf2r+1  —   W^2r+2  =  /2r+2. 

Da  nun  mit  wachsendem  r,  unserer  Annahme  gemäss,  sowohl 
ttr-^x  als  /2r+2  sich  Unbegrenzt  der  Null  nähern,  so  ist  dies 
auch  bei  den  Differenzed  W%r-^i—W%r  und  Wir-^-i—Wtr^i 
der  Fall,  d.  h.  W^ry  Tr2r+i,  Tr2r+2  oder,  in  Worten,  die 
Summe  jeder  geraden  wie  jeder  ungeraden  Anzahl  der  ersten 
Glieder,  nähern  sich,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt.  Ferner 
sind  die  Differenzen  ti  —  i^^  i^  —  t^  u.  s.  w.  sowie  die  Diffe- 
renzen ^2 — hj  U—'h  ö«s. w.  positive  Grössen.    Nun  ist 

W%r  =   (^1— <2)  +   ('3  —  ^4)  ...   +   (/2r-l  — /2r) 

=   'l  —  {'2  —  '3)  —  ('4  —  '5)  •  •  •  —  ('2r-2 —  ^2r-l)  —  tir 

also 

W2r  >   h    —  t2 

<  h 

Ebenso  hat  man 

W%r+1   =   {h—h)   +   (^3-r-'4)...+  ('2r-.l— f2r)   +   ftr+l 
=   ^1— (&— y  — (/4— /s)...  — (^2r— /2r+l) 

ahso 

W2r+1  >   h    —   h 

mithin  sind  Wir  und  W%r^x  beide  zwischen  den  positiven 
endlichen  Werthen  ^x  —  h  und  /i.  eingeschlossen,  und  da  sie 
sich,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt  einander  nfthern,  so  müs- 
sen sie  sich  auch  unbegrenzt  einem  und  demselben  positiven 
endlichen  Werthe  nähern,  d.  h.  die  Reihe  22)  convergirt  und 
hat  einen  endlichen  positiven  Werth. 

Ein  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  Reihe 

11  1  1  1 


•     •• 


Hier  ist,  abgesehen  vom  ^ichea,  -^^  = 
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r  1 


<-     '+'    i+i' 

r 

also  er  =  — ,  mithin  a  immer  positiv  und  unbegrenzt  abneh- 
r 

mend.    Zugleich  nehmen   auch   die  Glieder   der  Reihe  unbe-> 
grenzt  und  beständig  ab  und  sind  abwechselnd  positiv  und  ne- 
gativ, folglich  convergirt  die  Reihe,   während  sie    divergirte, 
wenn  alle  Glieder  dasselbe  Zeichen  hätten  (§.  45). 
Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  Reihe 

1  2  3 

23)         «93  +  «33  +  m33  


wo  m  eine  positive  gebrochene  oder  irrationale  Zahl  bedeutet. 

r 

Set^t  man  «33  =  tr  so  ist 

(1--) 
^r±l  =  ^-;:^  = -''-    (Kap.  5  Form.ie) 

dieser  Ausdruck  nähert  sich  aber  offenbar,  mit  wachsendem  r, 

unbegrenzt  der  Einheit.     Nimmt  man  r  grösser  als  m,  so  ist 

m  1 

1  —  —  positiv  und  zugleich  kleiner  als  1  -j-  — .      Von    die- 
r  r 

sem  Werthe  von  r  an,  werden   also   die  Glieder  abwechselnd 

positiv  und  negativ  seyn,   da  der  Quotient  zweier   unmittelbar 

-{1-^1 

f 
aufeinanderfolgender  Glieder  — ,    also    negativ    ist. 

'     1  +  - 

r 

Zugleich  werden,  von  da  an,    die  Glieder  unbegrenzt  abneh- 

r 

men.    Um  nemlich  aus  «33  die  folgenden  Glieder  abzuleiten,  muss 
man  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  diesen  Ausdruck  allmälich 

i_ü?  (1  _ ^)  (1  _  J??_)  (\^m — ^)(i_.^) 


mit 


l  +  i'{, +1,  (,  +  _^)\l+l)(l+_^)(,4.J_) 
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U.S.  w.  nraltipliciren ,  oder,  was  dasselbe  sagt',  mit 


1 


■+'+"■ 


r — tn 
11111 


j.l+^*j,      1  +  m  '  j      14-111    ^       1-hm  *  ^       i+m 

'^  r — m  r — m-\-l  r — tn         r — m-fl      '  r— m+2 

u.  s.  w.  Der  Zähler  dieser  Produkte  ist  immer  die  Efnheit, 
der  Nenner  dagegen  wächst  mit  der  Anzahl  der  Faktoren  über 
jede  angebbare  Grenze.     Denn  setzt  man  1  -fm=ra,  r — fii  =  Ar, 

so    geht    das    Produkt    (1  ^ -^— )   (1  H ^— -  )  .  .  . 

r — fii  r — fw-f- 1 

1  -4-  in 
(1  H ■   )   in  das  Produkt  A)  über,   von  welchem   wir 

($.  46)  bewiesen  haben  ^  dass  es  mit  unbegrenzt  wachsendem 
s ,  über  jede  angebbare  Grenze  wächst.  Also  müssen  die  Glie- 
der der  Reihe  23]  unbegrenzt  abnehmen  und  mithin  conver- 
girt  die  Reibe. 

60. 

Wenn  dagegen  die  Glieder  der  Reihe  22}  zwar  beständig 
aber  nicht  unbegrenzt  abnehmen,  sondern  sich,  abgesehen  vom 
Zeichen,  einer  bestimmten  Grenze  k  unbegrenzt  nähern,  so 
wird  die  Reihe  oscilliren  und  zwei  verschiedene  positive  Wer* 
the  haben,  je  nachdem  man  die  Grenze  der  Summe  einer  ge- 
raden oder  ungeraden  Zahl  der  Anfangsglieder  sucht.  Man 
beweist  nemlich  in  diesem  Falle  ebenso  wie  im  vorhergehen- 
den, dass  sowohl  Wir  als  Ifsr-f-i  zwischen  zwei  positiven 
endlichen  Grenzen  eingeschlossen  ist,  die  Reihe  kann  also 
nicht  divergiren.     Da  nun  W^^^^  —  ^2r  =  hr+i—  '2r+2  , 

W^2r+4— ^2r+2  =  '2r+8— '8r+4  «S.  W.  und  hr+l~hr+2  y 

tir-j-s  —  ^2f.-|-4  ™>*  wachsendem  r  zuletzt  unter  jeden  angeb- 
baren Werlh  sinkt,  so  müssen  sich  W^r  ,  1^2r+2,  W^2r+4  ••• 
derselben  Grenze  nähern,  sie  heisse  g.  Ebenso  findet  man 
dass  auch  W^r^i  ,  W^r+s ,  ^ir+b  •  •  •  sich  einer  und  der- 
selben Gränze  nähern.  Nun  ist  aber  »Tg^i  =  W^r  +  hr+i 
folglich   muss   sich   H^j^^i  ,   mit  unbegrenzt  wachsendem   r, 
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auch  unbegrenzt  dem  Wertbe  g-{^k  nähern.  Eine  Reihe  die- 
ser Art  ist  die  in  $.  43  betrachtete  Reihe  3)  bei  welcher  die 
Zahlenwerthe  der  Glieder  sich  der  Einheit  nahem. 

Wenn  man  — m  statt  m  in  der  Reihe  23)  setzt  ^  so  geht 
diese  in 

24)  -*93  +  ""'S  +  -*ö  +  . . . 

aber.    Setzt   man   wieder      fQ  =  t^ ,  so  findet  man  — 


tr 


(1+y) 


r-,  die  Glieder  der  Reihe  sind  also^  von  Anfang  an, 
nit  «bwechselnden  Zeichen  versehen.     Ist  nun  m  >  1  so  ist 


l-h- 

f 

T-  grösser  als  die  Einheit;  die  Reibe   kann  also  nur  di- 

1  +  - 
r 

vergiren    oder  oscilliren  {§.  58),    sie   wird    aber   divergiren. 

1+-  , 

Denn ,  da  — r-  =  1  -| r-  so  muss  man,  um  die  folgen- 

r 

f* 
den  Glieder  zu  finden,   (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)       33 

«  .      .    •       wi — 1      ,,    ,  tu — 1.  .-    ,  tn — 1. 

allmöfich  mit  1  -^  — -- -  ,    1  -| :—     1  +— r-;r   «s.w.  mul- 

r  -j-  1  r-\-  1  r  -|-2 

^     ^     ,  .    /.    •  wi — r  .,   ,  tn — I.        ,.   .    fw      1   , 
tipliciren.    Das  Produkt  (I  +^  (1  +  ^r:^)  ..•(«+  ,^17^) 

geht  aber,  wenn  man  m  —  )  (welches  positiv  ist)  =  a  und 
r  -\-1  SS  k  setzt,  in  das  Produkt  A  des  §.  46  über^  und  wächst 
also;  mit  unbegrenzt  wachsendem  «,  über  jede  angebbare 
Grenze,  folglich  wachsen  auch  die  Glieder  der  Reihe  über  jede 
angebbare  Grenze. 

Ist  m  =  1  ,  SO  ist  —  =  1  ,  die  Glieder  der  Reihe 

1 

i  +  - 

r 
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behalten  also  denselben  Zahlenwerth.    Nun  ist  ~^^  =  —  nt , 

also  ~^^  =  —  1 ,  die  Reihe  geht  mithin  in 

—  1  ^i  —  i  +  l  —  i-i-i—  .... 

über^  d.  h.  sie  oscillirt  und  hat  die  zwei  Werthe  0  und  —  1. 

r                  1  ,^T 

Ist  m  <!  1   so  setze  man ^  =  ^ .     Nun 

r  r-l-m 

muss  man   um  die  folgenden  Glieder   (ohne  Rücksicht  auf  das 

Zeichen)  lu  erhallen,  -»  mit  — i^ ,  (—i^-L^^^ 

'r-f-w  r-j-w         r+m+l 

u.  s.  w.  multipliciren.     Setzt  man  aber  das  positive   1  —  fn  =  a 

und  r  +  ^  =  *   so  sieht  man  dass  das  Produkt  (1  -| ) 

r-f-m 

angebbare  Grenze  wftchst,  die  Glieder  der  Reihe  nehmen  da- 
her unbegrenzt  ab,  folglich  cpnvergirt  die  Reihe. 

61. 

Es  soll  nun  vorausgesetzt  werden ,  dass  die  Glieder  der 
Reihe  21]  sämmtlich  positiv  sind  und  beständig  abnehmen. 
Kann  man  Bedingungen  nachweisen  unter  welchen  eine  solche 
Reihe  convergirt,  so  versteht  es  sich  voh  selbst,  dass  sie  auch 
noch  convergiren  muss,  wenn  einzelne  Glieder  negativ  werden 
(vgl.  $.  49). 

Die  Beurtheilung  der  Beschaffenheit  einer  solchen  Reihe 
gründen  wir  auf  folgenden  einfachen  Satz. 

Von  den  zwei  Reihen 

21)  'i  "h  '2  "h  's  •  •  •  "h  ^r  "4"  •  •  •  •  '^ 

25)  t?i  4-  f?2  +  f?g   .   .   .  -f  f?^  4-  .   .   .   . 

welche  nur  positive   Glieder  enthalten,    wird   die  zweite  con- 
vergiren,  wenn   die  erste  convergirt  und  zugleich  allgemein 


«r  ( 


r 


/'  . 
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Dagegen  wird  die  zweite  divergiren,  wenn  die  erste  divergirt 
und  zugleich  allgemein  « 


.  Im  ersten  Falle  nemlich  ist  ^ 

«r 

» 

«2     *5 

«Iso 

ebenso  findet  man 

•*< 

U 

fi^ 

h 

u.  s.  w.     Mithin 

«1 

<>3    +   *>♦   +    «'s 

+ •••  ^ 

*3    +    '4   +   's    +    ... 

©1  'l 

oder 

©5    4-    «?4   +   <>5    +    •    •    -    <    -T    ('s    +    ^4   +   i?4   +    •  •  •) 

Ist  daher  ^s  -h  'i*  +  ^5  ~h  •  •  *  ^^^  mithin  die  Reihe  21) 
convergent,  so  mtiss  auch  ©j  + 1)4+  C5  +  .  . .  eine  convergi- 
rende  Reihe  seyn  und  mithin  auch  die  Reihe  25). 

Im  zweiten  Falle  zeigt  man  ebenso  dass 

also  <>3  +  •'^  +  •  •  •  •  >  t"  ('3  +  '4  + ) 

•i 

Ist  nun  ^5  -t"  /4.  +  .  .  .  eine  divergirende  Reihe,  mithin 
auch  die^  Reihe  21),  so  ist  auch  die  Reihe  25]  divergent. 

Nun  giebt  es  aber  eine  Reihe  mit  beständig  abnehmenden 
positiven  Gliedern,  deren  Beschaffenheit  leicht  zu  bestimmen 
ist,  und  welche  daher  bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung  in 
Ähnlicher  Weise  zur  Grundlage  dient,  wie  früher  die  Reihe  11)- 
Es  ist  dies  die  Reihe 


welche  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  m  gro- 
sser oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  tot.  Es  isl  ein- 
leuchtend, dass  die  Glieder  wachsen  und  also  die  Reihe  diver- 
girt,  wenn  m  negativ  ist,  wir  haben  daher  nur  den  Fall  zu 
betrachten  wenn  m  positiv  ist.  ^ 

Vergleicht  man   dann   die  Reihe  mit  der  Reihe  21)  und 

1  1  ,  ,      'r-fi  r» 

setzt  I-  =  —  ,  tr4-i  =  ' — --Z —  so  folgt  — —  = ,    ,  ,, 

1 
= —  .     Dieser  Ausdruck  nflhert  sich  offenbar^  mit  un- 

(1+-)- 

begrenzt  wachsendem  r,  der  Einheit,  und  setzt  man  ihn  = 

so  ist  a  positiv  und  die  Reihe  gehört  folglich  zu  denen,  deren 
Beschaffenheit  jetzt  untersucht  werden  soll 
Ist  m  =  1  so  geht  26)  in  die  Reibe 

11  1 

5)         >  +  y  +  y  +  •  •  •  +  T  •  •  • 

aber ,  deren  Divergenz  schon  bewiesen  worden  ist  ($.  45). 
Ist  m   <  1  ,  also  m  s=  1  —  A  so  ist  in  der  Reihe 


1 


+  21^  +  3i=*  •  '  •  +  ^i^k  +  •  •  • 


l  rk  1 

jedes  Glied  -— ^  rz  —  grösser  als  ■—  •).     Diese  Reihe  muss 

also  umsomehr  divergiren,  da  die  Reihe  5)  divergirt. 

Sey  nun  m  >    1.     Man  thelle  die  Glieder  der  Reihe  26) 
in  Gruppen  ab,  so  dass  eine  solche  Gruppe  die  k  Glieder 

'")  (klfiyii  +^i+2)m   +   •  •    •  +  (2^ 

enthält.    Nun  ist  offenbar  die  Summe  dieser  k  Glieder  kleiner 

k  k 

«Is  TTT-ir-  und  um   so  mehr   kleiner  als  -—  d.  h.  kleiner  als 

.^^  ^*    Setzt  man  aber  allmälich  statt  k  die  Werlhe  1,  2,  4, 
8,  16  U.S.W,  so  erhält  man  aus  27)  die  Gruppen 


•)  Nur,   w€nQ  r  =  1 ,  ist 


1  1 


ri-k  r 
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5«    ^    ßm  ^   7m   ^   gm 

u.  s.  w. 

welche  zusammenaddirt  die  Reihe  26),  mit  Ausnahme  des  An- 
fangsgliedes 1),  wiedergeben. 

Nach  dem  Vorhergehenden  hat  man  aber 

1  1  1 

;^  4  7^ 


3m       4m         2«-i 

1    A     1    1        1 

gm  -^      •  •    Ißm    ^  gm^l 

0.  s.  w. 
also 

+  4m  +   5m  +  •  '  •  <   „„^1    +   fom-n2  +   /om-1^5  + 


3m     I     4m     «     5m     I  -^   gn^i      I     (2m-l)2     i     (2'»-l) 

1 

Setzt  man  nun  =  o?,  so  ist 

2m-l 
1  1  1  11*1« 

-{-...  :^  «  +  «*  +  a?'  -}"•••  • 

diese  Reihe  convergirt  aber,  wenn  a?  -<  1,  d.h.  wenn  m>  1, 

umsomehr  muss  mithin,  in  diesem  Falle,  die  Reihe  .Tm -|- j^ 

1 

"f"  Km  "h  •  •  •  convergiren  und  folglich  auch  die  Reihe  26). 

62. 

Hieraus  ergiebl  sich  nnn  weiter  folgender  Satz: 
Wenn -die  Reihe 

25)  ©1    +   *'2   +    •   •   •    +   ^r   +    •    •    • 

nur  positive   und  abnehmende  Glieder   enthält  und   man  set^&t 
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^r+1  1 

^--^  =  :i-- — .  so  dass  ako  a  positiv  ist,  es  nihert  sich  aber 

a,  mit  onbegrenzt  wachsenden  r,  «nbegreiucl  der  Noll,  so 
wird  die  Reihe  convergiren  oder  dirergiren,  je  nach- 
dem das  Prodnht  ra^  mit  unbegrenzt  wachsendem  r^  sich  ei- 
ner Grenze  nihert,  welche  am  ein  Angebbares  grösser  oder 
kleiner  ist  als  die  Einheit 

Man  nenne  diese  Grenze  L  Sey  zuerst  A  >  1 ;  man 
kann  also  eine  Zahl  m  finden  welche  zugleich  um  ein  Angeb- 
bares kleiner  als  k  und  grösser  als  die  Einheit  ist.  Setzt  man 
daher  k  :=  m  +  k,  so  ist  A  eine  angebbare  positive  Grösse. 
Sobald  aber  r>  1  ist,  hat  man  nach  Formel  20) 

1  •  11  *       1  5        1 

(1+-)=  !+•»   .±  +  «35. -5  +  «»._+... 

also 

1  •  1       1  *       1  «1 

11+7)  -  1  =-»  .  7  +  -»  .  ^  +  r»  .  ^  +... 

und 

1  •  1  *       1  *       1 

r  [(1  +  -)  -  1]  =  -»  +  •»  •  7  +  -»  .  ;:i 

Nun  ist  (S  59) 

s  3 

«8  +   i"Ö   +    .  .   . 

eine  convergirende  Reihe,  ihr  Werth  sey  10,  der  Ausdruck 

L    [«S  +  m»  +   ...1  =  ^ 

r  ■■         r 

muss  sich  also,    mit  unbegrenzt  wachsendem   r,    unbegrenzt 
der  Null  nähern,  um  so  mehr  muss  dies  bei  dem  Ausdruck 

2      1"  8        1  1        a  B       j 

«».  -  +  «^33  .  -j  +  ...  =  -["•»  +  ••».  -  -f-...] 

der  Fall  seyn.    Der  Ausdruck  r  [(1  H )  —  1]  muss  sich  also, 

1 
mit  unbegrenzt  wachsendem  r,  dem  Werthe  m93  =  m  nähern. 

Nun  ist  aber  A  =  m  -|-  A,  d.  h.  die  Grenze  welcher  sich  ra 

1  *" 
nähert^  ist  grösser,  als  die  Grenze,  welcher  sichr[(l-j — ) — 1] 

1^ 


i 
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nähert,  mithin  hat  man  auch,  von  irgend  einem  Werthe  des  r 
an  gerechnet, 

«  >(1  +  7)  -  1 

oder 

1  1 


Vergleicht  man  aber  die  Reihe  26)  mit    der  Reihe  21)  so  hat 
man,  wie  oben  bemerkt  wurde  (§61) 

*r±^  =  — '— ,   folglich  ^!±i  <  *^.    Da  aberm>l, 

r 
so  rauss  die  Reihe  26)  conyergiren  und  mithin  auch  (§.61)  die 

Reihe  25). 

Ist  k  um  ein  Angebbares  kleiner  als  die  Einheit,  so  muss 

von  einem  gewissen  Werthe  des  r  an  ra  <  1    oder  «  <  y 

11 

seyn    also  >  —f.    Vergleicht  man  aber  die  R«ihe 

^  +  «        1  +- 

r 

5)       1  +  T  +  T---  +  7  +  --- 

1 

welche  divergirt,  mit  der  Reihe  21),  indem  man  «,=  —  sete», 

so  ist  ^  =  — ^T ,  also  ^!±i  >  ^  mithia  muss  die 

'••         1  4.  1  '••  *•• 

r 

Reihe  25)  divergiren. 

Untersucht  man  nach  diesem  Satze  die  Reihe 
1        1     ,1.3      l  1.3.5      1 

T  •  y  +  r~4  •  T  +  2TTT"6  •  T  +  •  •  •    . 

1.3...2r— 1         1 
göfindetm«n,da88sieconvergirt.  Hierist«^—  TT~2r~  '  2r+l 

1  .  3  .  .  .  2r  4-  1  1  ..u-     "'•+1 

und     Da-xi     = .     .; „    miinin 

una     cr+i  3,4...2r  +  2  2r-|-3  «r 
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_  _  t^±  11!_ ? 

-  {2r+2j'(2r  +  3j  ~  ,    ,      _3_  4.        ^ 

"^2r+l  "^  (2r+l)2 

3  2 

und  a  «=  ,; — r— r  +   - — T-rrTj  also  nähert  sich  a  unbegreast 

2r+l         ('2r+l)'* 

dem  Wertbe  Null. 

3r  3 

Aber  ra  >   r — r-r  oder  ra 


r 

3 
Nun'  nähert  sich  der  Ausdruck ,     mit    unbegrenzt 

wachsendem  r,  dem  Wertbe  — ,  also  ist  k  um  ein  Angebba- 
res grösser  als  die  Einheit. 

Dagegen  divergirt  die  Reibe 

1     ,1.3        1.3.5 

■2+2.4  +  t  .4  .  6  +  •  *  ' 

1.3..2r— 1  1  .  3 . . . 2r-|-l.     . 

den.  hier  ist  •,  -=     g  ^    g^    ,  «v+i  -  2.4...2r+2  '^'^ 

M:l  _  2i±i   ^ L_   „„d  «   =        1         „ithln 

•r  2r  +  2  ,    ,    _L_  *'•+* 

"•"  2r  +  1 

«•«  ^  s — TT  =  —  ^t  d.  h.  4  =ss  ---;   also   k  um  ein  An- 

r 
gebbares  kleiner  als  die  Einheit. 

63. 

Es  wurde  früher  ($.  59)  nachgewiesen  dass  dLe  Reihe 

1  »  8 

«»  +  ••»  +  «»SB   f  ..  . 

wenn  irt  einen  positiven  gebrochenen  oder  irrationalen  Werth 

r 

bedeutet,  convergirt  und  von   dem    Gliede  «93   an  abweoh- 
si^lride  Zeichen  hat,  sobald  r  ">  m.     Diese    Reihe   wird   aber 

r 

auch  noch  convergiren,  wenn  man  allen  Gliedern,  von  miß  an. 
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I 

dasselbe  Zeichen  giebt.     Diese  neue  Reihe  erhält  man  nemlich 

j m  ^ w 

•■  r         ■  r 

wenn  man  «95  mit  statt  mit t-  knultiplicirt,  und 

1  1 

r  r 

dieselbe  Veränderung  bei  den  Quotienten  der  folgenden  Glieder 

r  I  r 

macht.  Setzt  man  aber =  y— —  so  folgt  a  = 1 

r  r 

1         1»     ' 

^^;  mithin  ra  =  welcher  Ausdruck,  mit  un-? 

r  r 

begrenzt  wachsendem  r  sich  dem  Werthe  1  +  m  unbegrenzt 
nähert  y  also  A  sc  1  -f  m ,  mithin  convergif t  die  Reihe.    Setzt 

P 
man  m  =  -^  wo  p   und   q  positive  ganze  Zahlen  sind,   so 

9 
bat  man  ($.  41) 

d.  h.       (1  +.^35ä?  +    ^»a?^    ^-  .  .  .f  +  (1  +  a:f 

also        (1  +»»+»»  H-  .  .  /+  (1  +  1)' 

Da  nun ,  wie  soeben   bewiesen  wurde  y   die  Reihe  =  1  -f-   ^  ^ 

4-  *  ®  +  . . .  auch  dann  noch  convergent  bleibt,  weiin  man 
allen  Gliedern  das  positive  Zeichen  giebt,  so  folgt  aus  $.  58 
dasA  auch 

V  P 

—1—2  q  P  P 

(1  +   ^»  +    ^»  .  .  .)  =  (1  +  1)  =  2 
oder     (l  +  1)^    =2^=1+  ^»  +   ^»  +  ...  . 


T 
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L  A 

Die  Gleichung  [\  +  x)^  =2^9 
welche  früher  ($.  56)  für  d?  «<  1  bewiesen  wurde,  gilt  also 
auch  für  0?  =  1 ,  und  indem  man  die  dortige  Beweisführung 
unverändert  wiederholt,  sieht  man,  dass  diese  Gleichung  auch 

dann  noch  f ür  o;  =  1  gilt,  wenn  man  statt  —  einen  irratio- 

9 
nalen  positiven  Werth  setzt. 

Es  wurde  ferner  (§.  60)  gezeigt,  dass  wenn   man    —m 

statt  m' setzt,  die  Reihe 

1  % 

nicht  convergirt  wenn  m  ^1  ist,  dagegen  convergirt  wenn 
m  <  1.  In  diesem  letzteren  Falle  wird  aber  die  Reihe  di- 
vergiren,  wenn  man  statt  der  wechselnden  Zeichen,  mit  wel- 
eben  die  Reihe  von  Anfang  an  versehen  ist,  allen  Gliedern 
dasselbe  Zeichen  gibt.     Um  nemlich  diese   neue  Reihe  zu  er- 

r 
halten,  müsste  man  statt  des  Quotienten r-  den  Quo- 

1  +  - 

r 

r                                                       r              1 
tienten nel^men.    Setzt  man  aber  .  =  so 

1+1  i+i    '+" 

•    r  *    r 

ist  a  =  also  ra  =^ ,  dieser  Ausdruck  nä- 

1 +^  1  +  - 

'     r  •  r 

herl  sich,  mit  unbegrenzt  wachsendem  r,  dem  Werthe  1  — m, 
welcher  kleiner  als  die  Einheit  ist,  mitbin  divergirt  die  Reihe. 

Nichts  desto  weniger  gilt,  wenn  wieder  m  =  —  und  —  <  1 

9  9 

ist,  die  Gleichung 

-£  -IL,        -£, 

(1  +  1)  »  =  1  +     ?SB  +     »ö  + 

Denn  es  ist  (Kap.  5  Form.  36) 
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r  — r 


V  P 

Nun  sind ,  sobald  —  <  1 ,  sowohl  JS:  ^  S  als  JS     '  fi5    con- 

g      ^ 

vergirende  Reihen,  und  das  ihrer  Multiplication  entsprechende 
Produkt  ist  der  endliche  Werth  1  ,  mithin  ebenfalls  eine  con- 
vergirende  Reihe.    Daher  hat  man  nach  §.  54 

2  ^^  .  2     ^8  =  1 
oder  2    ^33  s= 


P^ 


— r  — 

aber  2   ^»  =  (1  +  1)^ 

also  5     ^»  =  (1+1)   ^   =  2  * 

Auch  hier  kann  man  wieder  leicht  «eigen,  dass  man  statt-^ 

einen  irrationalen   positiven  Werth  setzen   darf,  sobald  der* 
selbe  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

In  der  Reihe 

1  s  8 

1  _  »35  +  m©  —  »SB  -f-  .  .  . 

bezeichne  wieder  m  eine  positive  gebrochene   oder  irrationale 

H-1  1    —  ^ 

Zahl.    Hier  ist  ^= — —  = r  mithin,  wenn  man  diesen 

r  1 

^  «»         1  +  — 

Im 

1  T  •"  7^ 

Quotienten   =  ^ — j —  setzt,  a  = ,  also  nähert  sich 

1  -|-  a  -Hl 

r 

ra  der  Grenze   1  +  m,  welche  gröj^ser  als  die  Einheit  ist, 

mithin  convergirt  die  Reihe.    Da  aber  1 positiv  ist,  so- 

r 
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bald  r  >  irt,  so  sind  von  da   an  alle  Glieder  mit  demselben 
Zeichen  versehen. 

Setzt  man  —  m  statt  m,  so   ist  der  Quotient  der  zwei 

gllf^iq^nderfolgenden  Glieder  p,   die  Glieder  haben  also 

1   +  — 

r 

von  Anfang  an  dasselbe  Zeichen.     Allein  da  sieh  nun  ra  der 
Grenze  1 — m  nähert,  welche  lileiner  als  die  Einheit  ist,  so 
divergirt  die  Reihe. 
Der  Ausdruck 

m  r 

(1    +  J?)   4=  SmfRx'- 

geht  wenn  man  a?  =  —  1  setzt,  in 


(1-ir  +  i~»  .  {— ir 


über,  und  wenn  m  sc  —  so  folgt 

9 

Pr  ^  P 

l2Jfß{-iY]  +(1-1) 

P  1         P_i       P.^         9  P 

d.h.  [1^^©+   j»— y93...]    4=(1-1) 

Da  nun  eben  nachgewiesen  wurde^  dass    die  Reihe  1*—  ^SB 

+  9  S  —  ...  von  einem  gewissen  Gliede  an  dasselbe  Zeichen 
behält  und  convergirt,  so  bat  man  auch 

P       '     P  P 

—  1  ~2  — 8  a  p 

[1  _   «35  +   y5B_  «©  .  .  .j«:  (i_i)  =  0 

oder         0  =  (1  —  1)^    =  J?  ^ö  H  If 

und  auch  hier  kann  man  wieder  nachweisen,  dass  diese  Glei- 

n 

(shung  ihre  Geltung  behält,  wenn  man  statt  -^    eine    positive 

irrationale  Zahl  setzt. 

Dagegen  darf  man  das    Zeichen   des  Entsprechens  nicht 
durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzen,  wenn  man  —-Ai  statt m 

setzt,  weil  dann  die  Reihe  1        -m©  +-«95      -.  divergirt. 
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64. 
Stellt    man    das  Vorhergebende   mit   dem   Ergebniss  des 
S.  57  zusammen,  so  hat  man  nun  folgendes  allgemeine  Resul- 
tat.     Man  bat,  wenn  m   keine   ganze  positive   Zahl  ist,  die 
Gleichung 

20)  (1  +  0?)*"=  S  m^af 

wenn  erstens  der  Zahlenwerth  von  a?<l,  oder  wenn  zwei- 
tens x=l  und  zugleich  m  entweder  positiv  ist,  oder  ne- 
gativ und  Zwischen 0  und  — 1  liegt,  endlich  drittens  wenn 
w=s: — .1  und  zugleich  m  positiv,  ist  m  eine  gaaze  positivi^ 
Zahl,  so  gilt  die  Gleichung  20)  für  jeden  Werth  von  a,  dann 

r 

ist  aber  die  Reihe  2  m^x^  keine  unendliche,  sondern  fällt  mit 

r      r 

der  endlichen  Reihe  2  ni^af  zusammen.    In  allen  übrigen  Fäl- 

0,M 

len  muss  in  20)  gtatt  des  Gleichheitszeichens  das  Zeichen  des 
Entsprechens  beibehalten  werden,  dann  kann  also  der  Werth 

im 

von  (1  4*  ^)  t^ich^  mehr  durch  die  entsprechende  Reihe  aus- 
gedrückt werden. 

Sind  (1  +  a?)  ,  (1  +  a?)  ,  (1  +  x)  so  beschaffen,  dass 
man  ihre  Werthe  vermittelst  der  Gleichung  20)  berechnen  kann, 
so  gilt  für  diese  Werthe  auch  die  Gleichung 

28)  1  +  a?)"*(l  +  x)'=  (1  +  xf^"" 
d.  h.  man  hat 

29)  2  mhx''  .  2  n»af  =  2  «+«»*'' 
Setzt  man  nemlich 

2  mhaf  .  2  nSäx'  4=  S  A^^ 
also 

1  2  r  1  a  r 

(1  +  m©«  +  m®«a . .  +  mSBa?*' + . . .)  (1+ »»»a?  4- «©«* . .  +  "SSajr  + . . .) 

4=   1  +  idifl?  4  A^iX^  .  .  +  A^^  +  .  •  • 
so  findet  n^an 

r  1      r-1         2     r-8  r  r 

il^=n©4.mg3  nSB  +  m©  1135 . . . -|- m©  =  m+nJB  (Kap,  5  Form  2T) 

TT  T 

«Iso  2  m©af  .  2  »g?x^  4=  Jm+itjBa?'^ 
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Nun  sind,  nach  unserer  Voraussetzung,  die  drei  in  diesem 
Ausdrucke  vorkommenden  Reihen  convergcnt,  folglich  kann  man 
des  Zeichen  des  Entsprechens  durch  das  Gleichheitszeichen 
ersetzen  ($.  54). 

65. 

An   das  Vorhergehende    knüpft  sich    aber    nun  folgende 
wichtige  Frage.     Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  be* 

m 

deutet  (1  +  x)  das  Produkt  von  m  Faktoren,  von  welchen 
jeder  l+x  ist  Dieses  Produkt  hat  also  einen  ganz  bestimm- 
ten Werth,  welchen  man,  vermittelst  der  gleichgeltenden  Reihe^ 
nach  Formel  20]  berechnen  kann.    Ist  m  eine  ganze  negative 

m 

Zahl,  etwa  m  =  —  m\  wo  m'  positiv  ist,  so  bedeutet  (1  +  x) 

^m'  1  m' 

==  (1  +«)     soviel  als  -^ — ,.     Insofern  nun  (1  +  ^)      ©i- 

(1  +  »)"*  ^ 

m 

nen  ganz  bestimmten  Werth  hat,  muss  dies  auch  bei  (1+^) 
der  Fall  seyn.    Ist  o;  <  1 ,  so  dass  die  Formel  20)  gültig  ist, 

m 

SO  muss  man  auch  diesen  einzigen  Werth,  welchen  (1-f-^) 
hat,  finden,  wepn   man  die   gleichgeltende  Reihe    berechnet. 
Anders  aber  ist  es,  wenn  m  eine  gebrochene  Zahl  ist.     Sind 

p  und   q  ganze    positive  Zahlen    und    man    seM   (1  -f*  ^) 

=  (1+^)^)  ^^  bedeutet  dies  einen  Ausdruck,  welcher  so  be- 
schaffen ist,   dass,   wenn   man    ihn    auf  die  Potenz  q  erhebt, 

sich  der  bestimmte  Werth  (1  +  x)  ergiebt.    Gilt  nun  die  For- 

mel  20),  so  wissen  wir,  dass  die  Reihe  S  ^^x^  ein  solcher 
Ausdruck  ist.  Aber  ist  dies  der  einzige  Ausdruck,  welcher 
der  gestellten  Forderung  Genüge  leistet,  oder  giebt  es  nicht 
vielmehr  verschiedene  Ausdrücke ,  welche  die  gemeinschaftliche 

p 

Eigenschaft  haben,  dass  ihre  qie  Potenz   den  Werth  (1  4*^) 

hat?    Hit  anderen  Worten,,  ist  nicht  vielleicht  der  Ausdruck 

P 
(14-^)^  nach  der  Definition,  welche  wir  von  demselben  ge- 
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geben  haben,  ein  vieldeutiger,  und  wenn  dies  der  Fall 
seyn  sollte,  wie  viel  verschiedene  Bedeutungen  hat  er? 

Setzt  man  für  o;  einen  bestimmten  Werth  und  1-}-^=a> 

so  lehrt  die  Arithmetik,  dass  a^=:z'y(f  nur  einen  einzigen 
Werth  hat,  wenn  q  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  dies  ist  auch 
richtig,  insofern  dieser  Werth,  welcher  a  heisse,  ein  reeller 
seyn  soll.      Gäbe  es  nemlich  ausser  diesem  Werthe    noch  c^i- 

q  q 

nen  anderen  reellen  /J,  so  hätte  man  ycf  =  «  und  ya^  =/?, 
also  /J^  =  «^  ,  was  nicht  seyn  kann,  wenn  nicht  a=/J.    Da 

nun  2  9fdx^  ein  reeller  Werth  ist,  so  folgt,  dass  dieser  Aus- 
druck, wenn  q  ungerade  ist,  für  jedes  bestimmte  x  mit  dem, 
nach    den    Regeln    der  Arithmetik   berechneten  Werthe    von 

j/(l  -{-xf  übereinstimmen  muss.  Dagegen  bleibt  es  noch  die 
Frage,   ob  es   nicht  imaginäre   Werthe    giebt,   welche   so 

beschaffen  sind,  dass  ihre  qie  Potenz  den  Werth  (1  -^-xf  hat. 

Ist  dagegen  q   eine   gerade  Zahl,  so   giebt  es  allerdings 

neben  dem  reellen  Werthe  a  noch  einen  zweiten  reellen  Werth 

ß  =  —  a,  insofern  dann  ( —  af  =  a^  ist.      Es   ist  *  also   klar, 

dass  2  ^fßx^  einem  dieser  reellen  Werthe  gleich  seyn  muss. 
Es  wird  aber  diese  Reihe,   wie  wir  leicht  beweisen  können, 

jedesmal  dem  positiven  Werthe  von  j/cr  gleich  seyn,  wel- 
ches immer  der  Werth  von  x  seyn  mag/ 

Sey  nemlich  zuerst  x  positiv  und  —  positiv.    Sey  m  eine 
ganze  positive  Zahl,   so  beschaffen,    dass  —  >  i»  —  1    und 

—  <  m.    In  der  Reihe 
9 

L,  Z  ^JL  ..  1) 

2  "^hx^  =  1  +  -P  0?  +  ~     ,--^ a?*  + 

q  1.2 
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wird  man  an  ein  Glied 


P.     (^    _     1)     .     .    .     .     (X    _     ^) 

9      9  9 ;     m+1 

1.2...  m+1  ^ 

kommen,  in  dessen  Zähler  der  letzte  Faktor  negativ  ist,  wäh- 
rend alle  vorhergehenden  Faktoren  positiv  sind.  Dieses  Glied 
wird  also  negativ  seyn.  Die  folgenden  Glieder  werden,  eben- 
deswegen abwechselnd  positiv  und  negativ  seyn,  während  die 
vorhergehenden  sämmtlich  positiv  sind.  Schreibt  man  also  die 
Reihe  in  der  Form 

*+7*+T72-*  +"^ — 1.2..«—  *  ^^-a^ ^) 

''  ...(£-— m)  (P— (m+1))    __^^  m+2.    P 


+  '    i'.....l.+2     *     (^ - ^+r ^)+ 


p 

m  —  — 


so    ist    jedes    Glied    positiv •    da  i  <  1 ,    also  r-^  (c. 

m  +  2- 


m  +  3 


q 

—  X  u.  s.  w.  ächte  Bräche  sind.    Hithin  ist  der  durch 


P  P 

—  — r 


diese  Reihe   ausgedrückte  Werth  von  (l+x)^   d.h,  S  ^  ip^af 
positiv  *). 

Ist  X  positiv  aber  der  Exponent  negativ  und  —  —  so  ist 

wie  früher  (§$.  56  u.  63)  gezeigt  wurde 

_P 
2     ^^af  =   ~     * 


also  ebenfalls  positiv. 

■      j»— — 

P 

7  El  iit  daher  in  der    oben  ($.  63)  gefundenen  Gleichung   2    9 
P_  Jt 

=  1+^93  +  ,..  för2^  immer   der   posiÜTe  Werth    dieses   Aus- 
drucks SU  nehmen. 


Hl 

Ist  X  negativ,  so  setze  man  statt  dessen  —  x,  so  dass  x 
wieder  positiv  ist;  ist  zugleich  der  Exponent  negativ,  so  hat  man 

(1  -  X)  '=!+(— ^.-a;)+—^-j—| x^  +  .  .  . 

=  2    '»(-«)•• 
Hier  ist   das   allgemeine  Glied 

'    q  q  q         ,       »»t-i 


■i-x) 


1 . 2 . . . r+1 

£.  .  (P.  +  1)  .  .  .  (P.+r)      _^. 

=  (-^  1)    ^  -i — =-i— — -i 0?  "^  es  ist  also  jedes 

^        '  1.2...  r+ 1 

—  r 

Glied  der  Reihe  positiv,  mithin  auch  ihre  Summe  2  ,^Sd{ — xf 

P_ 
Ist  endlich  (1  —  x)^  zu  betrachten,  so   hat  man  wieder 

2  «35 (-  xY  s=  - 


r 


2    *©  {—  xf 

P 

—  r 

also  muss  auch  S  ^S3( — jc)»*  positiv  seyn. 

Aber  auch  in  diesem  Falle,  wo  q  gerade  ist,  ist  nun  die 
Frage,  ob  es  nicht  neben  den  zwei  reellen  Werlhen  noch  ima- 

ginflre  giebt,  deren  qie  Potenz  den  Werth  (l -^-xf  hat.  Die 
Beantwortung  dieser  wichtigen  Frage  soll  in  den  fot^endeii 
Kapiteln  vorbereitet  und  erledigt  werden,  Hier  bemerke  man 
nur  noeh,  dass  man^  nach  dem  Vorhergehenden,  die  Bino- 
mialformel  dazu  benutzen  kann,   den  positiven   reellen  Werth 

des  Ausdrucks  yÄ  direkt  durch  eine  convergirende  Reihe  zu 
berechnen,  sobald  A  positiv  und  _^  2  ist.  Denn  je  nachdem 
A  zwischen  0  und  1  oder  zwischen  1  und  2  liegt ,  setze  man 
-4  =  1  —  X  oder  A  =  l  +a?,  wo  mithin  jedenfalls  x  <  1^ 
dann  hat  man 


1 
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yA  =  (1  +  «)9   =  1  qr—  X  +   *    /    ^        «>  .  .  . 
'^  *  •?  1.2 

=  1  +  _(4_l)  +  -?-jL_(^  -1)>  TF... 

•  5  8    5 

Wollte  man  also  z.  B.  Vx  berechnen,  so  hiitte  man  )/V 

1.2  16 

+  14-^-^)       l_^ 

1.2.3  •  64  +  •  •  • 

also  (Tgl.  %.  69) 

<1+1       1_111       1(1^1      1) 

^  *  ^  3  '   4  1  .  2   •  16  ^*      3-4' 

3  5 
d,  h:  j/y  >  1,076  und  <   1,0777-,    der   wahre   Werlh  ist 

1,0772  .  .  . 

Scheint  demnach  diese  Anwendung   der  Binomialformel   sehr 

beschränkt  zu  seyn,  so  bedarf  es  in  der  That  nur  eines  klei- 

q 
nen  Kunstgriffs,  um  sie  auch  dann  zur  Berechnung  von  yA 

anwenden  zu  können,  wenn  il  >  2  ist.      Denn    man  setze 

A  h 

il  =  Ä  +  a?  =  aj(l  -j )   so   dass  a?  >  *  und  —  <    1 

mithin 

1               1          - 
yAr=,x^  (1  +  *)^  =  a?«   (1  +  1  .    A  + 

1         -(i-i) 
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Hier  sind  Mn  zwei  Fälle    za  unterscheiden.    '  Ist    nemüch   A 
Ueinef  als  das  Doppelte  der  nächst  kleineren  Zähl    a,   welche 

eine  qie  Potenz  und  etwa  =  b    ist,    dann  kann  man  a;  =>=  i 

1 

setzen,  also  ist  A  <  6    und  (i*  —  A)*   =  6  mithin 

11 

Um  also  z.  B.  |/Ö  zu  finden,  sdiriebe  man  j/^9  =:  p8  y^{l  +  ^ ) 

■i(i-i) 

=.2  (1  +  |)*=.2  [1  +  ^  .  4  +  .  ^^.61  +  .  .3; 

und  i^nde  unter  Benutzung  der  drei  ersten  Glieder  der  Reihe, 

|/9  <  2,083...  und  >  2,079...  während  der  wahre  Werth 

2.080...  ist     , 

Derstilb^  Kunstgriff  reicht  auch  noch  aus  wenn  Ä  =  2a, 

h 
also  «  «s  A  und  *^  :=  1  iist« 

X 

Ist  aber  ^#  >  2a ,   so   muss  man   ein  anderes  Verfahren  x 
anwenden.,   welches   übrigens  auch    im  vorhergehenden  Falle 
gebraucht  werden  kann.      Wie   nemlich  A  beschaffen   sey,  so 
kann  man  immer  A  =  x  —  A  setzen ,  man  nehme  nun  für  x 
die  nächst  grössere- Zahl  als  A^  welche  zugleich  eine  ^te  Po^ 

tenzist,  sie  heisse  c  =  e  ,  dann  ist  A=ie  — A  =  e  (1 ). 

9 

q 

Nun  ist  A  eine  positive  Zahl,  welehe  kleiner  als  e    ist,  mithin 
-  <  l  und       :  , 

1  ^  i 

In  der  eingeklammerten  Reihe  werden  alle  auf  die  Einheit  fol- 

8 
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genden  Glieder   negativ;  die  Näheriuigswerth«  von    A^    die 

man  erhält,  indem  man  irgendwo  in  der  Reihe  stehen   bleibt, 

und  die  folgenden  Glieder  vernachlftssigt,  sind  daher  grosser 
ak  der  wahre  Werth. 

« 

8  ■ 

Um   iracb   diesem  Verfahren  1/9  su  finden,  müsste  man 
c  =  27  =  3'  setzen,  also 

11  L  1   ^  • 

T>9-3rl      '     ^®      3-318»      3' 3 -3    18» 

oder 

i     1  111 

l/9_S[l-.3.-g _„  (_^)  _  _.^__  (^)   -....] 

Die  Nfiherungswerthe  sind:  3;  2,33  .  .;  2,l8  .  .  .;  2,13  .  .  .; 
2,10  .  •  .  u.  s.  w.  Hier  ist  es  also  rathsam%r  das  frfthere  Ver- 
fahren zu  benutzen,  welches  zu  einer  rascher  convergirenden 
Reihe  führt,  weil  9  näher  bei  8  als  bei  27  tsl.      Sollte  aber 

z.  B.  |/20  gefunden  werden,  so  gäbö  das alleinihier  aAwand^ 
bare  zweite  Verfahren 

11  L   1  1 

,«/-„A      ort      I      7       JS  ,1  .'      3  •  3  •  3  ,  7  »  , 

1/-20=3[1-^.-— ^(-) --^2-j- (-)  -  ...] 

Die  Näherungswerthe  sind:  3;  2,740,,;  2,718..;  2,715...  Der 
wahre  Werth  ist  2,714... 

66. 

Ehe  wir  dieses  Kapitel  beschliessen ,  sollen  noch  die  frü- 
heren Untersuchungen  über  die  Beschaffenheit  der  Reihen  vllr- 
voUständigt  werden. 

Der  in  §.  62  bewiesene  Satz  lässt  die  Beschaffenheit  der 
Reihe  25)  unentschieden,  wenn  die  Grenze  Ar,  weicher  sich  ra 
unbegrenzt  nähert,  die  Einheit  selbst  ist.  Nur  so  viel  lässt 
sich  noch  sagen,  dass  in  diesem  Falle  die  Reihe  sicher  diver- 
gireii  wird,  wenn,  ra  sich  zwar  unbegrenzt  der  Einheit  nähert, 
jedoch,  von  einem  bestimmten  r  an,  immer  kleiner  als  diese 


i 
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1  1  ¥     •!• 

Grenze  bleibt.     Denn  da  alsdann  a  <  —  also  ^^-j —  > 

r 
so  divergirt  die  Reihe.     Hai  kann  dies  sogar  noch   verallge- 
meinern; die  Reihe  wird  nemlich   auch  dann   noch  divergiren^ 

wenn  zwar  a  >  —  aber  zugleich  a  -< wo    A    irgend 

r  r  —  h  ^ 

■ 

eine  bestimmte  Zahl  bedeutet.    Denn  nun  ist  ^ 1-  '> 


i+«   ,_j.  1 


r—h 
1 
aber ist  der-  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 

Glieder  in  der  divergirendan  Reihe  (§.  46] 
1  _l J_  J__  1 


!_,*    '    2  — Ä    •    3--A    '    '••    '    r~Ä  ^  r+1— Ä 
Hieraus  ergiebi  sich  z.  Bu  dass  die  Reihe 

(%  y+  (5l!)-+  (5r  y, . .  +  (!^')"+  . . . . 

WO  sich  die  Logarithmen  auf  ein  System  beziehen,  in  welchem 

sie  unbegrenzt  mit  den  Zahlen  wachsen  (also  die  Basis  grösser 

als  die  Einheit  ist),    convergirt  oder   divergirt  je  nachdem   a 

grösser   ist  als  die  Einheit,  oder  nicht. 

/log  r\a 
Setzt  man  nemlich  e^  =  \ )  und 


so  ist 


t>r 


1  _  rlog  (r+l)1tf    /    r    x«_       1 
"  ~  L     %  r.  J  •  V+r  "~  1+a 


log  r     irt  /r-f-1 


L%  i»-+i)J  ^  r  ^     ' 

oder,  da  log{r-\-\)  =  log  r  +  log  (l  H ) 

r 

1 a 

«=  1^        %(i+|J  (1  4- 7"-! 

i  -4-        . — ■ 


log  r 


8 


1 


US 


und 


ra 


log  r 


1   « 

Nun  nihert  sich  r  (1  -| )    mit  wachsendem    r    unbegrenst 

r 

1 

dem  Werthe  r  -f-  o  (S«  62),  dagegen  nfihert  sich 


%(l+i) 
1  + 


log  r 
unbegrrenzi  der  Einheit,  obgleich  sein  Werth  immer  unter  die- 

ser  Grenze  bleibt,   da  .der  Bruch  ; immer  positiv 

log  r 

bleibt,   während   der  Zähler  mit   wachsendem   r  sich  immer 
mehr  der  Null  nähert,  und  der  Nenner  unbegrenzt  wäpM^ 

1  a 

Hithin  wird  r ; p-"|  . 

j  top(l+— )  I  .  r  (1  +  —  j"*  zwa^    imn/er 

log  r 
kleiner  als  r  -{-  a  bleiben,  sich  aber  diesem  Werthe  unbe- 
grenzt nähern,  und  folglich  wird  ra  zwar  immer  kleiner  als 
a  bleiben,  sich  aber  diesem  Werthe  unbegrenzt  nähern.  Ist 
nun  a  >  l ,  so  ist  auch  die  Grenze  i  >  1 ,  mithia  conver- 
girt  die  Reihe,  ist  dagegen  a  <  1  so  ist  auch  &  <  1  und 
die  Reihe   divergirt;  i/st  d  =^  1   so  ist  noclf  imme^  ra  <  I, 

1 

d.  h.  a  <  —  und  die  Reihe  divergirt. 


67. 

Als  ein  specieller  Fall  des  hier  vervollständigten  Satzes^ 
ist  auch  die  merkwürdige  Regel  anzusehen,  welche  Gauss 
gegeben  hat*)  und  die  so  lautet:  ; 


*)  DisqoisiL   gen.  circa   seriein    infinit.  Sect.  111   (Gomment.   soc. 
reg.  Gotting.  T.  2). 
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Wenn  der  OuoHeiit  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 
ery^r+i  Bich  in  der  Form 

r  -{-  Äir     +  Azr     +  .  .  .  +  A^, 

»•sf  a^r      +  a^r      +  .  ...  +  a» 

darstellen  iässt,  wo  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und 
es  sind  Zähler  und  Nenner  nicht  identisch,  also  nicht  zugleich 
Ai  —  öl  =  Q,  A2 —  «2  =  0  U.S.W,  so  wird  die  Reihe  con- 
vergiren,  wenn  öj  —  Ai  positiv  und  grösser  als  die  Einheit 
ist  9  in  allen  anderen  Fällen  aber  divergiren. 

Setzt  man  nemlich       '     =   -^ — •  so  ist  nun 

q  ^-1  ^-2  1 

r-^-AiT      -\'A2r     +...  r  +  ^li  +  ^a-  — +  ... 

r 

Dieser  Werth  von  a  nähert  sich,  mit  unbegrenzt  wachsendem 

Vy  immer  mehr  dem  Werthe  Null;   von  einem   gewissen  r  an, 

ist  mithin  der  Quotieüt  -^^  jedenfalls  positiv  und  die  Glieder 

der  Reihe  haben,  von  da  an,  alle  dasselbe  Zeichen«    Ferner  ist 

1 

r 


1  +  ": — I"  -^2  •  -"ä  +  ••• 

■       r  r  ' 

Es  nähert  siöh  also  ra  unbegrenzt  dem  Werthe  üi — Ai.  Ist 
nun  üi  —  Ai  negativ,  so  wird  mithin,  von  einem  gewissen 
r  an,  ra  negativ  und  folglich  auch  a,  also  divergirt  die 
Reihe  (§*  68).  Ist  ai  —  Ai  positiv  und  kleiner  als  die 
Einheit,  so  ist*<lmilhiri  divergirt  die  Reihe.  IstOi— 4i;?;0 
und  etwa  auch  02  —  A2  ^^  0,  a^  —  A^  s=  0  . .  .  so  dass 
Gl  —  Ai  die  erste   nicht  verschwindende  Differenz  ist,   sp  ist 

ra  = p- —  der  Zähler  dieses  Aus- 

l   -\ ^  A2  .  —K  -{-  .  .  .  . 

r  r*  tf 
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drucks  nähert  sieh  aber  der  Grenze  Mall,    also  auch  A  =  0 
und  die  Reihe  divergirt.     Ist  ai  —  il:i=  i,  so  nähert  sich   a 

mit  wachsendem  r,  unbegrenzt  dem  Werthe    ^     —  =  ; 

r-\-Ax        r-f-Ax 

ist  nun  Ai  positiv^  so  bleibt  mithin  immer  a  ^  — ,     ist    Ai 

negativ  as  —  J^^  so  setze  man  JSi  +  1  =A,  die  Grenze  

r — Bx 
1 
welcher  sich  a  nähert,  ist  also  kleiner  als mithin    di- 

r  —  h 

vergirt  die  Reihe.     Ist  endlich  Oi — Ai  positiv  und  grösser 
als  die  Einheit ^  so  ist  i  >  1  und  die  Reihe  convergirt. 

68. 

Nach  §.  66  bleibt  die  Beschaffenheit  der  Reihe  im  Allge- 
meinen unentschieden  wenn  i  =  1   und  zugleich   von  einem 

gewissen  rten  GUede  an  beständig  a  >  —  ist.     Dieaer  Aus* 

nahmelall  tritt  z.  B.  bei  der  Reihe 

ein.    Denn  setzt  man  hier 

1  .  ,  ©r+i  r  log  r  , 

^r  =  —1 s^  *^*  —     =  7 — t    1 X  i — r^|— TT  also 

^       r  log  r  Vr  (r  +  1)  log  (r  +  1) 

(r  +  1)  log  (r  +  1)        ,_^    ^    '       hg  r 

a  — —  1  —  

,r  log  r  r 

nun  ist  ^  ^   \    "^  ^    ^       >  r  +  1 ,  also  a  >  — . 

.  •  log  r         •  •        »         r 

Mali  kann  aber  nicht  blos  beweisen,  dass  diese  Reihe  di- 
vergirt, sondern  auch  folgenden  allgemeineren  Satz  aussprechen : 


*)  Im  Folgenden  bis  in  Ende  des  Kapitels  wird  Torausgesetzt,  dass 
sich  die  Logarithmen  auf  ein  Potenzensjstem  beziehen,  dessen  Basis 
grösser  als  2  ist,  so  dass  log,  2  ein  positiTer  Ifichter  Bruch  ist.  Dies 
gilt  namentlich  Ton  den  natürlichen  Logarithtaiea ,  von  welchen 
später  ftap.  7  $.  79)  die  Rede  sejn  wird. 


\ 


V 
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I        Die  ]^eihe 

30)        1  4.  _L_-  +  -J +  .  .  . 

2  {log  2)  3   (hg  3) 

wird  convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  m  gross  er 
oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist. 

n 

Nimmt  man  nemlich  aus  dieser  Reihe  die  aus  2    Gliedern 
bestehende  Gruppe 

j I    .1       -1 -4—  ■' •     •     • 

(2%  1)  [log  (2%  I)]"*  (2"+  2)  [log  (2%  2)]*" 

1 

2  ^  [%  2  ^  ] 

heraus,  so  ist  jedes  vorhergehende  Glied  grösser  als  das  fol- 
gende, umsomehr   grösser  als   das   letzte,   mithin   die   ganze 

n 

2  ' 

Gruppe  grösser  als  —j^ ^r^f--       d.    h.      grösser      als 

.       2""^  [hg  2"^  f 

*  2  {«  +  if  (%  2)*"       , 

Setzt  man  nun  allmälich  in  dieser  Gruppe  »=1,  2,  3,.,. 
und  addirt  die  entstehenden  Ausdrücke,  so  erhält  man  die  Reihe 

+  — — -r  +  .  •  . 


3  (log  3)  4  (log  4) 

1        r  1        1        1  ,       '1 

weiche  also  grösser  als  -, [2»  "^  3"  "''  4*  "^  "  '   J 

i  i(log2 

:  1         1  _ 

ist.'    Nun  dirergirt  die  Reihe  öü    '    äü  "r  •  •  •  sobald  m^  1 

1 

(§.  61]  also  auch  die  Reihe  30).    Andererseits  ist  diebetrach- 
2 
tete  Gruppe  kleiner  als  — und    um    so 

{2"+  I)  [log  {2"+  if 

1  1 

mehr  kleiner  als  -i d.  h.  kleiner  als  — > ,  folglich 

[log  2)  n  (log2)       t 


m  "1  m   +••'<  m     125^  +  3^^  "^  "   '    J 

3(hgS\  4(%4)  (log  2)  ■' 

11 

Da  nun 1-  5—  +  .  .  .  convergirt  wenn  i»>  1,  so  muss 

dann  um  so  mehr  die  Reihe  30)  convergiren. 

69. 
Hiervon  ausgehend  kann  man  nun  für  den  erwähnten  Aus- 
nahmefall  folgende  Regel   aufstellen.      Ist   -^^  =  - — ; — ., 

t)f         •  1  -|-  er 

/im  ra  sEs  1  und  zugleich  er  >  -—  so  setze  man   . 

r 

Vr+l    _  1 


wo  «1  eine  positive  Zahl  bedeutet,  welche  mit  wachsendem  r 
unter  jede  angebbare  Grenze  sinkt.    Ist  nun 

so  wird  die  Reihe  25]  convergiren    oder  diyergireu  je« 
nachdem  ki  um  ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner    als 
die  Einheit  ist. 

Im  ersten  Falle  wähle  man  eine  Zahl  m,  welche  zugleich 
grösser  als  die  Einheit  und  kleiner  als  ki  ist.  Nun  ist  in  der 
Reihe  30)  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 

r  z'  t  log  r     ^^        i    1  1 


I  +  —  — 

log  r 

tog(\  +  ^) 

da  nun ,    — ; <  1  sobald  r  >  1 ,  so  hat  man  ver- 

log  r 

möge  der  Binomialformel  (§.  64) 


,  %  r     -J  logr 


1  1« 


1'  +  ... .  j  -  j  =  », 


Setzt  mani  ]  -J ; J  —  I  =  ä,  so  dndet  man,  wenn 

log  r      -^  •   ' 

man  die  Entwickelung  des  §.62  wiederholt,  lim\ — ^^  ^      ä1 

L%(1+1)   J 

mithiu,  da  /im  [_-J^I___   „,]  =  i,,  g«  mu.s  rop 

einem  bestinunten  r  an,  A  <  «j  seyn, 

i  1  1 

(1+7)  r    %  (i + -ir  (1  +  y)  (1 + A) 


aJlMr 


mithin      *^ ^  -  1 


**"         (1  +  7)(1  +«i)        (1  +-)(l+A) 

Da  nun  die  Reihe  30)  conVergirt ,  sobald  m  >  1 ,  so  inusi^  in 
diesem  Falle  auch  die  Reihe  25)  convergiren. 

Ist  dagegen  *i  <  1 ,  so  folgt  aus 

Uö^r  (r  ^l)  —  log  r     * J 
dass  von  einem  gewissen  r  an 

<  %  (r+l)  -  log  r  ^loff{r  +  V) 

log  r  ^   ^  hg  r' 

.1..    «^1                1  . 

mitbin >     ■  ,         , — ;; — ;— jt-.      In    der   divergi- 

.   ,     .•■....»*       .      iog  r     .  ,  .    ,      ,     .    .. 

1 
renden  Reihe  29)  ist  aber  ^ :; — - — ; — — :•    der  Quotient 

.         (^  +  7)       logr 
zweier  aufeinanderfolgender  Glieder,  also  muss'  die  Reihe' 25) 
divergiren.  ... 


in 

70.  .  ! 

Nach  dem  Vorhergehenden  Bleibt  mithin  die  Beschaffen- 
heit der  Reihe  25)  nur^ann  zweifelhaft  wenn  ki  =  1.  Je- 
idoch  sieht  man,  dass   die  Reihe  auch  in  diesem  Falle  diverr- 

tgiren  muss,  wenn  ; — r-r ; «i    sich   zwar   unbe- 

log  (r  +  1)  —  log  r 

grenzt  der  Einheit  nähert,  jeloch  von  einem  bestimmten-  r  an 

immelr  kleiner  als  diese  Grenze  bleibt,  weil  dann  noch  immer 

-^-  grösser  als  der  entsprechende  Qaotient  in  der  Reihe  29) 
t>r  •  '  , 

ist  Es  ist  daher  nuk*  der  Fall  zu  betrachten j  wenn,  von  ei- 
nem gewissen  r  an ,  - — ; — --r; ; öi  beständig  grösser 

log  {r  +  \)  —  log  r     '^ 

als  die  Einheit  bleibt,  sich  aber  diesem  Werthe  vtnhegremt 
nfttertt  In  diesem  Falle  kann  man  wieder  eine  Regel  geben, 
die  aber  ebenfalls  ihre  Ausnahme  hat.  ßeVor  wir  dieselbe 
aussprechen,  wollen  wir  jedoch  den  Satz  beweisen,  auf  wel- 
chem nicht  blos  dies^  Regel,  sondern  auch  eine  iganze  Reihe 
Regeln,  durch  welche  sie  vervollständigt  wird,  beruht. 

Man  setze  log  log  p  =  log^  p,  log  log  log  p  =  log^  p 
XL  s.  w.    Dies  vprausg^etzt  wird  die  Reihe 

31)        1  +  ? j^ 

2  logl  log^Z  log^2  ...  log^  2   (to/2)** 

I 

_^  1 + .... 

3  %  3  %»  3  %5  3  . . .  log''  3    (to/3)" 

•I 

convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  m  grösser 

oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist* 

Wir  führen  den  Beweis  dieses  Satzes  indem  wir  nachwei- 

sen,  dass  wenn  er  richtig  ist,  wenn  man  p —  1^ statt  p  setzt, 

9  P 

er  auch  für  p  gelten  [muss.    Die  Ausdrücke  log  2,  log  3  u.s.w. 

können  allerdings  bis  zu  einer  bestimfnten  Zahl  negaitiv  Qder 

gar  Logarithmen  negativer  Zahlen  seyn,  immer  aber  wird  man 

P 
an  eine  Zahl  q  kommen  für  welche  log  q  positiv  ist^  und  um 

so  mehr  log     q,  log     q  u.s.w.     Von  da  an  werdett  Mglletk 


12B 

alle  Glieder  der  Reihe  31)  positiv  seyn,  und  dabei*  werden  wir 
auch  immer  die  Reihe  31)    erst  von   diesem   Glie^e   beginnen 

lassen..    Man   wähle  eine  Zahl  n  so  gross,    dass  log  2    po- 
sitiv ist. 

n 

Hebt  man  nun  aus  der  Reihe  31)  die  aus  2  Gliedern  be- 
stehende Gruppe 

32) L _  +.... 

(2  +  1)  log [2  +  1)  log^2~\-  l)....[to/(2"-|-  1)]"* 


2    "^    log  2  ^    log^  2^  ...[to/z  ^  ] 

heraus,  so  folgt  aus  dem  in  §.\6B  Gesagten,  >dass  diese \Grappe 
grösser  ist  als 

log  2         hg^  2       ...[log  2       ] 


2  (11+  1)  logZ  log[[n  +  1)  log  2]  ....  \log^\(n  -f-  1)  {og  2)]"' 

und  insofern  I6g2  ein  achter  positiver  Bruch  ist,  also2>fo^t, 
so  ist  diese  Gruppe  um  so  inebr  grösser  als 


2  (2n  +  2)  toj  (2«  +  2) . . . .  [log^\2n  +  2)]"* 

Setzen  wir  nun  allmälich  in  32)  für  n  die  Werthe  «,«4-1, 
«  4-  2 ,  .  .  .  .  und  2'  =  /  so  folgt ,  wenn  man  die  so  erhal- 
tene Gruppe  addirt, 

I 

33) . 

{/+  1)  log[l-k'  1)  hgm  +  1).  ..[&/(/-(-  l)f 

l_ 

{/  +  2)  log[l-\^%)  log^ {/  +  2). . .  +  [to/(i  +  2)f 


>n, 


lt4 
1 


*      '  (2»  +  2)  hg  (2»+2) ....  [log^*(2» + 2)" 

^ \ _ -^  +  .  . . . 

(2«  +  4)  log  (2»  +  4) . . .  [hg'^  (2»+  4)]" 


1 


Wfire   nun    die  letztere   in  Klammern  stehende  Reihe,   oder, 
was  dasselbe  sagt,  die  Reihe 

^*) ;:T^-^- ^ TTt+-"' 

2log2log^2...{hg     2)         A  log  4  logH...,{hg     4) 
convergent,  so  müsste  dies  um  so  mehr  bei  der  Reihe 


3%3  log^3. . .  (tog^^d)^        5  log  5  toj»  5 . . ,  (log^^&f 

der  Fall  seyn,  da  jedes  Glied  der  letzteren  Reihe  kleiner  ist, 
als  das  entsprechende  der  vorhergehenden  Reihe.  Es  müsste 
also  auch,  wenn  man  diese  zwei  Reihen  addirt,  eine  conver- 
girende  Reihe  entstehen.    Dies  wäre  aber  die  Reihe 

35)    1 •^— + — j— ^+... 

2 logt log^2 ...{hg^  2)         3 log 3 log^ 3 ... (log^  3* 

welclu^  man  aas  31)  erliftit,  indem  man  p— 1  statt  p  setzt. 
Ist  also  im  Gegentheil,  w^n  >tB^l,  die  Reihe  35)  divergent, 
so  muss  auch  34)  divergent  seyn,  folglich  auch  33)  und',  was 
dasselbe  sagt,  die  Reihe  31). 

Andererseits    ist    die    betrachtete    Gruppe    kleiner    als 

H 

,  um  so  mehr 


(2*+  1)  log (2*+  \)  log^2n  +  l].. .[/o/(2%  1)] 

kleiner  als d.  h.    kleiner    als 

n  n       ^      p  n  m 

log2   log^Z  ...[log  2  ]. 

^     Setzt  man  wieder  für 

II  log2  log(nlog2),..[log     (n  log2)] 

n  allmälich  die  Wqrthe  s,  9  +  lj  ...  und  2'  »=  {,  so  folgt 
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33)  — 

■      I  *  ^1  ■  I  »  ■  ■■    ■     .  n.  ■   ,  I  I    .  j 

(/  +  2)  hg [l  +  2)  %2 (I  +  2) •  • . Uog'il  +  2)f 
1    r  .1  ,- 


loo  21  P-l  m 

*     '  »  .%  (»  hg  2) . . .  [%      (»  %  2)] 
+    -: +..: 


.      :1 


(«+1)  %((«  +  !)  logi)...M     ((*  +  !)  %2)] 

Bei  dieser  letzteren  in  Klammern  stehenden  Reihe,  oder,  was, 
dasselbe  sagt,  bei  der  Reihe 

l 

36) ^ ^ 

2  log[2log2)  lag^  (Ä  %2) ...  [%^  (2  Zop  2)]"*: 

3  %  (3  %  2)  %»  (3  %  2) . . .  [log       (3  %2)] 
ist  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 

log  [r  %  2)  r    log      [r  log  2) 

T» «vT     ••.•■••     I  '1    ■■   A 


•    •    • 


r  lor 


Dieser  Ausdruck  ist  aber  offenbar  kleiner  als 


log  r  log' 


f  i);  ;•  [ 


r  +  l  'log[r^l)   '   log^r+i):'-  [      p^i 

1 

Denn  man  setze  Zop  r=ia]  log  (1 -| )  —h,  s.o  ist  log{r+l) 

==  a+Ä,  ferner  sey  log  [rlogZ]  «=6  so  ist  fo^((r+l)  log  2) 
==  6  -^  A,  nun  ist  Zop  2  ein  ächter  Bruch ,   also  6  <  a  und 

o  -  0 

W  (r  + ')  ^  /oy((r-{-l)  tog2) 
hg  r       ^       hg  (r  hg  2) 

Setzt  man  %(r4-l)=^%r,  %((r+l)  to^2)  =  ji'/05i(r%2), 
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50  ist  mithin  g  <  g\  Zugleich  sind  g  und  g'  grösser  als  die 
Einheit,  also  ihre  Logarithmen  positiv.  Man  hat  aber /o^^(r4 1) 
=  log^  r  +  logg;  %*  ((r+l)%2)  =  log^[rlog2)  +  log g  bIso 

log^r+l)_^       log  g     logH(r+\)  log  2)  ^  ^  logg' 

log^r  hg'^r'         log^[rlog2)  '^  log^[rlog2) 

nun  ist  log  g  <  log  g   und  %«  ^^  ^^a  (,.  /^j2)  mithin 

%  9   ^         log  g 


hg^r         log^(rlog2) 
also  auch 

hg^  (r  +  1)    ^    hg^  ((r  +  l)%2) 
log^  r  log^  [r  log  2) 

Fährt  man  auf  dieselbe  Weise  fort,  so  findet  man  überhaupt 

to/(r+l)        to/((r+l)  log  2) 

.  k  '^  h 

log    r  log  [r  log  2) 

oder  umgekehrt 

k  h 

log   r      .         log  (r  log  2) 

fo/(r+l)        log\(r^\)  log  2) 


Nun  ist 


log  r  hg^ 


log      r 


der  Quotient  der  zwei  aufeinanderfolgenden  Glieder 
1  1 


rlogrlo^^r,...(log^\f'    (r4l)%(r+l)to^«(r+l)...(%'^^(r+l)r 

der  Reihe  35).  Ist  also  diese  Reihe  convergent  wenn  m  >  1, 
so  muss  auch  die  Reihe  86)  folglich  auch  die  Reihe  33)  und 
mithin  die  Reibe  31)  convergiren. 

Setzt  man  aber  in  31)  für  p  den  Werth  1,  so  erhält  man 
die  Reihe  30)  von  welcher  wir  schon  bewiesen  haben,  dass 
sie  divergirt  wenn  m^  1  und  convergirt  wenn  m>I,  ateo 
muss  auch,  unter  denselben  Verhältnissen,  die  Reihe  31)  di- 
vergiren  oder  convergiren-  wenn  man  p=tc2  setzt,  und  über- 
haupt wenn  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 


71. 

•'  I  * 

Wir  hatten  vorausgesetzt  dass  -^—  = 

und  zugleich  lim    - — ; — -4;i ; »51  =  1,  lejdocfa  von . 

^      -  Uog  (r-f  1)!  ~  logr     ^1  '  ^  j  •    ' 

ein^ift  gewissen  r  an,  - — ; — — -? ; — —cti  beständig  grösser 

Inn   (*•    I     1  \ 

als  die  Einheit  bleibt ,  also  1  +  «i  >  .     In  diesem 

log  r 

t'r-l-i                  1 
Falle  $etze  man  -^-^  =c=  r --— ^;  ist 

^'^        .  (l  +  -)  to^  (r  +  1) 

{1+«J 


%  r 

,.      r  to<y«  r 

nun 


lim     ,    u  /    .  ^1?  ^    ,    o      «..    =  *">    so  wird  <fie  Rei- 

he  25)  convergiren  oder  divergiren,  je  nachdött  *"^um^ 
ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  ak  diie  Einheit  ist. 

Im  ersten  Falle  sey  m  >  1  und  zugleich  m  <  k".  In  der 
Reihe,  welche  man  au&  31]  erhält,  worin  man  p  =  Z  setzt, 
nemllch  ^ .     . 

^^^       2  log  2  (%^  2)«  *^  3  %  3  (%«  S)«»  +  •  .  •  . 
ist  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 

1 


(1  +l)%(r+l)    ,_,  ,_  ,    ,,« 


,  1 1 


log  r  r     log 

1 


Jpg»  (r+  l)r 


(1   +  1)   log  (r+1) 


Jj 


r'      *  ^     '     '  r  log^r+l)-log^r)-\m 

I    I      •+-•        ^ » * >      I 

t     ^  %a  r  J 


^i<         '»■■■>■■    I    ^»  ■-       »   *i    ■■!  m0  mm  m      »- 


.'•  l 


%T  l  lo^ 

Insofern     nun,    sobald     man    r    gross     genug     nimmt, 
%M>-+»)-%_-^^l  i      hat  man  fl  + '^ffll^Tf^T 


12» 

also  wenn  man  1 1  H — ^— ^, — r^ —    —  1  =  A  setzt,  so 

L  log^  r  J  ' 

folgt  /im  L; — ^,    ,  .\ -, — 5-  Ä 1  =  «•©   4=  m  <  *"     und 

daher,    von    einem   bestimmten  r  an,  h  <  a^^   mithin       ' 

1 .< L__ 

(1  +  1)  f?^+l)  {!  +  «  )       (1  +  1)  !2i±±}}  (,  4.Ä, 


d«  h.  kleiner  als  der  entsprechende  Quotient  zweier  aufein- 
anderfolgender Glieder  in  der  Reihe  37).  Da  nun  diese  Reihe 
convergirt  wenn  m  >  1  so  muss  auch  die  Reihe  25)>^conver- 
giren.    ist  dagegen  A"<  1  jso  muss  von  einem  gewissen  ran, 

^   lQg^{r  +  l)-log^r  , 


^      *"    r'        log  r      *       log^r 

d.  h.  -^^  ist  grösser  als  der  Quotient  der  zwei  aufeinander- 

folgenden  Glieder 

1  1 


rlogtlog^r'    [r  +  \)log[r  +  \)log^[r-\-\] 
in  der  divergirenden  Reihe 

^  "^  2  log  2  log^  +  •  •  • 

die  man  aus  31)  erhält,  wenn  man  p=  2,  m  =  l  setzt^  mit- 
hin muss  auch  die  Reihe  25)  divergiren. 

Au$  demselben  Grunde  muss  (lie  Reihe  auch  noch  diver- 
giren ,  virenn  zwar  ft"  =  1 ,   aber   von   einem  bestimmten  r  an, 

fo^2  (|.  _|.  \\  —  iQq2  r 
«,,  <  12 —  bleibt.     Die  bisherigen  Regeln  ^as- 

sen  also  die  Beschaffenheilt    der  Reihe    nur  dann   unbestimmt^ 


wenn  r=l   und  zugleich   a  >  l^jl!Lt}}^zJ^ ^      Es 

log*  t 

ist  aber  aus  dem  Vorhergehen'den  leicht  zu   sehen    wie  sich 

diese  Regeln  nun  weiter  fortsetzen  lassen   und   es   soll   daher 

sogleich  das  Allgemeine  ausgesprochen  werden. 


Man    habe   allmälich   für  — -^    die   Ausdrücke 


»r  1  +  «  ' 

1  1 


.  (.  +  ±) ,.  +  ..,     (>  + 1,  fn?^ ,.  +  .., 


1 


^    ^    r'    .    loor  ha*  r        ^    ^    '"' 


^     ^    r^       to^  r  %«r  ,    n-2         ^  ~  »«i^ 


gesetzt,  indem  zugleich 


tofi'      ^ 


lim  [ra]  =1  a  >  — 


r 


'•"•  k(r+l)    -/.Ti:  ^'J  -  ^  "^>  l^r 

Km  r ^'^"'  «  1  =^  1         I.  >  %!(r+l)-%^r 


to^^r 


_J?£_:^ «  Li  „     tog  (>-+i)-%  r 

n-l  n-l      n-l  I  ,|«i  n-l 


n-l  T  n^l        _  n-l 

Um 

so  wird  die  Beschaffenheit  der  Reihe  zweifelhaft  seyn. 
Man  setze  nun 


■»IM  ■■ 


^'+T^  -hfT  -h^^V  -  T"^i^^  ^*  "^  "•) 

9 
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Ist     lim  f —* ^ '■ —  a^\  =  *,! 

so  wird  die  Reihe  convergiren,  wenn  k^um  ein  Angebba- 
res grösser  als  die  Einheit  ist,  sie  wird  dagegen  diver- 
g i r e n ,  wenn  entweder  A^  um   ein    Angebbares    kleiner   als 

die  Einheit  ist,  oder  wenn  k^  der  Einheit  gleich  ist,  jedoch 


(     I 


,  .  .  .  .  ^«  ^  log  (f+l)  — %  r 

zugleich  von  einem  gewissen  r  an,  €c^  <  — : — 


n 

tog  r 


H  n      -  ^ 


bleibt.    Ist  dagegen  a^  >  !21JL+J1 H-ü  so  bleibt  die 

log  r 
Beschaffenheit  der  Reihe  zweifelhaft.     Man  sieht  wie  hierdurch 
die  Bemerkung  in  §.  50  bestätigt  wird. 


«      I 


72. 

Die  vorhergehenden  Regeln'sind  besonders  dann  mit  Mutzen 

Vr+l 

anzuwenden,  wenn  der  Quotient  — ^—  sich   auf  eine  einfache 

Weise  ausdrücken  lässt.  Ist  dies  ni<;Ht  der  Fall  so  kanri  die 
Reihe  26) ,  auf  welcher  die  vorhergehenden  Regeln  beruhen, 
dazu  benutzt  werden,  andere  Regeln,  daraus  abzuleiten,  Aevf^ 
Anwendung  vorzüglich  dann  von  Erfolg  ist,  wenn  'ein  einfa- 
cher Zusammenhang  zwischen  dem  rten  Gliede  der  Reihe  uad 
der  Zahl  r  selbst  statt  findet.  ; 

Man  hat  nemlich  folgenden  , Satz: 

Wenn    in  der  Reihe  25)  das  allgemeine  Glied  t^^  s^  be- 
schaffen ist,  dass  Vr  <  7-^,  wo  h  irgend    einen   bestimnfiten 

Werth  bedeutet,  und  es  ist  zugleich  mp>l,   so   convergirt 

1  

die  Reihe,  ist  dagegen  ©,.  >  - —  und  w^l,  so  divergirt 

die  Reihe. 

Im  ersten  Falle  hat  man  nemlich 


1  1 

Nun  convergirt  dje  Reibe  —  +  ■      ■■      ■  -}-  .•.  sobald iii>  1, 

mithin  auch  die  Reihe  fo^  -f-  Itr+i.  4"  *  •  < 
Im  zweiten  Falle  ist 

.,  +  ..+!  +  ...>-    ^-  +  ^-^^   +...] 

aber  —  +  — Xi  ")"•••  divergirt,  wenn  W^  1,  umsomehr 

die  Reihe  ©^  +  Cr+i  +  .  .  . 
Soll  z.  B«  die  Reihe 


•  •  • 


2^        3* 

untersucht     werden,     so     ist    hier    das     allgemeine     Glied 
1  1 

^r  =  "51  ^  — 1' 

Da  r  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  hat  man  (§'.  56] 

0  12  r 

gr  ^  rg   ^   rg5   ^   rgj  ^  ra5 

wobei  zu  bemerken,  dass  alle  hier  vorkommenden  Binomial- 
coefficienten  positive  (ganze)  Zahlen  sind.  Schreibt  man  diese 
Gleichung  in  der  Form 

.    »-  (»-—1)    . 

SO  .ergieht  sich  dc^raus  sofort 

■  1 

i* 

d.  h.  r  <  2';  f    <  2 

mithin  ^r  ^  tt 

1 

Setzt  man  also  *  =  2,  m  =  1,  so  ist  Or  >  7-»i,  folg- 

»r 

lich^  divergirt  die  Reihe. 

9» 


1S2 

Üei  der  Reihe 

P  P  p 

wo  m  und  p  positive  Zableit  bcdeviten,  ist 

^  1 

r  * 


Nun  ist  (1 )         jedenralls  nicht  grOsser  ri»  die  Einheit, 

1 
mithin  Vr  nicht  kleiner  als  -—:. 

Ist  nun  m  '<  l  ^  so  ist  die  Reihe 

divergent,  foFglich  auch  die  Reihe  39). 

Ist  m  >  1  y  SO  ist  jedenfalls  (1  —  — )        >\y)        y  ^^"* 

1 

bald  r  >2  ist,   mithin  ©;;  <   t^—t- 

Settfl  nan  abo  (— ^       2=  A  so  ist  t^^  ^  — ^,   während 

m  >  1 ,  folglich  convergirt  die  Reihe  39). 

Man  kann  den  vorhergehenden  Sat2  noch  hi  dn^  tinde^ 

ren  Form  aüsdrückeii,   wenn   man  die  Logarithmen  zu  Hülfe 

1 

nimmt.  Man  setze  nemlich  A  =  A  ,  dTso  k  =±=  A^  wo  K 
ebenso  wie  h  eine  bestimmte  positive  Zahl  bedeutet^  Nun  con- 
vergirt   oder  divergirt  die  Reihe,   je   nachdem   ©,.  < 

fit  fft 

kr 
1  _ 

und  zugleich  m  >  1 ,  oder  ©^   ^  und  1»  ^  1 .    Im  er- 

k  r 

1 

1  m  M  1  m         "*9~r 

sten  Falle  ist  -  >  A  r  ,  also  log  -  >fo^(Är)  d.b.^^>»,, 


18S 
1 


hg 


«>r 


im  zweiten  Falle  isl  dagegi^  - — 7-,—  <   w. 

logi[kri 

r%  —1 

Setzt  man  nun  (ifn  \- — rr\\  =  to  so  kann  man  sagen: 

llog  (Ar)J 

Die  Reihe  25)  wird  convergiren  oder   divergiren  je  nachdem 

10  um  ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheil  ist. 


73. 

Dieser  Satz  lässt  die  Beschaffenheit  der  Reihe  zweifelhaft, 
wenn  to  -=:  \^   d.  h.  wenn  t^^  sich  unbegrenzt   dem  Werthe 

~  nähert.  Offenbar  wird  jedoch  auch  it  diesem  Falle  die 
Ar 

Reihe    divergiren,   wenn  v^.  beständig  grösser  r-  bleibt;    ist 

l 

dagegen  Vr  K  t  ^  ^^^^   ^^^   *"  ähnlicher  Weis«,  wie  es 

Ar 

früher  bei  dem  In  §.  62  bewiesenen  Satze  geschah,  auch  kirnt 
eine  Reihe  ergänzender  Regeln  geben,  die  aber  immer  wie- 
der einen  Ausnahmefall,  in  welchem  die  Beschefflenheit  4er 
Reihe  unbestimmt  bleibt,  übrig  lassen.  Auch  hier  dient  die 
Eigenschaft  der  Reihe  31),  dass  sie  convergirt  oder  dlTergirt, 
je  nachdem  m  grösser  oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist, 
als  Grundlage. 

Isl  nemlicli  t^r  <   r-y   so  wird   die   Reihe   «onvergiren, 

wenn  Vr  <    und   m  >•  1,    sie  wird   divergiren, 

Ar  (log  r) 

wenn  ©,.  >  und  zugleich  m  "<  1, 

kr  [log  r) 

Denn  im  ersten  Falle   ist  ©,.  -f-  ^r^i  +••• 

"*•     T  ( m  "^ m  *+•*••) 

r[logf)  {r.-ir\)i^g[rJr\)] 
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wfthrend 1 —   +   .  .  .    con- 

r(loffrr        (r  +  1)  (log{r+  t))"*   . 
vergirt  (§•  68).    Im  zweiten  Falle  ist 

^+«^r+i  +  ...^^  t -+    : --^  +  ...) 

r{logr)  (r+1)  {log[r  +  l)) 

während 1 —^  +  •  •  •  divergirt. 

r(to^rf        (r+l)(%(r-hl)r 

1 

Setzt  man  wieder  *  =  A**  so  kann  man  auch  sagen,  die 
Reihe    25)    convergirt     oder     divergirt  je  nachdem ,    wenn 

r    %^      1 
jjgi  I 1  39  w'  gesetzt  wird,  w'  um  ein  Angebba- 
toff (*r«%r) 
res  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Die  Beschaffenheit  der  Reihe  bleibt  also  zweifelhaft,  wenn 

man  nur  weiss  dass  u-  <  r — 3; —  oder  »'  =  1.  .  In  diesem 

^        hr  log  r 

Falle  vergleicht  man  ©^  mit  welches  das  all- 

r  log  r  [log^r) 
gemeine  Glied  der  Reihe 

2log2{log^2)  Z  log  3  (%»  3) 

i^t,  und  findet  demgemftss,  dass  die  Reih«  25)  cqnvergkt  oder 

1  ^        ^    , 

divergirt,  je  nachdem  ©^  <   —  und  m  >>   1, 

Ar  log  r  [log^  r) 

oder«  t^  >  und  m  "<  1 ,   oder  auch  wenn 

kr  log  r  (log^  r)  *-    >       • 

man  lim — ^^-^ 1  =  «^2  setzt,  je  nachdem  to^ 

log[l^[logrY^log^r)  )  -^ 

um  ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 
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Man  9ieht    Ann    wie  sich   diese  Regeln   weiter  fortsetzen 

lassen.       | 

i 

74. 
Man  kann  übrigens  dieselben  Regeln  auch  in  einer  ande- 
ren Form  darstellen. 

Es  wird^nemlichi  wie   oben  bewiesen  wurde,    die  Reihe 

oonvergiren    oder   divergiren,   je  nachdem   ü,.    <    un4 

hr 

m  >  1  oder  e^  >  —  und  in  <  d.h.  je  nachdem  rü  <  - 


^  r 

hr  hr 

und  m — 1  positiv,  oder  rvr  > und  m —  1    negativ. 

hr 

in-l 

Setzt  man  hs=if     ,  so  folgt  also,   dass  die  Reihe  convergirt 

oder  divergirt ,  je  nachdem  r©^  <  (/jr)        und  1  —  m  n  e  g  a-* 

tiv    oder  rcr  >  (/r)         und  1 — m  positiv.      Also,  wenn 

Hm  |— ^/r^l  =  **i    so  convergirt   oder  divergirt  die  Reihe, 

•f  * 
je  nachdem   Ui  negativ  oder  positiv  ist.      Die  Beschaffenheit 

der  Reihe  bleibt  zweifelhaft  wenn  «2=  0. 

Es  wurde  ferner  bewiesen,  dass  die  Reihe  convergirt  oder 

divergirt,  je  nachdem  Vr  <   ' und  m  >  l ,  oder 

Ar  [log  r) 

tr  > und  m  <  1 ,    also  mit  Beibehaltung  der  obi- 

hr  [log  r) 


gen  Bezeichnung,  je  nachdem  r  logr.tr  <  {f  logr)        und 

1  — m  negativ,  oder  r  log  r.Vr  >  if  ^og  r)         und   1  —  m 

..         ^  ,      ..      flog  (r  logr. foS] 

positiv.  Setzt  man  also  bm  I  ,  \  ^  , — -V  ==  na  so  con- 
■^  t  %  (f  log  r)  J 

vergirt  oder  divergirt  die  Reihe,-  je  nachdem  U2  negativ 
oder  positiv  ist«  Setzt  man  diese  Betrachtungen  fort,  so 
sieht  man  dass  sich  die  allgemeine  Regel,  wie  folgt,  ausspre- 
chen lässt: 
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BS  sey  /tm     — -  «^   ) 

L  hg  [flog      r)  J 

und  zugleich  Ui  =;  0,  »2  =  0  ..  .  .  t^ii-i  s»  0,  so  wird  die 
Reihe  convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  u^  negativ 
oder  positiv  ist. 

^  Die  vorhergehenden  Regeln    von  Anfang  des   §.  72    an 

Würden  alle  einfacher  lauten,  wenn  man  A=  1  setzte.    Dann 

wäre  auch  f=  1  und  die  letzte  allgemeine  Regel  lautete  dann: 

fi-i 
Wenn  lim  r%  (>-%r  %V....%     r..,)^  _  ^^„^  ^^^  ^ 

L  %    r  J  * 

ist  zugleich  t^i ,  «2  .  .  .  t^^^^  Null ,  so  wird  die  Reihe  conver^ 

giren  oder  divergiren,  je  nachdem  u^  negativ  oder  positiv  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  aber  häufig  die  Beschaf- 
fenheit der  Reihen  nicht  30  rasch  erkannt,  ab  bei  der  im  \oßt^ 
hergehenden  angewandten  Form  der  Regeln.  Hätte  man  z.  B. 
den  in  §.  72  bewiesenen  Satz  so  ausgedrückt:  die  Reihe  con- 

vergirt  wenn  ©^  <   —  und  zugleich  1»  >  1,  (fivergirt  wenn 

f>^  >  —  und  m  ^  1  /  so  hätte  man  vermöge  desselben  die 
Beschaffenheit  der  Reih«  38)    nicht  bestimmen  können ,    da  in 

diesem  Falle  ©_  :::z <   —  ist. 

r  .r~ 


*)  Ist  »  =r  1  80  bedeutet  lo^r  den  Werth  r  selbvt 
**)  Mao  darf  auch  noch  n  =s=  0  setzen.    Denn  da  lo^r  =  r  so  ist 

u^  =  Um  [^^]  =  lim  P^l^']     In  der  That  folgt  aber  aas  dem 

Schlnss  des  $.  47,  dass  4ie  Eeihe  oonrergirt  oder  dirergirt  je  nach- 
dem t<o  negatiT  oder  positiT  ist.     Ist  nemlich  vr  <<  ^^   nnd  sogleieh 

9  <  1«  so  ist  -iL^  <   lag  m\  aber»  da  »  <  1 ,  log  »  aegativ»    daoQ 

r 

conTergirt  die  Reihe ;  ist  v^  >  xr  and  «  >  t ,  so  ist  -JÜHL   >  log  x^ 

r 

aber,  da  «p  >  \^  log  »  positiv,  dann  divergirt  die  Reihe. 


IST 

75. 

Ufan  bemerk«  noch  folgende  Regel,  darch  iirelche  sich 
häirfig  erkenoeh  läsfit ,  dass  eine  Reihe  mit  nor  posithien  Gli«» 
dem  divergfrt  Wenn  das  altgemeine  Crlied  ^ eine  Mcki 
Reihe  «r  ist,  und  man  setzt  um  (rt),.)=2A,  so  ^rd  die  Reih« 
divergiren,  sobald  A  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 
W&re  die  Reihe  eine  convergirendjß ,  so  hätte  man  (§.  43) 

Um   (Ur+l  +   t?r+2  +   •   •   •  +  ^2r)   =   0 

Da  aber  die  Crlieditr,  insoforn  die  Reihe  ponvergiren  soU^.aliT 
nehmen  müssen,  so  hätte  man 

nun, ist,  nach  der  Voraussetzung,  2r  «  V2r  einem  von  Nu)l 
versichied^nen  Werthe  Igleich,  also  ^ann  rt>i^  inicht  NuII^seyn 
und  noch  weniger  /im'(tJr+i  +  t?r+8  .  .  .  -J-  f)2r). 

So  muss  z.  B.  die  Reihe  1  +  -x*  +  -o*  •+"*  .  •,  denen 
Divergenz  schon  frahbr  nachgewiesen  wurde  (§45),  auch  des- 
wegen divergiren,  weil  hier  r©,.  =  r  .  —  =  1  ist, 

r 

Man  darf  aber  diese  Regel  nicht  umkehren.  Es  kan^  nenir- 
lich  seyn  das^i  lim  [rvr)  ^^  0  und  die  Reihe  dennoch  diver- 
girt.  Slenn  w^m  auch  jn  dies^^m  Falle ,  wenn  4ie  Glieder  ab- 
nehmen, ür+i  +  t>r+2  .  .  .  -f-  V2r  <  rvr-^i  und  umso^ßhir 
<  ro,.  ist,  also  der  Werlh  dieser  ausrfiliedero  bestehenden 
Gruppe  sich  4inbe^renzt  der  NuU  nilherti  so  kann  doch  di^ 
unendliche  Reihe,  insofern  sie  aus  unzählig  vielen  solcher  Grup- 
pen besteht,  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen.  Ein  Beispiri 
dieser  Art  bietet  die  Reihe 

I      «TTI      ö  "P  •  •   •  • 


2  %  2     '     3  %  3 
deren  Divergenz  früher  (§.  68)  bewiesen  worden  ist ;  denn  hier 

ist  rf>^  =  7 was  sich,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt  der 

log  r  ...■/... 

Null  nähert. 

76. 
Man  kann  sogitr  noch  allgeAei^ier  beweisen,  dass  es  über- 
haupt keine  irgendwie  au3  r  zusammengesetzte  Grösse,   wir 
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wollen  sie  durch  tr  bezeichnen,  geben  kann,  die  so  beschaf- 
fen is4»  dass  eine  Reihe,  mii  nur  posiKven  Gliedern,  conver-- 
girt  oder  divergirt,  je  nachdem  lim  [/^. .  «J  =:  0  ^ier 
IÜN[4|,.fv]  >  0.18t,  Wftre  dies  nemliob  der  Fall,  so  mfUsto, 
naob  dieser  Voraussetzung  die  Reihe 

40)  T  +  T-^ 

1 

dtvergir«n,   da  hier  i>^  =  y  und  nithin  i^  t^  s*z  \  inrare. 

•r 
Demnach  müsste  die  Reihe 

eonvergiren,    da  Um  [ir  t^)  »&  Um 


[■■    ■ ,  -,...■„ — .-„ — 1 


=   55"  =  0  )¥äre. 

Andererseits  kann  man  aber  beweisen  dass  die  Reihe  41) 
divergiren  muss,  sobald  die  Reihe  40]  divergirt. 

Da  Hm  {t^  tr)  ^^  keinem  Falle  negativ  werden  soll,  so  ist 
jedenfalls  /,.  eine  positive  Grösse.  Nun  betrachte  man  eine 
Reihe 

«1  4-  •'2  +  •  •  •    -f-   «»r  +  •  •  •  • 

die  nur  positive  Glieder  enthalten  soll,  so  hat  man 

»1  -h  »2...  -f-  Wr-l 

also  auch 

iii  +  «2  ...  +  «r  +  «H-i  =  (^i  +  «^•-  +  «r-l) 

^*    ^   IIa  4-112. ..  +  tlr.l'  ^      ^   «1+112  +..+tlr^ 

u.  s.  w. 
und,  wenn  man  -  v 

^ =  iL 

setzt,  so  ist  mithin 


1*1  4*  •«  •  •  •  4"  ^h^t 
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^  '    ^  ^   '  «1  +  «2  .  .  .  +  «fwl 

'      ^  '  /  »1   +  »2  ...  +  ür-l 

Ur   +  llr+1   + 


=   1    + 


•    •   •   • 


Ui    +   tt2   •  •  •   +   Wr-l 

Wenn  man  aber  m  Ausdrücke  von  der  Form  Oq  -f*  ^i^; 
bo  -{-  bjx  U.S.W,  mit  einander  multiplicirt^  so  hat  man  nach 
§.  23  und  §.  53 

m 

WO  ^V  die  Variationen  der  mten  Klasse  zur  Summe  r,  gebil- 
det aus  den  Elementenreihen 

*o,  *i 

u.  s.  w. 

bedeutet.  Die  Anrangselemente  jeder  Reihe ,  welche  den  In- 
dex Null  haben,  wie  Aq,  Öq,  ...  tragen  also  Nichts  zur  Summe 
r  bei,  die  vielmehr  nur  aus  den  Elementen,  welche  den  In- 
dex 1  haben,  gebildet  wird.     Setzt  man  daher  diese  letzteren 

m 

Elemente  alle  einander  gleich,  so  kann  man  TF einfacher  aus- 
drücken. Die  Summe  r  wird  nemlich  dann  durch  r  malige 
Wiederholung  des  Elements  aj  gebildet,  d.h.  jedes  der  Glie- 

m  r 

der,  aus  welchen  ''F  besteht,  enthält  den  Faktor  Oi]  die  übri- 
gen m — r  Faktoren  müssen  Zusammenstellungen  von  je  m — r 
der  m  Elemente  Oq,  ft^,  .  .  .  seyn,  und  zwar  lAüssen  noth- 
wendig  alle  Zusammenstellungen  zu  m—'r^  welche  sich  aus 
diesen  Elementen  bilden  lassen,   ohn#  daas  ein  Element  wie- 

»  m 

derholt  vorkommt ,  in  ^V  enthalten  seyn.    Man  erhält  also  ^Vy 

r 

indem  man  4ix  mit  allen  Combinationen  ohne  Wiederho«» 
lung  zur  Klasse  m — r,  gebildet  aus  den  Elenlenten  a^,  b^,  ..u 
multiplicirt  (wobei,  wie  sich  von  selbst  versüahtv  -  die  in  j^eiW 
Form  enthaltenen  Elemente '  dnnsh  MuttipHcation,  und  die  ein«* 
zelnen  Formen  durch  Addition  verbunden  sind).      Bezeklhnnt 
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m  r 

man  diese  Coxnbinationen  durch  €'  so  ist  mithin  ^V^=sa^  C 
und 

Setzt  man  ai^?  ss  1 ,  so  geht  diese  "Pormql  in 

1  8  Uli  |-         M— 1        m 

44)  (l+«o)  (1  4-*0)....  =  l  +  C'  +  C'...+  C'...  +  C'  +  (r 
ab«r.    Jlan  ^txs  nun  Opsi:;)^;  bft-:^kf\'X  u.s.w.  so  bat  maa 

45)  (l+*r)  (l+*r+l)  ....  =  l+C'4-<?'  + 

n 

WO  nun  C  die  Combinationen  der  itten  Classe   ohne  Wieder- 
holung gebildet  aus  den  Elementen  A^,  Ar+i  •..  bezeichnet. 
Ferner  ist  nach  $.  56 

fi 

sobald  ao+  <>i^  +  •  •  •)  ^^^  vrenn  man  alle  Glieder  posi- 

n 

tiy  nimmt^  eine  coovergirende  Reihe  ist,  wo  nun  Ar  ^=-^Cp 
(§.  30  Form.  3J  ist.  Setzt  man  also  a;  =  1  und  auch  wieder 
Ofytsz  kr,  Ol  =s=:kr+i ....  so  hat  man,  sobald  die  Reihe 

*r  +  ^t'+J  +  •  •  • 
deren  Glieder  sämmtlich   positiv  sind,  eine  convergirende  ist, 

(*r  +  kr+i  +  .  .  .  .r=  ^  ''C> 
wo  nun  k^  das  nullte,  kr-^-i  das  erste  Element u. s.w.  ist^  und 

fi 
S  ^Cp  die  Summe  der  säjnmtlichen  Combinationen  mit  unbe- 
schränkter Wiederholung  der  itten  Klasse  aus  den  Elemen- 
ten ÜPr»  ^r+i  .  .  .  .,  jede  Combination  mit  der  dazu  gehören- 
den Permutationszahl  multiplicirt,  bedeutet.    Nun  ist  oiTenbar 

n  'fi 

s  ^Cp  >  er 

da«  bei  positiven  Elementen,  auch  wenn' man  die  Permutations- 
zahl unberücksichtigt  lässt,  schon  die  Summe  der  Combinatio- 
nen ml  Wiederholung  eiiler  geii^issaa  Klasn^  nebr  b^trftgt 
als  die  Summe  der  aus  denselben  Elementen  gebOdelea  Coiu-* 
kiMlionen  ohneWiederkolung  derselben  Klasse,  die  erste  Klasae 
ausgenommen,  welche  in  beide«  Fällen  die  Summe  der  Ble^ 
tuente  iai,    Deteuach  ist  nhQ  ' 


1 

C'    =  *^  +    kr+1    +   .  .  . 

^'   <    i».  +   *r+l   +  .   -  •!» 
8 

C*'    <   (*r  +  kr+1   +...)' 

u.  s.  w. 
und  folglich 

(1h-  i^)   (*r+l)....<l  +(*r4  *r+l  +  ...)  +  (*r  +  »r+l  +  ...)* 

Da  aber  die  Reihe  kr  +  ltr+i  +  •••  coiivergiren  soH,  so  kunn 
man  r  immer  einen  so  grossen,  obgleich  endlichen,  W^lli 
g^ken ,  dass  der  WerUi  dieser  Reihe  kleiner  als  die  Einheit 
i£H.     Nennt  ma»  diesen  Werth  x^  so  hat  man,  demnach 

1  i 

(1  +*r)(l  +  *r+i)....<  l  -f  a?H-a?2H-«54  ....  d.h.<-= (vgl.$.4'?) 

es  müsste  also  dieses  Produkt    einen   endlichen  Werth  habißn.' 


.  •  • 


Nach   Formel  42)    müsste   also   auch    -^ — -^^   eirfert 

endlichen  Werth  haben.     Da    nun  r  ein  endlicher  W^rth  ist, 
also  auch  «i  +  1^2  •  •  •  +  ^r-i  so  müsste  demnach  dieRettne 

»r  +  •'»•+1  +  •  •  • 
einen  endlichen  Werth  haben.     Ist  mithin   diese  Reihe   diver- 
gent, so  muss  auch  das  Produkt  (1  4-*r)  C  +  *f+i)  •••  ^^^^ 
alle  Grenzen  wachsen  und  mithin  kann  die  Reihe  ür^-|-ir-|-i... 
nicht  converglren. 

Setzt  man  nun  «^  =  — .  also  kr  ==  -^ ^ — ^^ 1- 

dann  ist  *i  +  *2  +  •  •  •  nichts^  a»- 


.1.1  .1 

'^  ^'1         h  ^  tr^l) 

deres  als  die  Reihe  41]  während  «i  +  ^2  +  •  •  •  <^i®  Reihe 
40)  ist.  Es  ist  mithin  nachgewiesen,  dass  die  Reihe  41)  zu- 
gleich mit  der  Reihe  40)  divergiren  muss*). 

*)  Man  Tcrgleiche  Note  111« 


•  i 


US 

Siebentes  Kapitel. 

IKe    BipMeatialgrdssen    nit    reellei    ExpMeitei   md 

die  reelle*  L^garftliiiei. 


77. 

W^n.n  r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  9  eine  posi- 
tive oder  negative  Zahl,  welche,  ebne  Rücksicht  auf  das  Zei- 
ei>«0',  kleiner  als  r  ist,  so  hat  maiii  rermöge  des  binomisclien 
h»ttr$a.tzfi» , 

,   «  ••_         nr   ,  r(r-l)  ,«  »  Wr— l)(r-2) ....  1  ,«.r 

(1+7) -  J +7  +-rjr  (7)  ••+—1.-2:^.7-^7^ 

Df  aber 

r(r-^l)  =  r»(l--J);  r(r-l)  (r-2)  ^'  r»(l-  i)  (1  --^) 

r  r  r 

u.  s*  w.  so  hat  man  aueh 

1  1  2  r-] 

..    .,    .  i-f  (i-"^)(i--Mi-^) 

Nun  ist  allerdings^  wenn  h  eine  endliche  Zahl  ist  und  r  un- 

"    *                                          1 
begrenzt  wuchst,  lim  (1 )  =  1, mithin  lim  (1 )=*1, 

T  f 

Um  (1 )  =  1  U.S.W.    Man  würde  aber  sehr  irren,  wenn 

man  hieraus  ohne  Weiteres  schliessen  wollte,  dass 

tl),      ««,(1  +.ff=l'+a.+  ^  +  .;. 


«'• 


'     dniiad^ni  gefundenen  Ausdrucke  für  (l-f-  — )  die  in  den  ein- 

zelnen  Gliedern  vorkommenden  Fetteren  von  der  Form.1 

r 

80  beschaffen  sind,  dass  auch  k  mit  r  unbegrenzt  wächst,  in- 

dem  zuletzt  sogar  1  '^' vorkommt.     Indesfien  Ittsst  sich 

r 

durch  eine  ausführlichere  Betrachtung  nachweisen,   dass   die 

Gleichung  1)  nichtsdestoweniger  richtig  ist. 


fl 
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Sey  n^niich  n  eine  fanze  iporitiTe  Zahl,    wache   Meiner 
als  r  unil,   ebgesdtien   voni  Zeichen,  grösser   nUs  m  iH*    Mai» 

setze 

T:=l.-K«+-p;^  .K.+ 1.2..., 

...  .      .  '  ;  I 

/  \  '   •      ,  ■ 

■  ,     (,    )ti--f-).    (»—)-■  •(!-:— )-(.+,j 

ji+1^   (fi  +  J)  (n+2)       .^(n+1)  (n+2)...r 
so  ist 

1  2  '  « 1 

2)        (I.+  -).-T.«  ., ,    .     o' ^^^,Jt 

Man  lasse  nun  r  unbegrenzt  wachsen,  wahrend  n  denselben 
Werth  behält,  so  wird  R  einen    endlichen  Werih  bekaltem 

Voi^  d«n  Ausdrücken  1 ,  1 ^^ ...  1 ist  nem- 

r  r  r        . 

lieh  keiner  negativ  und  sie  sind  zugleich  alle  kleiner  als  die 
Einheit.  '  Nimmt  man  nun  zuerst  o;  positiv,  so  besteht.  £<  nur 
aus  positiven  Gliedern  und  man  hat  daher 


111  r-n-l 

"<  ;r+T  "^  (n+] )  [n^) .  ^  + ; ;  •  •  +(i+l)"(n+2)..,r  ^  ' 

Lüsst  man  aber.r  unbegrenzt  wachsen,  so  convergirt  die  un- 
endliche Reihe 

1"     ,  .\ 

\       1 —    I  "^  i'x    / i — ST   ^    "t"    •••• 


.      ,  ,    n+  1    '    (»;+!). („4- 2) 

da  der  Quotient  zwteier  amfeinandCTMgender  filiedei    ,^\,    t  v j 

(n+l)...(«4-«) 

und  - — j-r, /  \i  .   ,   ,v  den  Werth       ,   .   .  ^"  hat,   wplc^her 

kleiner  als  die  Einheil  ist»  da  o;  <  n.  Hithin  behält  R  einen 
endlichen  positiven  Werth.  Ist  x  negativ,  so  sind  in  dekh 
Werthe  vori  Ji  die  Glieder  abwechselnd  positiv,  «im  s^  ffietMr 
muss  also  R  auch  in.  diesem  Falle  e^inen  endlichen  Wer|l| 
behalten. 


IM 

DlesM  YerhalMiä  bMirt  dassoib« ,    wenn    nlM  n«n  anck 
»  Mib'e^iBt  waobaen  Itest ,  soiMild  nw  •  <  n    Untw  dieser 

Vorau9i^(zthig  wird  aber  der  Ausdruck  y-— sich    unbe- 

t 

grertat  der  Null  nfihern.  Denn  da  a^  ein»  bestimmte  Zahl  !sl^ 
welche  kleiner  als  n  seyn  soll ,  so  wird  sich  in  der  Reihe  der 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  «  eine  Xahl  p  finden,  welche  grösser 
als  X  ist.    Nun  ist  - 

n+l  p+l 

X  X  X 


1*2. ..n        1.  2. .p'(p+ ')•••* 

X  ' 

fter  Ahsdruck  :r; hat  efnen  bestimfntlin  endUcfaien   Werib. 

Ü?  X 

•et  Autfdraoh  .'^ — ■:  ',  ■  «t  .  '*'V  \.'y  ".  Av — r — ; — :    ist 

(p  +  l)...«        (P  +  l)(p+2)...(p  +  n-p)     *** 

(ohne  Rücksicht  auf  «las  Zeichen  von  d;)  kleiner  als  \-~ri/     • 

Du  iMin  -^-f^  ein  achter  Bruch  seya  soll,  so  mkl  ( — -^ 
P  +  1  P+1 

mit  wachsendem  n  unter   jede   angebbare   Grösse^  also    auch 

X 

md  mithin  auch  das  Produkt  aus  diesem  letzteren 


(p  +  l)...n 

Ausdrucke  und  dem  bestimmten  Werthe  -z .    D.  b.  wenn  n 

\...p 

unbegrenzt  wächst,  so  ist  lim  ^ =  0}  hieraus  folgt  wei- 

1 . ..  Ä 

ter,,  dass  unlet  dbilsefe««  Vorflussefziwf  en  auch 

m-|)(i-|)...(i-'^    ^    1 

im    — -I -4 —  x^   fi    =  0 

L  1  .  2  ...  II  J 

1  .,  >    .    .     n-^i 

da  das  Produkt  (1 ]  /.  .  (1 )  aus  positiven  Fak- 

toren  besteht,  die  sämmiReh  kleiner  ab  die  Binbeiisind,  also 
nur  einen  endlichen  Werth  haben  kana^  weteher  kleiner 
als  die  Einheit  ist,  ebenso  R,  wie  bewiesen  wurde,  einen  end- 


HS 

Ucben  Werlh  hat,  vak&üm^^,  ^^^ist.    AW- dfer  Pönhtf*< 
folgt  demnadii  .,  ]         .     ,      "'        ^         v,  T 

3)  Sm  (1  +  ^f=  Ife,  r  =  Ä«.  [l  +«+  -j_^*^  a?'. .  . ! 

(i_i|...:„_?:rl, 
+ ^i —^-.'] 

1      •     «      •      •     It  J 

Nun   wurde    soeben  bemeikl^  4ass 

Bezeichnet    aber    a    irgend    eine    beliebig  kldne    Ihrhl,    soi 
kann  man    andererseits   das  aus  n  —  1  Faktoren    bestehende 

Produkte     (1    —    — )  ,  ,  ,  (i  — )   aiich    imnmr  grösser 

ab    1  —  ä    ntaob^n.      Denn    j^denfäll^^  ist     dibsMPirodUkt 

grösser  alS;(l- )      .  Man  setze  daher  (1-* )     >1— « 

r  r 

II  1 

d..  h.  r  >  r -i-,  dann'  ist  iroch-  das  Produkt  >1 — «. 

•  •     .  1           .    t                2 
Um  so  mehr  simL^die  Au&drücke  1  — '— ,  (1  — -t— )  (l ) 

u.  s.  w.  grösser  als  1  —  a, 

Ist  nun  a?  positiv,  so' ist  offenbar,  wenn   r  hinlänglich 
groiJs  genommen  wird, 

n 

j'i>i+x+(i-«)[^^,4-....+  x7^.-J  ,   , 

.    ,    I  j  *     ,  .  . 

behält  aber,  auch  wenn  n  unbegrenzt  wächst ,  einen  endlichen 
Werth',  da  der  Quotient  zweier   aufeinanderfolgender  Glieder 
«        .      .  .     »+"1 

und   :i— ^r — r—rT\  ^^^  Werth  — r-r^  hat,  welcher  <  1 


10 


M8 

ist,  sobald  g-^l  ^m.    BezeiolHiet  man  daher  fOr  jedes  »den 
Wertb  dieser  Reijie  dorck  Wn  so'  hat  joiaA. 


r>l+^+  ...  +  ^-—  -aWn 


Zugleich  hat  man  aber  auch 

'»■<i+-+i^...Vi4-. 

Die  zwei  Grepizen  zwischen  welchen  T  eingeschlossen  ist,  sind 
also  nur  umlaff^  verschieden,  d.  h.  um  eine  Grösse,  welche 
unter  jeden  angebbaren  Werth  sinkt,  da  sie  das  Produkt  aus 
einem  endlichen  Werlhe  W^  und  dem  Werthe  a  ist,  weichen 
gian  mit  wtichsemieiii  r  unter  jede  angebbare  Grösse  sinken 
lassen  kann.'   Mithin  ist 

r  a  * 

Hm  (1  +  j)  =  «m  r  =*  14-«+  j^  +•••+  1-27.X"''.-- 

Ifjan. setze  j^tzt  — x  statt  o;,  indem,  man  noobimner  a?:poai* 
tiv  nimifit.    Dann  hat  man  nach  Fomn»  3) 

(I  -.l)....(i-!^)' 

^  1    •    .    .    «  ' 

Nun  ist  klar^  dass  dieser  Werth  von  T  kleiner  ist  als  ;wenn 
man  alle  positiven  Glieder  vergrössert  und  alle  negativen  yer^ 
kleinert.  Man  bestimme  a  wie  vorher,  und  nehme,  um  einen 
bestim^iten  Fall  zu  haben,  an,  i^as  letzfe  Glied  im  Werthe  von 
T  sey  jjiegativ,  so  ist  offenbar    1 

ii-i 

Nach   einer  im  Vorhergehenden   wiederholt   gebrauchten  Be<* 

trachtung  ist  klar,  dass  die  Reihe  x  +       ^  ^  •••  ©inen  end- 
.  ,  1 .2.21 

liehen  Werth  behält,  aiteh  wenn  man  n  unbegrenzt^  wachsen  läsai 


t4t 

Märt  tMfsseidtiici  dähor  Mn  jedesmaligidA  W^rtM   '^KMei'  Heihe 


.  j 


•flp?  •■  -a?^  0M  ,    v^    "  rvl 


Dagegen  ist  T  grösser  als  der  Wtfth,  welchen  man  erhält, 
wenn. man  aUe  posüiven  6Heder:verkleinerti  uiid  alle  negati- 
ven vergrö^sert,  also 

r     ,        «5         ^    ,        •"      1 
~  r  +  TTTTä  •  •;  +  TvärrJ 


.2  i»4 


Diii  aber  auch  die  Reihe  1  rf .  -, — rx  +.  ^   »  o  \t  •  ^  •   ^'^^ 

'  \ 

endlichen  Werth  behält  wenn  man  n  nnbegrenzt^  wachsen  lässt^ 
so  bezeichne  man  den  jedesmaligen  Werth  dieser  Reihe  durch 
ir'%  also  ist 


Der  Unterschied  der  zwei  Grenzen,  zwischen  welchen  2*  ein- 
geschlossen ist,  heisst  also  a(W" — W^)  und  ist  folglich  ein 
mit  a  unter  jade  aogebbare  Grenze  sinkender  Werih.    Mithin 

Man  hätte  olTenbar  dasselbe  erhalten,-  wenn  man  ^da^  letzte 
Glied  im  Werthe  von  T  positiv  genommen  hätte.  Man  hat 
demnach  jetzt  das  allgemeine  Resultat,  dass,  wenn  ^  irgend 
welche  positive  Oder  negative  endlidhe-  Zahl,  und  r  leine  ganze 
positive  Zahl  bedeutet,         i  t 

iß  r  x^  i  SD 

4)         Um  (1  +  y)  =1  +'+f;^+----+J72V:."*  +'•• 

'  —'    ••"        "    ••  18.  "      "    ' 

,  .  I      .  ......  _      -  .  .      . 

,  ;  Es  i$t  nun  leicbt  nachzuweiseu,  >(iass  diese  Gleichung  auch 
dpmp  noch  .ihre  Geltung  behält,  wenn  r  irgend  eine  reelle,  ra-*- 
tionale  oder  irrationale  Zahl  bedeutet.     >  i       : 

10* 


14« 

bl  iMülicli  r  dne  Bkhl  fune  wktrwmOm  p^siliT«  ZaK^ 
so  wird  sie  xwisdben  xwei  ganzen  poätire»  Zdüea  BiBSM» 
welche  p  ua4  p+  1  beissen.soDen.  Mm  bei  also,  wenn  x 
positiv, 

und  wenn  «  negativ, 

(.  +  ^)>  (1  +  f"^  (•  +  i)'<  n  +  ,-^f 

Jedenfalls:  liegt  also  (1  -) )  zwischen  den  Grenzen  (l-\ — ) 

r  p 

«nd  {1  +  -4-^f  d.  h,   zwischen   (1  +  ^f  (1  +  — )  und 

^--!- .    Da  nun  mit  wachsendem  r  und  nlno  aui^ 

I  + 


wachsendem  p.  sowohl  \  A als   1  -J — r    sich  onbe- 

'  '^*  p  p  4"  * 

grenzt  der  Einheit  nflbert,  wahrend  fim[l  4 — )  =  /if»(i+-7T) 
ass  1  +  4r  4-  :| — -   -f"  •  •  •  **>  ^o  ist  mithin  auch  /i«(l  +  — ) 

Setzt  man  ~   r  statt  r  indem   man  r  noch  immer  positiv 
nimmt,  so  hat  man  (1~-^)  =  (^^^)  =  ^Z^—)=^^V~:d 

r —  JP  r  — X 


*)  Wenn  twei  Aoidriieke  A  uod  i^,  weiche  p  enthalten,  bei  u^s^ 
begrentt  waehtendeni  p,  in  n  ond  b  übergehen,  also  Um  A^r.a^ 
Um  B  =  bf  so  iit  auch  Um  {AB)  =  ab.  Denn  letzt  man  As^a-^a^ 
B=  b'\'Pf  10  müssen  a  und  ß,  mit  anbegrenzt  wachsendem  p^  unter 
Jeden  angebbaren  Werlh  sinken.  Nan  ist  ABisstab^ab-j^pa^afiä 
Also  da  Um  (ab  +  ßa-^-afi)  s»  0  ao  »t  anab  ^  ^  ^  i0« 


U0 

Nun  ist  ä»  (l  -I-  -— )  =  l,also/i«i(l--)=Äi«(l+— -) 
•b«r,  4«  r— «  «iae  pontive  Zahl  ist,  «m  (1  H ~) 

Es  ist  demnach  erwiesen,  dass  die  Formel  4)  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  und  für  jeden  reellen  Werth  von  r 
gültig  ist. 

79. 
Setzt  man  d?  =  l  bo  erhfilt  man 

««(i  +  |)  =  i  +  t  +  i-^3  +  n4T-3+  ••• 

Mao  pflegt  den  für  die  Analysis  tosserst  wichtigen  Werth  die« 
ser  conyergirenden  Reihe  durch  den  Buchstaben  e  zu  be^ 
setchnen,  also 

e  =  2  +  y  +  1—2-3  +  .  .  .  . 
Die  Wichtigkeit  dieses  Werthes  beruht  zunächst  auf  dem  Zu-* 
sammenhange  zwischen  lim  (1  -\ )  und  \xm  (1  -| \.     Setzt 

r  r    9 

__  > 


;)J     L-    g 


ist.  nach  dem  Vorhergehenden,  Um  \\A )*=  t  also 


/»m(l  +  -)  =e*») 


1     ü 
*)  8etet  vMri  neailieh  (\  -| X^?  »«  +  «,  ao  mait  «  mk  wach- 


lieh /l+-i-\^Ä«  +  «, 


•endem  r  anter  jede  angebbare  Grösse  sinken,  oan  ist!  /l-f* \  x  | 

—  (e  +  «)'=  (e^^  (i  +  — )  also  Um  (1  +  —)  =  l  und Ä«i(e-(-«)  =«• 


je*  jp'-     ••■V 


wmI  npthin ,  naob  Form.  4) 

Nimmt  tnan  nan  e  ds'  Basis  emes  Poüenzensyiteafas,  und 
setzt  e^  =  Ay  so  ist  x  der  Logarithm  yoa-,4  in  diesem  Sy* 
Sterne,  und  man  findet,  vermittelst  der  Formel  5),  zu  jedem 
gegebenen  Logarithnaen  die  entsprechende  Zahl  durch,  eine 
convergirende  Reibe  ausgedrückt.  Diese  Reihe  n^ennt  man  die 
Exponentialreihe  und  e^  eine  Exponentialgrösse^  in- 
sofern jede  unter  der  Form  einer  Potenz  ausgedrückte  Zahl 
eine  Exponentialgrösse  genannt  wird^  sobald  man  voraussetzt, 
dass  die  Basis  dieselbe  bleiben  soll,  der  Exponent  aber' ver- 
schiedene Werthe  annehmen  kann.  ' 

Im  Folgenden  läoll  das  Fotenzensystem,  dessen  Basis  e  ist, 
das  natürliche  heissen',  wie  man  es  jetzt  gewöhnUchfieintt; 
fHAer  nannte  man  eSi  auch  das  hyperbolische,  wegien  sei- 
nes eigenthümlichen  Zusammenhanges  mit  der  Hyperbed,^  wel«« 
eher  hier  nicht  erläutert  werden  kann. 

Die  Logarithmen  in  diesem  Systeme  nennt  man  ent- 
sprechend die  natai^lichen  (hyperbonsehen|^).  Im  Folgen- 
den sollen  diese  Logarithnien  ausschliesslich  durch  das 
Zeichen  log.  angedeutet  werden,  während  Logarithmen,  die  zu 
dnem  Potenzensyslente  mit  der  Basis  q  gehören,  durch  '^log 
bezeichnet  werden  sollen.     Sagen   wir  aW  «.  8.  hg  k^i=»  A, 

so  veHs^ben  wif  darunter/ dass  A^=c*  =l-|-A-}-r 1-... 

Auch  soll,  yi^'von  eii^em  Logarithmen  die  Rede  ist,  hierun- 
ter hur  der  tia.^ür liehe  Logarithme  verständen  werden,  ^enn 
nicht  das  GegenNieil  ausdrücklich  bemerkt  wird. 

-  -^^   .    80/  .    •.;. 

Dass  man  den  Werth  der  Za&ie  mit  jedem  beliebigen  Grade 


*).'  li  FranliEeicb  pfltcff  man  aiYJetit-'N 6 j|  dtfloli«  hagvtit^  ni e  n 
(logarithmei  nep^riens)  zu  nennen  ,\pa^h  deni  engliiehen  Mathemati- 
ker Napier  (Nep^rJ.  weicher,  säuerst  Logarithmen  tafeln  berechnet  hat 
Iii^es^en  stimmhn  die  Neperschen  Logarithmen'  nicht  Tolf kommen  mit 
dJn  na\ii;licheu  fiberein ;  man  findet  hieräber  mehr  in  Biot'i  Mölangea 
ffcientifiqnea  et  littöraiTe»  T.  2  p.  422,  iruch  Joarnal  des  «arana  1835 
p,-354ff.'  ■      ^  +         '■ 


Hl 

von  Genauigkeit  annfthernd  berechiien^kgnn,.i9t,klj9r^  4fi  d^er 
ser  Werth  nach  Form.  5)  durch  eine  convergirende  Reihe  aus- 
gedrückt  wli-d.  Da  aber  eine  convergirende  Reihe  auch  einen 
ralionalen  Werth  haben  kann*),  so  entsteht  die  Frage,  ob  dies 
nicht  auch  bei  dem  Werlhe  von^  der  Fall  ist,  so  dass  die- 
ser Werth  nicht  blos  näherurigsweise,  sondern  genau  in  ra- 
tionalen Zahlen  angegeben  werden  könnte.  Es  lässt  sich  aber 
beweisen ,    dass  der  Werth   von  e  nicht    rational  seyn  kann. 

Wftre  nemlieh  e  =  —^  wo  p  und  ^  ganze  positive  Zahlen 
bedeuten  sollen,  so  hotte  man 

~ « + 1^  +  rx3  "^  •  • ' + raTT^  +  rx::^^ 

Man  multiplicire  auf  beiden  Seiten  m!t  dem  Produkte'  aller 
ganzen  Zahlen  ron  1  bis  ^,  so  hat  man 

1.2...?.— ;=1.2../(5'-l).p=1.2M.ff[2+Y-^+-+l**-y^ 

'^q+i  "*"(?  +  !)  («+2)  "^*** 

Nm  isl  1  .  2  .  i  .  (7  ~  1)  P  eine  ganzfr  Zahl,  und  1.2...J 

[1                               1       1  ' 

2  -f    - — -  -|-  . .  .  -j ebenfalls  eine  ganze  Zahl, 

da  die  Nenner  1  .  2,  1  .  2  .  3,  •  .  .  sämmtlicb  in  1 .  2,..q 
aufgehen.     Die  Differenz  dieser  zwei  ganzen  2ahl^n  sey  die 

fanze  Zahl  G,  welche  nicht  NoUseyn  kaniij,  da 
-  •       ■  _  1         .  .•■'  1..  I 


r *       j i  4_    ' 

y  +  1  "^  (?  +  1)  (?.+  2)  ^  •  •  •.     ....   , 
Ferner  ist 

1                  t  -^1      ,       1        ,     -1        . 

aber  (§.  47)  .,>     v  '• 

J;^l    >  S\     ni.'li'i; 
l  1 


•)  So   wie  I.  B.   2   deii  Werth  der  Reihe  *  +  ^  +  ^  + 

isl($.42). 


.  •  « 


1 


m 

ULM  hfttte  demriach  G  K.    -,   d.  h.    eine    positive     ganze 

Zahl  mösste  kleiner  seyn  als  ein  achter  Bruch.  Da  üe« 
unmöglich  ist^  so  rouss  also  e  eine  irrationalem  Zahl  seyo 
und  es  bleibt  demnach  nichts  .  übrig ,  als  dessen  Werth^  ^q 
genau  als  es  nöthig  scheint,  aus  djer  unendlichen  Heilte  zu 
berechnen*). 

81. 

Um  aber  xu  wissen  ^  mit  welcher  .Genauigkeit  man  sich 
einem  durch  eine  convergirende  Reihe  an^^drückt^i^  Worll^ 
genfthert  hat,  wenn  man  ftatt  der  ganzen'  Reihe  nur  eine  Kjot 
zahl  dar  ersten  Glieder  berechnet,  muss  man  tm  Stande  seyjp 
eine  Fehlergrenze  «nzifgeben^d.  h.  eiqen  Werth,  welc)i^ 
grösser  ist,  als  der  l^erth  der  verjoaf^äfsigt^  Glieder.  Bei 
der  Reihe,  welehe  e^  ausdrückt,  ist  eine  solche  Fehlergrenze 
feicbt  zo  be^mmeb.    Man  habe'  z.  B. 

e^  =  1   +  ^  +   -—+.;.  + 


1.2'.  '    1 :.  2  .  n 

gesetzt,:  w«  »  posRiv  seyn  soll,  man  setz9  den  Werth  d^  imr^ 
nachlftssigten  Glieder  =  A,;  also  1 

H+i  H-l-a 

Ägp  X 

==  1. ..(•+!) ,  b  ■*"  n~^+~i  "^  >  +  2)(«  +  3),+  •  •  •] 
Ist  nun  jp  <   f>  -f  ^  so  i<^t  ^ 

.X  X  XX 

V+ nTf:2 +(;rf2nH^ 

also     <   


f. 


X 

l  - 


n  -f  2 

X  1 

mithin    R  <•   ^ 


1.2..(«+1)  -j  _ 


n-4-  Z 


.\    >iy.      i*f 


*)  VgL  Note  IV.  '  '  ^-  -'ff' 
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SbbiM  ilso  die  Olidder  der  Reihe  si^wett  zorßdl^ectintifig'tor- 
Mgez^ygen  werden,  dass  die  Bi^dingon;  «^  ii^2  erfUBt  ist, 

n+l 
X  1 

drückt  -— jr — - — j— |T  .  einen  Werlh  aus,  der  mehr 

l  .2.,  (w-j-  1)       _  Jc 

betr&gt  als  der  Werth  der  vernachlässigten  GUed^,  also  ein^ 
Fehlergrenze. 

Setzt  man  o?  =  1  und  näherungsweii^e  . 

*  ==  ^  +  .FTz  "^  rry  ra  +  •  •  •  +  1.2...» 

SO  i^t  diese  Fehlergrenze 

'__  1  1^ 1 n  +  2 

"~  l..;(i»+T][  *  1       "~  1.2,.n  ■    {i»+,l)» 

|l  ■   1 "TT" 

Hat  man  z.  B.  näherungsweise 

_  J_        Jl 1_        •      1  1 

^  ~  ;    +  lÄ  "^  lÄä  "^  l.B.a.4  "^  T:ä:ä4;5  ^  1.2.3.4.5J 

alfio  s  or  6  gesetasl,  sa  findel  ra^«  hiel-aüs 

e  =  2,718055  ... 

toAjfi,  weia$  daher,  dasa  e  ^össer  als  diese  Zahl  ist.    ^ie  Feh«- 

1  8 

Lsfgrense  ist  i  o  3  a  k  q  *  49  ™  *^00022  •  .  .     Der  Werik 

der   vernachlässigten    Glieder  ist  also    jedenfalls    kleiner    als 
0,00023  und  mithin 

e  >  2,718055  .  .  . 
<  2,718285  .  .  . 
m%n  weis«  also  mit  Sfeherhefl,  diass  der  Werth  v^oili  e'ttiit  den 
Ziffern  2,716  beginnt,  d;  h.  indeib  man  ausser  dem  Anftttigs- 
§fliede  noch  6  Glieder  der  Reihe  hetmtzt  hat,  konnte  mah  den 
Wetfb'von  e  bis  auf  diä  dritte  Decimalstelle  mit  {Sicherheit  be^ 
feehilM.  '«}eht  man  auf  diese  Weise  fbrt,  so  käbii  tüarif'di^ 
Zahl  e  bis  zu  jeder  beliebigen  DeciiBalsteUe  genau  |t)estimmeq. 
Bis  auf  10  Decimalstellen  genau  heisst  sie 

e  =  2,7182818284 

t 

82. 
Welche  reeSe  Zahl  man  für  x  setzen  img,  kuser*  hai  e^ 
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einen  pQ9itiven  WeHh.  Denn  ist  x  positiv»  so  folgt  MariltisU 
bar  «US  der  Formel  5}   dass  auch  ^  positiv  ist     Seist  man 

aber  —  x  statt  x  so  ist  e"*  =s  —  also  ebenfalls  positiv.    Das 

natürlicbe  Potenzensystem  (mit  reellen  Exponenten)  enthält  also 
nur  positive  Zahlen;  negative  Zahlen  haben  mithin  keinen 
(reellen)  natilrlicben  Logarithmen.    Ist  x  ein  Bruch   mit  gera- 

dem  Nenner,  etwa  x  =.  /-»so   kann   daher  e*  =  e*i    nur 

dem  positiven  Werthe  ye^  gleich  seyn.  Je  grösser  jp  ist, 
desto  grösser  ist  auch  e^.  Ist  nemlich  a  eine  positive  Zahl, 
so  ist 

«^-  =  *•  .  e«  =  «•  (1  +  a  +  j^  +  .  .  .) 
also  e*+*  >    e* 

« 

Den  grösseren  Zahlen  entsprechen  demnach  grössere  Loga* 
rithmen  und  umgekehrt.  Jede  Zahl  hat  also  Bur  einen  einzi-^ 
gen  Logarithmen. 

Ist  X  positiv,  so  ist  e^  >  1,  folglich  e*^=  --  <  1,  d.h. 

die  Zahlen  sind  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit,  je  nach- 
dem ihr  Logarithme  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Einheit  selbst 
hat  den  Logarithmen  Null,  da  e^  =  1. 

83. 

Von  dem  natllrKchen  Potienzensysteme  kann  man  leicht  zu 
jedefQ  anderen  Übergehen ,  dessen  Basis  Ä  eiae  positive  Zahl 
ist  D.  h*  man  kann,  wenn  man  eine  solche  Basis  4  wfthh, 
auch  Ä^  durch  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  x  A^tsqhre^ 
tepde.  convergir^de  Reihe  ausdrücken.     Se^tzLiiuin    i^^mlich 


A  —  e*,  so  ist  4*  =  e^*)  und  mithin 


*)  Ist  «  ^  -^  SO  kann  anter  Jr^     nur    der    positiTe    Werth 
'^/if '  ventta^eii  werden «Hd«  «     immer «poiitnr  ist«    * 


1 1       •  I 


18» 

^  ="•-»  +  «*  + TT2  +  ro +  ••  • 

nun  AI  V  Äz  tos'  !it  also  - 

Welches  nun  der  Werth  von  A  sey,  so  ist  logÄ  niemajs  dji,^ 
Einheit,  sobald  A  eine  andere  Zahl  als  e  ist.  Das  natürliche 
Potenzensystem.  verdiäVit  daher  _  seinen  Namen  inso^rn  iqit 
Recht,  {hs  e^  am  natürlichsten  ist,  diejenige  Zahl  als  Basis  zu 
wählen,  für  welche  dieBerechnung'  deifPfNtwz^n  am  tiiifaohft 
sten  ausfällt.  ,  \ 

Setzt  man  4  =  \  -\'  b  so  folgt  aus  6)  ' 

7)        (l  +  6f  s=  1  +  log  (1  +  ftj..  X  +  tW+^)l*  ,«^.„., 

hi  ^er  dpr  Zahlenwerth  von  6  kleiner  als  die  BinMt,  so 
hat  «an  m^  (§r  57  u«  65) 

so  d«ss  man  für  solche  Werthe  von  6  zwei  verschiedene  Ent- 
wickeMg^n  voi  {l^bf  balJ    Am  7)  folgt  •  » 

[loa  (1  +  6)1*  rW  (1 4-  6)T 

Werth    von  a?  eine   convergirenäe  Reihe  ist,   also   Null   wird, 

■  ■•■•  *'<.  ■  '  '"         'j 

wenn  man  den  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktor  jr=0 

setzt,  so  hat  man,  wenn  man  x  unbegrenzt  abnehmen  lässt, 
9)  /i»,  L^ELJ =  log  (1  +  6) 

X 

fl  -t-6^* 1 

indem  man  durcli  lim 4eii  W«rtb  bezeichnet,  wel- 

(1    4.    ft)«  _  ] 

chem  sich  ^ unbegrenzt  näliert,  .^eiin  man  x  un- 

*  ..-1.-4-' 

bagi^nztfabnehneji.  lässt..  Aadererseits  folgt  abpr4u$;%  ^ 
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10)    ii±^»  =  ,+^*,+(^-!i  *..+... 

-*-rä*+  1.2.3  *•••-   i.2...(*Vi)  *    •^••'- 

WO  das  ob«re  oder  untere  Zeichen  Im  allgemeinen  6Uede  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Setzt 
man  jc  a=  0  so  folgt  hieraus 

«ttd  «I«  dem  Vergleicli  voo  9)  und  II) 

k+i 


6»        6'  6 


•     •    • 


2    '3 4+1  •* 

1,00  r 

Di  6  zwisdieii  — 1  uml  +1  enttmlten  seyn  nusr^  s»'  aeigl 
diese  Formel ,  wie  man  für  alle  Zahlen/ die  zwisiihcii  OondtS 
liegen,  den  Logarithmen  berechnen  kann.  Sie  gilt  auch  noch 
für  6=1,  wie  die  Formel  8),  nach  fi.  63,  dagegen  gilt  sie 
nicht  mehr  für  6  =  —  1  und  für  Zahlenwerthe  von  b  die  grosser 

als  die  Einheit  sind,  in  welchen  FftUmi  die  Reihet —  y4^*q''^''* 
in  der  Thai  diver^rt*). 

84.   . 

'  SclK^int  demilach  die  Anwendung  dieser  Formel  sehr  be^ 

schrl(nkt  zu  seyn,   so   findet  man   doch  leicht,   dass  sich  mit 

Hülfe  derselben  die  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen  und  mit- 

hin>  auch  aller  Brüche  berechnen  lassen.     Setzt   man  nemlich 

6  =  — ,  und  m  >  1,  so  findet  man  daraus: 


.)  D.'.  +  »  =  .«^  f*+*^  .!«>.  =  (.+  'sM^    »  i.» 


1 

»»♦< I      I       I    L  I  > I       I    H 


IST 

sobald  man  also  log  m  kennt,  kann  iiian  ioa  hn-\~1)  finileoL 
Da  nun  log  2  aus  12]  berechnet  werden  &ann,  so 'findet  man 
daraus  wieder  fo^  3  ui8;w«  ■■■' 

Setzt  man  tiiherunffsweise 

%  (1+6)  =  6-  ^  +  4-  —  ^     •  •  —  :sir 

so  ist  es  kifcht  eine  Fehlergrenze  ($.  81)  anzugeben.  Denn 
sey  6  posHiv;  in  dem  vernachlässigten  Theile  der  Reihe  für 
%:(l>+'^)i  welcher  iS  iMteani mig,  ist  jedmä  MgHtimaCtui 
kleiner  als  das  vorhergehende,  und  die  Glieder  nehmen  :U0^ 
begrenzt  ab.     Man  hat.a^ot  •  t  *.     i 

«r+l     j     2r+2  2r-|-3  2r+l     :    '2r+2        2r+3 

2r+l      2r+2"^2r+3*'       2r+l     ^2r+2     2r'i-an:r 

Hieraus^,  (ol^t,  ^eni^  man  die  Betrachtungerif  3es^x$*  B^  '^ii^it 
derbst,       X.         *      .  "     .  '  ^ 

Ä 


;  2r-f  1  ^ 

6 
un()  man  kann  mithin  - — t-t  als  Fehlergrenze  nehmen.     Setzt 

man  z.  B.  6  =^  I ,  so  erhält  man  log  2  aus  den  2r  ersten  Glie* 

1 
dern  der  Reihe  bis  auf  mehr  als  genau.      Nimmt   man 

1111 
etwa  r  =  5  und  setzt   log  2  =  1  —  ,7r+  ^ r  +  "i^ 

—  g-  +  y  —  ■g-  +  y  —  jQ  so  weiss  man, .  49i^^/4if 
||i^s.  d^sen  [zebßi  C^ie^ern  bjsrechnete  Werth  bis  auf  .mehr  als 

ty  :«=  6,0908  .  7  .  !genau.  ik  In  der  Thai  findet  sich  hier- 
aus tog2hz0fiib6..\  während  in  Wahrheit  %4  =  b,69bl'4';.l 
also  der  Unterschied  0,047. ..  ist.  An(|ererseit£l  Tolgt  aus  der- 
selben Betrachtung 


2r+l  2r+2 


\i 


•    »•  ■» 


t8S 

I         '  l  1         ' 

«Im,  weno  6  =  1,  R  >  ^—^  —  ^q-^  ■»•">»»»»  ^  ''='5> 

*  >'rrT5  <'•'»•*>  0,007. 

Setzt  man  —  6  statt  6  so  hat  maii  '    - 

6*        65        ft4  j»        ^   .Mj#! 

..  .,. 

setxt  oktn  nCherungsweise 


IniiL  nMBi  die  Swmpe  der  vernaoUftssiflten-  Glieder  'Wieder  Ri 

•0  ist-  

r  «r+l  ar+8  T 

Run  m 

*  1 

d.h.  < 


2r+l       1-6 

6"  +  ^         1 
mitbin ,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen ,  R  <  - — t-t  •  i — r* 

Man  sieht  dass  die  Fehlergrenze  grösser   als  im  vorher* 

•      . ...  \     '      '  »•  •  '••      ' 

gehenden  Falle  ist^  da    — -7  >  1. 

;  .  «  ... 

<       Setzt  man  6  =  '-^   und  r  =  5 ,    so  findet    man   nähe- 
miigsw^e  '      '    .  '" 

und  hieraus  fo^  ,2  =  0,69306  . .  •  also  bis  zur  dritten  peci- 
malstelle  genau« 

Setzt  man  i  =  —  so  findet  man 

.  m 

,4)  Mi-i)=*»(— D-to»— .^1-51-3^-.+.. 
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Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  vbn  Item  bben-vjgrefiindenea    ,, 

so  erhktt  man  -  1 

15)     %(m+l)-to^(m~lj==/di?^J)=2(-+  g^^ 

Diese  Formel  ist  zur  Berechnunj^  der  Logarithmen  sehr  brau^h- 

m+1  •>.  .  • 

bar.    Durch  kann   man  nemlich  jede  ganze   oder  ge- 

brocheae,  rationale  oder  irrationale  Zahl  au^drü^ken.     bt  m 

IM  «^  1  '  ^  *  ' 

positiv ,  so  ist -:r    >  1 ,  ist  m  negativ  =  —  m\  so  ist,  da 

,       1  ,   m+l  1 — ^'  m'-^l 

m  >  1,  .u«h  ^^^-j  =  -^j-p^^  ^  ^^-j  «ne  positive 

I  m~|- 1 

Zahl  welche  <:  1  ist.  •  Setzt  man  daher  — —j  =  n,  so  folgt 

m—  i      •  -i 

«+  *       ^     . ,. 
m  =   — ^  und  mithm 


16).       losn^2[-^^  +  -(-^).,..^^^(^)        +...] 
Setzt  man  nSherungsweise  , 

so  ist  der  vernachlässigte  Theil  der  Reibe 

Setzt  man  (— rr/  =  «,  so  ist  \    •  - 

«-|-1 
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^   «r+3  \+V  2« 

Ist  i.  B.-  n  =  2^,^c='^y^^90  dtm  man  ninerungsrweise 

setzt,  «0  findal  man  bis  zur  7t«n  Decimalstelle»  log  2=0,6931347 
uncT  zugleich  Ä  <   4  {tT-  T  d.  h.  «<  0,0000127.    In  der 


That  ist  der  wahre  Werth  von  log  2  bis  zur  Tien  Decimal- 
•teilet  =  iO^§ft31471  also  um  0,0000124  grf^sser  als  #^  be-^ 
rechnete.  Man  hat  also  vermittelst  4  Glieder  der  Reihe  16} 
den  Werth  von  hg  2  bis  zur  4ten  DecimalsleUe  genau  erhalten. 

.  S«(tzt  man  ^-^    =  ?   also  m  ä  ^-^^  so  folgt  aw^  16) 

also  I     .   ' 

biese  Formel  lann  man  also  benutzen  um  aus  dem  bekannte^ 
Werthe  von  log  q  den  Werth  von  log,  p  zu  finden.  Die  in 
diefer  Pöi(knel  eyithalten»  Beihe^wird  um  so.  ras(|ber- eod^^er* 
gir^  und  daher  die  Formel  um  so  brauchbarer  seyn,  je.klei- 
ner  der  Unterschied  von  p  und  q  und  je  grösser  jede  dieser 
fahlen  ^t.  G^tzl  man  nemiich  v  =^  q  -^  d^^o  geht  die;  Fofw 
bnel  in  '  j 

to,y+d)-|a„^j[^^  +  |(i^;;+(^-;V  . . .] 

über  und  hier  eonvergirt  diä  Reihe  desto  stärker,  je  kleiner 
d  und  je  grösser  q  ist.  .     .         (        0    .    f 

85.  >,  '     .       ..^ 

•-     •  -,  (         ;   l   .'  ; 

B<e(kanntli<ih  braucht  man  nur  die  Logarithmen  Üer  Prim- 

z^füe^'zu  berechnen,  da  man,  wenn  diese  bekannt  sind,  dar- 
aus die  Logarithmen  der  zfisainmMgesiUzten  Zahlen  fin,den 
kann.  In  dieser  Beziehung  ist  noch  folgende  Formel  bemer- 
kenswerth.    Acid^rt  j^ian  die  Formein  13)  und  14)  so  findet  man 
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also 

17)     logm _!.__+__  ...+  ^^^^^+... 

Ist  nun  m  eine  Primzahl,  die  Zahl  2  ausgenommen,  so  kann 
weder  m — 1  noch  ni+1  eine  solche  seyn,  da  sie  gerade  Zah- 
len sind.  Setzt  man  also  voraus,  dass  die  Logarithmen  aller 
Primzahlen,  ^welche  kleiner  als  m  sind,  bereits  bekannt  sind, 
so  kennt  man  auch  die  Logarithmen  der  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzten Zahlen  in — 1  und  m  +  1  und  findet  mithin  aus  17) 
den  lag  m.  Sobald  also  nur  hg  2  bekannt  ist,  so  findet  man 
zunächst  aus  dieser  Formel 

.    ^      %24-/oa4  .1,-1.  3,    «  ..1     .    1      . 

und  hieraus  allmälich  die  Logarithmen  aller  übrigen  Primzah- 
len.   Ist  z.  B.  m  =  5  so  hat  man 

%5 2 +  2X«  +  ITS"*  +  •  •  • 

nun  ist  logA  =  2  %2,  log6  =  %  2  -f-  %3,  da  nun  log2 
und  log  3  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  ^  so  ist  mithin 
i^uch  hg  5  bekannt 

Behält  man  zur  Berechnung   von   hg  m   alle  Glieder  der 

Reihe  bis ausschliesslich  bei,  so  ist  der  vernachläs- 

2r.m 

1.1 
sigte  Theil  der  Reihe  B  = H ^^^  +  ••• 

2r.i»'^         (2r+2)m 

also«<  — ^  (1  +  -i  +  -i  +...)d.h.  R  < . j- 

2r.m  «''•"»        1 — "ä 

.    »  ^     1  1 

oder    Ä   <  — ^  .  ^lim^ 

2r.  I» 

Auch   folgende  Formel  ist  bei  Berechnung  der  Logarithmen 

11 


t62 

q 

sehr  natzlich.     Sey  y  <  p,    nun  ist  p.+  j  =  p  (1  -{ ), 

also  %  (p+  «)  =  %  P+  ~  —  2^  +  3^5  —  •  •  •  • 

Setzt  man  näherungsweise  log  {p-^  q)  =  log  p  -^ so 

ist  der  vernachlässigte  Theil  der  Reihe,  abgesehen  vom  Zeichen, 

iL  _  i-  +   L^  _  .. .  <  X^    da  die  Glieder  abwech- 
2p*        3p5  ^  4p*  ^  2p*' 

selnde  Zeichen  haben ,  und  unbeschränkt  abnehmen  (vgl.  §.  84], 

q^ 
Ist  nun  q  so  klein  gegen  p,  dass  ^  keinen    Einfluss    auf 

2p* 

die  letzte  Decimalstelle  hat,  welche  man  noch  genau  berech- 
nen will,  so  kann  man 

^^  (P+?)  =  %P+  -^ 

setzen  und  mithin  auf  sehr  einfache  Weise  logifi-^q)   finden, 
sobald  man  log  p  kennt 


86. 
Will  man  die  Logarithmen   für   eine  von  e  verschiedene 

Basis  a  berechnen,  so  sey  a=:e    also  a  =^    :=  6;  nun  ist 

log  b 
k  =  ^log  6,  kh  =log  6,  aber  h=zlog  a  alsd  *lögb=^  j-=— . 

I 

Man  muss  also  jeden  natürlichen  Logarithmen   mit  ; mul- 

log  a 

lipliciren,  wenn  man  den  Logarithmen  für  die  Basis  a  finden 

will*].     Die  Zahl nennt  man  den  Modul  für  die  l^asis  a« 

log  a 

Ist  a  =  10,  d.  h.  will  man  von  den  natürlichen  Logarithmen 


*)  Es  folgt  hieraus  zugleich  eine  firgfinzung   des   SaUes  in  §.  68. 

1                          1 
Es  wird  nemlich  die  Reihe  t  + + +  .  .  .  • 

^  2  {''log  8^«  ^  3  [^log  3)«  ^ 

=  [log  a) _  + 4.  +  •  •  .  I  coDTergi- 

lilog  «)«  ^  2  {hg  2)'»  ^  3  {log  3^  J 

ren  oder  drvergiren,  je  nachdem  m  >  I  oder  m^l. 


zu  den  gewöhnlichen  (Briggischen)  tibwgehen,  so  ist  der  Mo- 
Will   man   umgekehrt   von   Logarithmen   für  die  Basis   a 

« 

zu  natürlichen  Logarithmen  übergehen,  so  hat  man  log  b 
=  loga.  "log  b.  Ist  wieder  a  =  10  so  ist  %  10  =  2,30258509, 
mit  welcher  Zahl  also  die  gewöhnlichen  Logarithmen  multipli- 

cirt  werden  müssen  wenn  man  die    natürlichen   erhalten  will. 

« 

Man  hat  demnach  näherungs weise 

"iog  (p  +  ?)  =  "log  P+'logil  +  J)  =  «%  p  + 1  .  _L 

p  p      loga 

mithin 

-to,  (p + 1)  ==  -fe,  p  +  "^ip  +  gi-'fo.P 

Auf  dieser  Formel  beruht  die  Einrichtung  der  Propor- 
tion altheile  in  unseren  gewöhnlichen  Logarithmentafeln. 

Sind  z.  B.  in  einer  solchen  Tafel  die  Logarithitten  der 
vierslelligea  Zahlen  unmittelbar  gegeben  und  ist  e  eise  solche 
Zahl,  man  will  aber  den  Logarithmen  der  dsteUigen  Zahl  lOo+l 
finden»  so  ist  wenn  man  p  =  10&,  9  =  10  setzt, 

'o/o^  (lOo  +  10)  —  ^^log  10t? 
mag  (10t?  +  1)  ='^log  lOo  +  ^ ^^j^^ ^ 

»0%  {e  +  \)  —  ^og  e 


=  1  +  '^log  e  + 


10 


also  ist    — 9  \     i     f ? —  (jer  Proporlionaltheil  welcher 

zu  \^\oiog  0  addirt  werden  muss,  wenn  man  ^og  (\Ov  +  l) 
erhalten  will.  Man  sieht  alsdann,  dass  dieser  Proportional- 
theü  doppelt,  dreifach  u.s.  w.  genommen  werden  muss,  wenn 
man  ^^log  {10t?  +  2),  ^^log  (l0o+3)  u.s.w.  finden  will. 
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Achtes   Kapitel. 

Addirea,  Sibtrahirea ,  lliltiplicirai,  IKTiürai  mi  ?•- 
teuireB    iMaguirer    Reihen.     Con?ergeiii   imaginärer 

Beihen. 


87. 

In  allen  vorhergehenden  Untersuchungen  wurde  voraus-* 
gesetzt,  dass  man  es  nur  mit  reellen  Zahlengrössen  zu  thun 
hat.  Da  aber  schon  die  Arithmetik  genöthigt  ist,  die  imagi- 
nfirea  Grössen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zu  ziehen, 
so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  Analysis  nicht  umhin 
kann  dasselbe  zu  thun.  Sie  muss  sich  also,  indem  sie  zu  ih- 
rem Ausgangspunkte  zurückkehrt,  die  Frage  vorlegen,  wie  die 
Operationen  der  Arithmetik  an  Reihen  von  der  Form  ao-{-aiX 
-f- 02^^-4' •••  auszuführen  sind,  wenn  die Hauptgrösse  s  nebst 
den  Coefficienten  üq,  üi.,.  auch  imaginäre  Zahlen  ausdrücken 
können,  in  weichem  Falle  diese  Reihen  imaginfire  genannt 
werden.  Es  wird  hierbei  aus  der  Arithmetik  nicht  blos  der 
Begriff  der  imaginären  Zahl  als  bekannt  vorausgesetzt «  son- 
dern auch  wie  man  an  bestimmten  imaginären  Zahlen  die  arith* 
metischen  Grundoperationen,  das  Addiren,  Subtrabinen ,  Mul- 
tipliciren,  Dividiren  und  Potenziren  ausführen  kann. 

Im  Folgenden  soll  nach  dem  Vorgänge  anderer  Mathema- 
tiker, die  imaginäre  Einheit,  welche  man  sonst  durch  ]/-— 1 
anzudeuten  pflegt^  durch  t  bezeichnet  werden.  Alle  anderen 
Buchstaben,  welche  als  Zahlzeichen  gebraucht  werden,  sollen, 
wie  früher,  reelle  Werthe  behalten,  wenn  nicht  das  Gegen- 
theil  ausdrücklich  bemerkt  wird.  Einen  Ausdruck  wie  &t,  nem- 
lieh  das  Produkt  aus  einer  reellen  Zahl  b  und  t,  nennen  wir 
eine  rein  imaginäre  Grösse,  dagegen  a^iiy  d.  h.  die 
Summe  einer  reellen  Grösse  und  einer  rein  imaginären ,  eine 
compjexe  Grösse.  Die  complexe  Grösse  enthält  also  Aie 
reelle  als  einzelnen  Fall,  indem  man  nur  6  =:  0  zu  setzen  braucht. 

88. 
Nun  ist  zunächst  zu  bedenken,   dass   die  Entwickelungen 


des  dritten  und  vierten  Kapitels  von  den  Werthen,  wel- 
che wir  den  Coef&cienten  und  der  Hauptgrösse  x  geben,  ganz- 
lieh  unabhängig  sind^  und  daher  unverändert  ihre  Geltung  be- 
halten, mögen  diese  Werthe   reell  oder  imaginär  seyn.     Die 
Definition  und  die  Ausführung  der  Operationen  des  Ad direns, 
Subtrahirens,    Multiplicirens    und    Dividirens    der 
Reihen  bleibt  also  vollkommen  ^dieselbe,    wenn   unter   diesen 
Reihen  auch  imaginäre  vorkommen.     Da  ferner  die  Entwicke- 
lungen  des  5ten  Kapitels  lediglich  auf  den  zwei  vorhergehen- 
den Kapiteln  beruhen ,  so  bleiben  auch  sie  ungeändert,  wenn 
wir  sie  auf  imaginäre  Reihen  anwenden.    ^Was  also  dort  über 
den  polynomischen    und   binomischen  Lehrsatz    gesagt  wurde, 
behält  seine   unveränderte   Geltung,   sobald  nur   die  Voraus- 
setzung   festgehalten    wird,    dass    die  Exponenten    reelle 
Grössen  sind. 

89. 

Wir  nehmen  ferner,  den  Untersuchungen  des  6ten  Kapi- 
tels (§.  42]  analoge  den  Ausdruck  imaginäre  Reihe  in  all- 
gemeinerem Sinne  als  bisher.  Denken  wir  uns  nemlich  zwei 
aus  reellen  Grössen  bestehende  Reihen 

1)  «1    +  tl2    +   «3    4- 

2)  *>!    +    t?2    +    ©5    -}-      .  .  • 

aus  welchen  wir  den  Ausdruck 

bilden,  so  nennen  wir  diesen  Ausdruck  eine  imaginäre 
Reibe.  Gehen  die  Glieder  dieser  Reihe  unbeschränkt  fort,  so 
haben  wir  eine  unendliche  imaginäre  Reihe,  bei  welcher 
wieder,  wie  bei  der  unendlichen  reellen  Reihe,  drei  Fälle  zu 
unterscheiden  sind.  Nähert  sich  die  Summe  der  r  ersten  Glie- 
der der  Reihe  3)  d.  h.  tii  +  %•••  +  «r  +  (*^i  +  •^2  +  -  •  •  +  <'r)« 
einem  bestimmten  Werthe,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt,  so 
ist  die  Reihe  eine  convergirende  und  dieser  Werth  ihre  Summe. 
Dieser  Fall  wird  dann  eintreten,  wenn  die  Reihen  1)  und  2) 
convergiren.  Oscillirt  dagegen  eine  der  Reihen  1)  und  2), 
während  die  andere  convergirt  oder  ebenfalls  oscillirt,  so  os- 
cillirt die  Reihe  3).  Divergirt  dagegen  eine  der  Reihen  1) 
und  2]  oder  divergiren  beide,  so  ist  die  Reihe  3)  eine  diver- 
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girende.  Die  Beschaffenheit  der  imaginftren  Reihen  ist  mithin 
auf  die  Beschaffenheit  reeller  Reihen  zurückgeführt. 

Eine  endliche  imaginäre  Reihe  ist  immer  als  eine  con*- 
yergirende  anzusehen. 

Setzt  man  x  =  p'\-  qi  so  ist  af  =  [p-^  qif.  Insofern 
r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  heisst  (p -f- 9*)**  dass  man 
p-^-qi  so  oft,  als  r  andeutet,  mit  sich  multipliciren  soll,  dies 
kann  mithin  nur  ein  Resultat  geben,  welches  theils  aus  reel-- 
len  theils  aus  rein  imaginftren  Gliedern  besteht,  und  welches 
daher  durch  (p  +  ^t)**  ^i.  a  +  bi  dargestellt  werden  kann.  Ist 
femer  a^  sss  «  -f-  /?•  so  hat  man  a^  a?*'  ==  (a  -f-  ß^  («  +  W), 
setzt  man  €ca  —  /96  «=  ti,.,  ab  -^ßa^sst^  ^^  ^^^  ^^^  %^ 
=^  Uf.-^  f^fi.  E&  folgt  hieraus,  dass  man  jede  imaginflre  Reihe 
von  der  Form 

%  +  öl»*  +  a»»*  +  . . .  +  ^r^^  +  •  •  • 
auch  in  die  Form  der  Reihe  3)  bringen  kann,    und   dass   da- 
her eine  solche  Reihe  convergiren,  oscilliren  oder  divergiren 

wnrdjje  nachdem,  wenn  man  «^  -f"  ^i  ^*  +  •  •  •  +  ^r  ***= 'V  +  Or^ 
setzty  entweder  P^  und  Q^  beide  mit  wachsendem  r  sich  ei- 
nem bestimmten  Werthe  unbegrenzt  nähern,  oder  eine  dieser 
Grössen  oscillirt  während  die  andere  nibhi  divergirt,  oder 
(wenigstens)  eine  derselben  divergirt. 

Die  zwei  complexen  Zahlen  ti^-|-t7,.t  und  t«,.  e^i  nennt 
man  conjugirte.  Das  Produkt  derselben  (ti,.  4- e^t)(ti^ — Oft) 
=  Wr*+f?r^  heisst  die  Norm  einer  jeden  der  zwei  conju- 
girten  Zahlen;  die  Quadratwurzel  aus  der  Norm,  positiv 
genommen,  oder  (tv^ -h  t'r^)^ 9  heisst  der  Modul  einer -jeden 
der  zwei  conjugirten  Zahlen.  Ist  «,.=  0,  d.h.  geht  die  com- 
plexe  Zahl  u^  -\-  Vri  in  die  reelle  Ur  über,  so  ist  auch  der 
Modul  s=:  ti^,  d.h.  die  reelle  Zahl  ist  ihr  eigener  Modul.  Ist 
Uf.ssO  so  bleibt  e^  als  Modul  von  ^  e^i. 

Wenn  man  in  einer  imaginären  Reihe  statt  eines  jeden 
Gliedes  seinen  Modul  setzt,  so  soll  die  hierdurch  entstehende 
reelle  Reihe  die  Modulreihe  heissen.  Die  Modulreihe  der 
Reihe  3)  z.  B.  ist  («1*  +  ©1^)*  +  K^-j-  ©2«)^  +. .. 

Man  hat 

«,  -f-  tri  =  («r'  -H«r*)*   \ r— v  +   ^^^1 


und  dl^  Reihe  3' 
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Setzt  man     (V  +  Ö^  =  m^,  —  =  (7^,  —  =  F^ 

60  Ist  mithin  f/^<  1  und  F^<  1  und  tiy+ *'r*==^r(f^r+ I^r*)* 
In  dem  besonderen  Falle  wenn  d^  =  0  ist  C/y.  =  ly  ist  iffSsO 
so  ist  Fr=l,  auch  ist  in  allen  Fällen  Ur^ -\-  Vr^=zl.  Es 
folgt  hieraus  dass  die  Reihe  3)  convergirt^  sobald  ihre  Mo- 
dulreihe convergirt.  Denn  nach  dem  Vorhergehenden  ist  diese 
Modulreihe 

tni   -f-  1112  -f-  1115  -f-  .  .  •  - 

»»1  (Ui  -hTitj-f  m^  ([72  +  F2»)+«5  (Ök+Fst)  +.... 
Diese  Reihe  wird  also  convergiren,  wenn  die  zwei  Reihen 

fHi  Vi  -f-  m2  1/2  "f"  ^5  ^3  H"  •  •  •  • 

f»!  Fl    +    W2  F2    4-    ^3  F3    +    .    .    .    . 

codvergiren.  Da  aber  f/i,  1^2,  t^s  ...  Fi,  F,,  F5...  Ächte 
BrAehe  (und  nur  In  einzelnen  Fällen  =  1)  sind,  so  ist  jede 
dieser  Reihen  tm  Allgemeinen  kleiner  (und  in  keinem  Falle 
grosser)  als  die  Modulreihe,  beide  Reihen  werden  demriach 
conVergiren,  sobald  die  Modulreihe  convergirt.  Die  Reihe  3) 
wird  also  namentlich  dann  convergiren,  wenn  in  der  Modul- 
reibe der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  (ohne 
Rüchsicht  auf  das  Zeichen)  um  ein  Angebbares  kleitier  als  die 
Einheit  ist  ($.  48).  Ist  dagegen  dieser  Quotient  um  ein  An- 
gebbares grösser  als  dib  Einheit,  mithin  die  Modubeihe  diver- 
gent, so  wird  auch  die  Rdhe  3)  divergiren.  In  diesem  Falle 
wächst  nemlich  m^  =  («i.*  -f  f>r^)^  mit  r  über  jede  angebbare 
Grenze  ($.  48],  es  muss  daher  wenigstens  eine  der  zwei 
Grössen  u^  und  f>^  über  jede  angebbare  Grenze  wachsen,  mit- 
hin auch  wenigstens  eine  der  zwei  Reihen  1)  und  2)  divergi- 
ren. Die  Beschaffenheit  der  Reihe  3)  bleibt  daher  nur  daqn 
zweifelhaft,  wenn  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 
Glieder  der  Modulreihe  sich  unbegrenzt  der  Einheit  nähert  und 
diese  Reihe  zugleich  divergirt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  noch  ein  Satz,  von 
dem  wir  ilÖgleicV  Gebrauch  machen  werden.  Es  \i\  nemlich 
der  Modul  der  Summe  mehrerer  imaginärer  Ausdrücke  im  All- 
gemeinen kleiner  (und  in  keinem  Falle  grösser)  als  die  Summe 
der  Moduln  der  einzelnen  Ausdrücke.    Seyen  diese  Ausdrücke 
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•«o  +  ^'oS  «»i  +  t^i^-ttr +^r*  also  ihre  Summe («0  +  fii ...  + ti;. 
+  (t?o  +  ^1  +  •••  +  t?Jt.  Man  setze  »o  +  «i  ...  +ttr  =  S, 
0Q-{-i>i..*4~Or  =  r,  also  ist  die  Summe  der  imaginären  Aus- 
drücke 5+  Tt,  der  Modul  dieser  Summe  (S^  +  7^)i.  IfitBei* 
behaltung  der  obigen  Bezeichnung  ist  aber 

S   ^ss   IflQ  I/o   ^*    Uli  I/i    -f-    .  .  .    -^    Alf.  I7f. 

r  =  AIq  Fo  -}•  **i  ^i  ~r  •  •  •    r  ^r  'V 
also 

oder,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt  und  bedenkt  dass 
f^o*+ V=^  1^1*+ »^1*=  1  «BW.  so  findet  man 

Nun  ist  aber  allgemein 

{Uküi+  Vj^Vi)^  =((7a»  +  Vk')  (üi^  +  F,*)  _(l7tF,-F;kl7,p 
und  Üi^»+Fjk*  =  l,  t/i«+F/*=l;  der  Ausdruck (PAFr-Fj^üa* 
ist  aber  positiv  oder  in  besonderen  Ffiilen  =  0.  Mithin  ist 
(Diküi+  F*F/)»  ^  1  also  auch  Uküi  +  VkVi^  1.  Jeder  der 
Ausdrücke  üb^i  +  Fq  F^,  ...  ür-i  »r  +  »"r-i  F^  ist  also  ^  1 
und  hieraus  folgt 

d.  h.  S»+ 2^^ (wo +«•!.•  -f  «r)* 
und  mithin  auch 

(S»  +  T«)*   <  fiio  +  m,  +  . . .  +  m. 
Nun  bezeichnet  hiq  -f~  ^i  ~F  •  •  •  H~  ^  ^i^  Summe  der  Moduln 
der  einzelnen  Ausxfarücke,  der  Satz  ist  also  bewiesen. 

90. 

Den  reellen  Doppelreihen  (§.  50)  analog  kann   man  auch 
eine  imaginäre  Doppelreihe  durch  das  System 

(«0,0  +  «>0K)  •  •)  +  K,l  +  Oo.l .  •) ....  +  {ttO,r  +  DO,r . t)  +.... 
l\      )+   {•»l)o4-Ol>0.«)  +  («ljl  +»l,l««)--+(«*l,t.  +  Cl,r.t)+.... 


ausdrücken.     Diese  imaginäre  Doppelreihe  wird  convergiren, 
wenn,  nachdem  man  das  System 


") 
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(«0,0  +  «^OjO  •  •)     !-...•+    («0,r  +  «>0,r  .  •) 


+  («A.O  +  t?A,0.»)   +....+  (ll*,r+t?*,r.t) 

herausgehoben  hat,  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  der 
übrig  bleibenden  Glieder,  in  welcher  Ordnung  man  sie  neh- 
men mag,  mit  unbegrenzt  wachsendem  k  und  r,  unter  jeden 
angebbaren  Werth  sinkt.  Dies  wird  aber  sicher  der  Fall  seyn, 
wenn  die  Summe  der  Moduln  dieser  Glieder,  bei  unbegrenzt 
wachsendem  k  und  r,  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinkt. 
Die  Doppelreihe  I)  wird  also  convergiren ,  wenn  die  Doppel- 
reih« convergirt,  die  man  erhält,  indem  man  statt  jedes  Glie- 
des seinen  Modul  setzt.  Bezeichnet  man  nun  allgemein  durch 
mp^q  den  Modul  von  Up^^  f-  tJp,^.i,  so  wird  diese  neue  Dop- 
pelreihe durch  das  System 

^OiO  '+  ^o>i   +••••+  »»0, 
J+   »»1,0   +   «»1,1    +    .    .   .    .    -h   f»!,^ 

III) 

'+  mh,o  +  mA,i  -{-....   +  mft,r 


gebildet. 

Diese  Doppelreihe  convergirt  aber,  wenn  die  einzelnen 
Horizontalreihen  und  deren  Summe  convergirende  Reihen  sind 
(§.  51),  unter  denselben  Umständen  convergirt  also  auch  die 
Doppelreihe  I). 

Ist  W  der  Werth  der  convergirenden  Doppelreihe  1)  und 
bezeichnet  man  durch  Wk,r  den  Werth,  weichen  man  erhilt, 
wenn  man  in  II)  die  Werthe  der  einzelnen  Horizontalreihen 
zusammenzählt,  so  ist  ff  =  /im  Wk,r  wenn  man  &  und  run- 
begrenzt wachsen  lässt,  Wk,r  ist  aber  zugleich  der  Werth, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  in  II  die  Werthe  der  einzel- 
nen Verticalreihen  zusammenzählt.  D.  h.  wenn  die  Doppelreihe 
I)  convergirt,  erhält  man  ihren  Werth,  indem  man  die  Summe 
ihrer  einzelnen  Horizontalreihen  oder  ihrer  einzelnen  Verti- 
calreihen nimmt. 

91. 
Rücksichtlich  der  Addition  und  Subtraktion  zweier  imagi- 
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närer  Reihen  kann  miiB^  nach  dem  Vorhei^ohenden ,  die   in 
'  §.  52  fttr  reelle  Reihen  bewiesenen  Sätze  sofort  auf  die  ima- 

ginären übertragen.  Sind  nemlich  SürOf  und  Sbf.x^  zwei 
convergirende  imaginäre  Reihen,  so  hat  man 

S  ürX'   +  2  brX''  =  2  [a^  +  br]  ß^ 

2  a^x"^  —  2  brof  =  2  [a^  —  6r)  ^ 
Ebenso  kann    man  in  Beziehung  auf  die  MuUipUc&Uon  zweier 
imaginärer  Reihen    einen  dem  in  §«  53  bewiesenen  analogen 
Satz  aufstellen. 
Seyen  nemlich 

•    4)  «0  +  ^i*  +  ^2«*  +  •  •  •  • 

5)  6o  +  bix   +  b<ix^  +  .  .  .  , 

zwei  convergirende  imaginäre  Reihen,  Tf^und  W  ihre  Werthe 
und  Aq  4'  '^i^  +  •••  das  ihrer  Multiplication  entsprechende 
Produkt.      Man     setze    allgemein    a^o^  =  tij^  -{-  Dj^t,    i^o^ 

=  '*  +  hi,  W  +  0**)»  =  »»*)  W  +  '**)*  =  H'  Dem- 
nach hat  man 

W^'  =   'O  +  'O*  +  'l   +  'l  *  +  '2  +  ^2*  4  1«  •  -t 

Sind  nun  die  Modulreihen  der  Reihen  4)  und  5)  d.h.  die  Reihen 

^0    "f"    *"!    ~l"    ^2     "H    •    •    • 
••o     H"    '•l    "f*   ^2     "H    •    •    • 

convergent ,  so  kann  man  das  Zmcheu  des  Entspreohens  durch 
das  Gldchheitszeichen  ersetzen  und  hat 

WW  =  («0  +  aix  +  a^x^...]  [b^  +  bix  +  b^x^  +  ...) 

Fahrt  man  nemlich,  wie  in  §.  53,  die  Multiplic«tion  d^H^  Rei- 
hen 4)  und  5)  aus,  so  erhält  man 

*d«0   +  *o«i*  +  *0«2^*  +    .  .  . 

+    bi  XUq   +    biX  ,<$iX   +    .   .    . 

-f  b^x^.ßQ  +  .  .  .  . 


und  wenn  man  allgemein  statt  aj^a^,  bj^af^  ihre   oben  einge- 
führten Werthe  setzt 

(«O+'O»)  (tto-|-©0*)  +  («0  +  ^0»)  («1  +©!»)  +  (*o  +  M)  (•»2  +  «^2*)  +  ?.r- 

6)    I  +  ('i  +  'i»)  («0  +  M  +  («1  +  hi)  (•»!  +  ©i»)  +  •.. 

+  («2+M")(«0+«^0«)+- 
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Man  bat  also  hier  eine  imaginfire  Doppelreihe,  deren  einzelne 
Glieder  die  Form  (s  +  '«•)  {"^q  4"  ^q*)  haben,  der  Hodol 
eines  solchen  Gliedes  ist  (s^  +  tVji  (ti!  +  K)^  "^^p  •  %  *)• 
Wenn  man  nun  statt  jedes  Gliedes  dieser  Doppelreihe  seinen 
Modul  nimmt,  so  erhält  man  die  Doppelreihe 


Bei  dieser  Doppelreihe-  convergiren  aber  nicht  blos  die  ein-^ 
zelnen  Horizontglreihen,  deren  Werth 

♦*o  (^0   +  ^1   +  ^»   +  •  •  •) 

♦*l    (»»0    +    ^'»l     +    «»2    +    •    •    •) 
*2    (^0    +    *'*1    +    *'*2    +    •    •    •) 

tt.  s.  w. 
ist,  sondern  es  eonvergirt  auch  die  aus  diesen  Horizontairei^ 
hen  gebildete  Reihe,  deren  Werth  («o  +  ^  +  ♦*2  +  •  •  •) 
(«ip  +  «i  +  «»2  +  '  •  •)  ist.  Diese  Doppelreihe  convergirt 
also  und  mithin  auch  die  Doppelreihe  6)«  Der  Werlh  dieser 
letzteren  Reihe  ist  demnach  der  Summe  ihrer  Hprizontalrei- 
hen  gleich  d.  h. 

=  WW.  Aber  andererseits  ist  ihr  Werth  auch  die  aus 
ihren  Verlicab-eihen  gebildete  Reihe,  diese  letztere  ist  aber 
nichts  Anderes  als  die  Reihe  A^  -{-  AiX  -\-  . .  .^  mithin  ist 

WW  =  ^0  +  ^1 «  +  .  .  .  . 
Da   die   Doppelreihe  A)   convergirt,    so    convergirt    auch   die 
Reihe,    welche    aus    ihren   Verticalreihen    gebildet  ist,    d.  h. 
die  Reihe 

deren  allgemeines  Glied 

n^mr  -f-  nimr^i  +  •  •  •  +  f^r^o 
ist.     Hieraus  folgt,    dass  die  Reihe  Aq  -f~  ^i  ^  "f*  •  •  *  selbst 


*)  ö«°°  d«  i'p  +   y)i^q  +  y)  ^i'p^q  -   ^q^^^y^  +  VV* 

.o  i.t  die  Norm  {s^u^  -   VV  +<V^+VV'  =  ('^  +  *^  (^  + 1^' 
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wieder  die  Bigensehafl  bat,  dass  ihre  Modalr^he  convergirt, 
soiwld  nur  die  Modulreihen  der  Reihen  4)  und  5)  convergi- 
ren.    Da  nemlich  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe 

ist,  und  die  Summe  der  Moduln  der  einzelnen  bierin  enthal- 
tenen Glieder 

ist,  so  ist  nach  dem  in  $.  89  bewiesenen  Satze  der  Modul 
von  ArX^  kleiner  als  diese  Summe.  Nun  wurde  soeben  be- 
merkt, dass  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  diese  Summe 
ist,  convergirt,  umsomehr  muss  also  die  Reihe  convergiren, 
deren  allgemeines  Glied  der  Modul  von  A^af  ist,  d.  h.  die 
Modulreihe  der  Reihe  A^  -\-  AiX  '\-  .  .  . 

92. 

Ist  also  ausser  den  zwei  convergirenden  Reihen  4]  und  5) 
auch  noch  die  convergirende  Reihe 

gegeben  und  ist  zugleich  deren  Modulreihe  convergent,  so  hat 
man  auch 

(«0  +  «1»  +  ...)  (fto  +  *i«  +  •••)  {^0  +  <?i«  +)  ••• 

==  (.4o  +  ^«  +  ...)  (^0  +  ^1 0?  +  ...)  =  S^h^ 

wenn  S^Vaf  das  der  Hultiplication  dieser  drei  Reihen  ent- 
sprechende Produkt  bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dem  §.  53  ana- 
log, der  Satz: 

Hat  man  eine  endliche  Anzahl  imaginärer  Reihen,  deren 
Modulreihen  convergiren,  so  wird  das  der  Multiplication  die- 
ser Reihen  entsprechende  Produkt  auch  das  wirkliche  Produkt 
dieser  Reihen,  im  Sinne  der  Arithmetik,  seyn. 

Ist  daher  die  Modulreihe  der  imaginären  Reihe  Sa^9^ 
convergent  und  man  hat 

[S  arx'')   4=  S  ArOf 
wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  man  auch 

Da  nun  l  +  a;  immer  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat, 
auch  wenn  »  =  «  +  »*  ist,  mithin  auch  der  Modul  («»-f'K 


J 
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so  ist  die  Hodulreilie  des  Binoms  1  +  x,  i.  h.  der  Ausdruck 
1  +  (u^  +  t>^)^,  weil  er  endlich  ist,  als  eine  convergenle 
Reibe  anzusehen,  und  es  folgt  hieraus,  sobald  m  eine  ganze 
positive  Zahl  ist,  da 

[1   +  «"^  Sm^aT 
welcher  Ausdruck  für  reelle  wie  für  imaginire  Werthe  von  x 
gilt  ($.  88],  auch 

{1  +  xf=S  mkaf 
Ist  m  eine  gebrochene  positive  Zahl  =     -  so  hat  man,   auch 
wenn  a  =  u  +  vi, 


{s  '»«^1  +  (1  +  4 


Die  Hodulreihe  von  S  '3)»^  ist  2  'S  («*  -f  ««)*  und  in  die- 
ser Hodulreihe  ist  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 
Glieder 


■  (r  -  I) 


Die  Modulreihe  wird   also  convergiren  wenn   (»"  +  t']i  <   1 
(vergl.  $.  56)  und  mithin  hat  man  dann 

t         'l 

(1  -\-  x)''   =  2  '»a!>- 

Ist  {»«  -f  r«)^  >  1  so  divergirl  'S  '  SB«'  (nach  §.  89), 

dann   muss  das  Zeichen    des  s  bleiben.     Ebenso 

folgt,  dass  die  Hodulreihe  von  wenn  x^^h-\-  ei, 

eine  convergente  Reihe  ist,  wenn  (»*  +  e*p  <    I ,  nun  ist 

also,  wenn  (u'-|-t)')'  <    1,  auch 
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—  r  •—  r 


r 
r 


and         (1  +  a;)  «  = ==  2    '35* 

p 

Ist  u^  -\-  v^  z=:  \    mithin   auch  (ti*  -j- 1>*)«  =  1  so    gehl   die 

—  r  —  1 

Modulreihe  von  S^^x^  in  1  -j-  ^S  +  »..  über,  welche  Reihe, 
wie  frtiher  bewiesen  wurde,  convergirt  (§.  63].  Also  ist  auch 
in  diesem  Falle 

(1  +  aj)^  ==,  i  9^r 

Ebenso  folgt  aus  dem  dort  Bewiesenen,  dass  wenn  tf^-^t)^=l 
auch 

--  --r 


(1   +  a?)  ^  =  5    ♦»aj^ 


—  r 


sobald  ^  <!  1 ,  indem  dann  die  Hodulreihe  2    ^Sb  convergirt. 

Auch  wird  es  unnöthig  seyn  hier  nochmals  nachzuweisen, 
dass  diese  Sätze  ihre  Geltung  behalten,  wenn  4er  Exponent 
dps  Binoms  eine  irrationale  Zahl  ist  (vgl.  §.  57). 

Verbindet  man  das  Vorhergehende  mit  dem  §.64,  so  hat 
man  nun  das  allgemeine  Resultat:  Ist  o;  =  i«  -|*  tn,  wo  so- 
wohl u  als  V  auch  Null  seyn  können,  so  gilt  die  Gleichung 

7)  (l    +   Ä?f  =  S  m^x'' 

für  jeden  Werth  von  m  wenn  («*  -f  D»)i  <  I.  Ist.(ii*-f^ ©2)4=  I 
so  gilt  sie  für  jeden  Werth  von  m  zwischen  m=s —  1  und 
m  =  00 ,  sobald  nicht  x  =  ti  =  y~l  (in  welchem  Falle  0  =  0 
seyn  muss),  in  diesem  letzteren  Fidle  muss-.m  positiv  seyn. 
Ausserdem  gilt  die  Gleichung  für  jeden  Werth  von.  x,^  sobald 
m  eine  ganze   positive  Zahl   ist.     In   allen  übrigen  Fällen  ist 

r 

Smfbx^  eine  divergirdnd^  Reihe  und  man  muffii  dann  statt  des 
Gleichheitszeichens  das  Zeichen  des  Entsprechens  setzen.     Ist 
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m  eine  gebrochene  positive  oder  negative  Zahl  —  so  sagt  die 

r 

Gteichung  7]  wieder  nur,  dass  2'm^jc**  eine  Zahl  ist,  deren 
qie  Potenz  der  pten  Potenz  von  I  -f-  ^  gleich  ist,  und  es  bleibt 
daher  wieder  die  Frage,  ob  es  nicht  noch  andere  Ausdrücke 
giebt,  welche  dieselbe  Bedingung  erfüllen  (vgl.  §.  65).  Diese 
Frage  wird  später  (§.  113)  beantwortet  werden. 

und  sind  die  Modulreihen  der  imaginären  Reihen  2b^x^  und 
2 A^x^  convergirende  Reihen,  so  folgt  mithin  aus 

Sb^x'  .  2Arxr  ^  Sorcpr 
auch  ^6^*''  .  SA^:x/'  =  2a,^  {§.  90) 

und  vÄ— r   ^  S^r^'' 

2»  Of,x 


Neuntes    Kapitel. 

Biponentialgrössen    mit    imaginftren    Bipoiicliiteii. 
Sinns  nnd  Casinns  reeller  Zajilent 


93. 

Setzt  man  in  der  Reihe,  welche  den  Werth  von  e^  angiebt 
(Kap.  7  Form.  5) ,  statt  x  überall  u  4-  o^  so  erhält  man  die  Reihe 

1  +  («+pi)+  ^j-^  +  X273--+ 172777 +•••• 

welche  offenbar  für  jeden  endlichen  Werth  von  ti  +  w,  con- 
vergirt,  da  ihre  Modulreihe 

.         w»  +  c*        (t*»  4-  v^]^ 

1 +  (««  +  «*)* +  -3±2-  +  -T7tT- 

convcrgirt,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  (u^-\-f)^)^  =  x 
setzt.      Den  Werth  dieser  imaginären   Reihe  bezeichnen  wir 

durch  da^  Symbol  «,   so  dj9ss  nun  allgemein  unter  e    der^ 
Werth  der  Reihe  14"»+  \ — ö  •  •  •  verstanden  wird,  wd-^' 


•  •  •  • 


IM 

chen  (eiidlicheD)  reellen  oder  imaginären  Werth   die  Grösse  x 
haben  mag. 

Sobald  aber  x  keine  reelle  Zahl  ist,  sind  wir  auch  nicbt 
mehr  berechtigt  auf  das  in  Form  einer  Potenz  geschrie- 
bene Symbol  e^  die  Regeln  anzuwenden,  welche  die  Arith- 
metik bei  der  Multiplication,  Division  und  Potenzirung  der  Po- 
tenzen mit  reellen  Exponenten  nachweist.  Wir  können  aber 
beweisen,  dass  die  charakteristische  Eigenschaft  der  reellen 
Potenzen,  auf  welchen  jene  Reg<tln  beruhen  und  welche  durch 

die  Gleichung  e  .  e  =  e  '  ausgedrückt  wird,  auch  dann 
noch  statt  findet,  wenn  eine  der  Grössen  x,  y  oder  jede  ima- 

I 

ginär  ist,  so  dass  wir  inSt  H^cht  den  Ausdruck  e  '  als  eine 
Potenz  mit  iioftginärem  Exponenten,  oder,  insofern' if-f*  t)t  ver- 
schiedene Werthe  annehmen  kann,  als  eine  Exponentialgrösse 
mit  imaginärem  Exponenten  ansehen  werden  (§.  79). 

94. 
Dies  zu  beweisen  dient  folgender  Satz: 
Wenn  man  zwei  imaginäre  convergirende  Reihen  . 

b)      *o  +  *iy  +  ^^y'^  +  . .  . . 

hat,  80  dass  W  der  Werth  der  ersten,  W  der  Werth  der 
zweiten  ist,  und  man  bildet  aus  ihnen  eine  neue  Reihe  da- 
durch, dass  man  aus  den  zwei  Elementenreihen 

^0      ^1      ^3   *  -   * 

6o     *i     *2  •  •  • 
die  Variationen  der  zweiten  Klasse  bildet,  jede  Form  a^ft^  noch 

mit  X  y  multiplicirt,  und  dann  alle  so  gebildeten  Ausdrücke 
(in  welchen  alle  Elemente  jeder  Form  als  durch  Multiplication 
verbunden  angesehen  werden]  so  zusammenaddirt,  dass  alle 
Ausdrücke,  bei  welchen  die  Summe  $  der  Exponenten  der 
darin  enthaltenen  Potenzen  von  x  und  y  dieselbe  ist,  zusam- 
mengestellt und  als  das  sie  Glied  der  neuen  Reihe  betrachtet 
werden,  so  wird  diese  neue  Reihe  die  Form 

c)  flo*o+(*o«i«+*i«oy)  +  (V2«*  +  *iöi**>*+«o*2y^)+-- 
haben.  Sind  nun  die  Modulreihen  der  Reihen  a)  und  b)  con- 
vergent,  so  wird  auch  die  Reihe  c)  convergiren  und  ihr  Werth 


j 


Mi 

WW  seyn.  Dieser  Satz  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung' 
des  in  $.  91  rttcksichtlich  der  Multiplication  zweier  imaginärer 
Reihen  bewiesenen./  Denn  setzt  man  y  ^  x,  so  gehen  di<^ 
Reihen  a)  und  b)  in  die  dortigen  Reihen  4]  und  5)  über,  und 
die  Reihe  c)  in  die  dortige  Reihe  AqA-  ili«-f-  A^x^  ^-  .  .  . 
In  der  Thal  haben  wir  auch  nur  den  dort  gegebenen  Beweis 
zu  wiederholen  und  können  uns  deswegen  hier  kürzer  fassen. 

k 
Man     setze     nemlich     wieder     allgemein    a^o?  =  tij^  -f  Oj^t; 

Die  Modulreihen  der  Reihen  a)  und  b)  sind  also  bezüglich 
d)  m^  +  wii  +  »ij  +  .  .  .  . 

i     .        ;    e).  ?o     +    «1     +    «2    (^   .•;••'' 

and  die  Reihe  c)  geht  in  ^   ' 

f)      («0+M)(«0+«0«)+(fo+'o«)(«'iH-«?  l«)+(«0+'o»)  («2  +«2»)+-- 

+  («2+'2»)  K  +  V) 

über,  so  dass  diese  Reihe  f)  vollkommen  mit  der  Reihe  6) 
des  $.91  übereinstimmt.'    Ihre'Modulreihe  ist  daher  auch  wieder 

%^o  +  %^i  +  *0»*2  +  •  •  •  • 
+  «i»Wo  +  «i»»i+  •  •  •  . 

welche,  wie  in  §.  91  bewiesen  wurde,  convergirt,  weil  die 
Reihen  d)  und  e]  der  Voraussetzung  gemfiss,  convergiren. 
Mithin  convergirt  auch  die  Reihe  f)  und  ihr  Werth  ist  die 
Summe  ihrer  Horizontalreihen  oder  WW.  Aber  ihr  Werth 
ist  zugleich  auch  die  Summe  ihrer  Verticalreihen,  welche  wie- 
der nichts  Anderes  als  die  Reihe  c)  i^t.  Also 
WW  =:  ao^o  -j-  boo^x  +  •  •  •  • 

+  00*1  y 

Nun  haben  wir  bewiesen  ^  dass  sowohl  die  Reihen 

x^ 
«*='+«  +  j — 2  +  •  •  • 

als  auch  ihre  Modulreihen  convergiren,  auch  wenn  x  und  y 
imaginäre  Werthe  sind.    Setzt  man  alsO  diese  Reihen  statt  der 

12 
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Reihen  a)  und   b]   so    genügen  sie    den  geroachten  Voraus- 
setzungen.   Die  Reihe  c]  wird  hier 

1  +  («  +  y)  +  (r!-2  +  «y  +  y—^  +.-••  =  «..** 

und  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ist 

.^L»         I       ■  ■■  .     m.  ^^M       —  ...  -  I       ^  I  ■  ■       » .  ■  ■  >  ■ .  .^A 

•^  1    /_       1  \  •    I      1^  1     /-       o\  •  1   «  '••  ~  1    /_      -.\  •  I      -  •••    «^ 


l..»i^l..(»— I}*  1  ^l..(ii— 2)1.2*"^  I..(ii-r)*l...r**^l...i» 
Bezeichnet  man  dieses  allgemeine  Glied  durch  S^  so  ist    > 

e'  .  «y  =  1  +  Si  +  «2  +  ..-.  +  is^  +'.. . 

Nun  ist 

*.-T^.-i['+-(|)  +  ^'(|)"+-  +  (P"] 

=  1 2  «B  (^; 

» •  •  •  *  0,»  ^ 

oder,  da  #  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  (vgl.  §.41  Form. 31) 

S»  =  i ^  *»  (^) 

*        1  . .  I»  « 

Sey   nun  »  =  p  +  yi;  y  =  /•  +,^«,    so  ist  ^  =  ^-J-^ 

_  y  +  9^  [p  -  g«)  ^  /p  +  g?  ,  9P  —  fq  .    «j„,„  „.„ 
P»  +  7*       '^  ^M=T» -^  ^M^  *•   ^*'''""'" 

daher /5L±Jf  «  «,  ?P^J  =  «,    so  ist  i^  «  «  +  «, 
mithin  ($.  92) 

^.^©  =  (1+1)' 

X 

und 


"        1.2..»        ^    ^  •''        1.2...« 


Demnach 


-•-  =  '  +  ^-'  +  '^^-+^'+- 


d.  h. 

i)  e    .  e    =  e 
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95, 

In  dem  besonderen  Falle,    wenn   man  wi  statt  x  setzt j  wo 
nun  X  wieder  eine  reelle  Zfihl  bedeutet,  erhilt  man 

2)  ««!+«+_   +   -__+...+  ___   4.... 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

*    -  '  +  1.2  ^^  1.2.3.4  +  •  •  • 

+  *  ('  +  ro  +  1.2.3.4.5  +  ••••' 

oder  da  t^**  =  4-  1  oder  -^  1  je  nachdem  r  gerade   oder 
ungerade  ist, 

3)  <j     =    1  —  ^; — -    + 


•  • 


1.2'    1.2.3.4 

+  *  ^*  ~  TTO  +  1.2.3.4.5  ~ ^ 

Die  Werthe  der  hier  zum  Vorschein  kommenden  Reihen  fuh- 
ren in  der  Analysis  besondere  Namen.    Man  setzt  nemlich 

4)  CO«  (T   =a    1    — + 


1.2'    1.2.3.4        1.2. ..6 

flp'  j»5  jp7 

5)        sin  X  =  *  -  j-^g  +  1.2. ..5  ~  1X7.^  :V*^ 

Zwar  haben  die  Zeichen  cos  und  «m  schon  eine  beslimmtQ 
Bedeutung  in  der  Trigonometrie.  Es  wird  auch  später  von 
dem  Zusammenhang  der  Reihen  4)  und  5)  mit  der  trigonome- 
trischen Bedeutung  von  cos  und  sin  die  Rede  seyn.  Vorläu- 
fig aber  sehen  wir  gänzlich  von  diesem 'Zusammenhange  ab 
tt(Hi  betrachten  ^cos  of  und  sinx  nur  als  analytische  Kunst- 
ausdrücke, durch  welche  die  Werthe  der  zwei  convergiren- 
den  Reihen  4]  und  5)  bezeichnet  werden. 
Zunächst  folgt  aus  3) 


6) 

e     =  cos  X  +  sin  x  .  t 

und 

7) 

e     =  CO*  X  —  stn  X  ,  t 

*)  Dai  Zeichen  cos   spricht    man  Gosinui    aus,   ist%  Zoicken  «t« 
aber  Sinus. 

12» 
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also   wenn    man    diese    Ausdrücke   mit    einander   multiplieirt 
(Form.  1)  .  .        I  « 

8)      '      ^  ~  1  =^  [cos  *)«  +  [Hn  x)^ 

Addirt  man  zuerst  die  Formeln  6)  und  7)    und  sabIraiHrt  man 
dann  die  zweite  von  der  ersten,  so  erhält  man 

»  « 

9)  cos    t    =     jr 


10)  Hn  X  ^^         ^ 


■,.i 


f 


» *       • 


2t 
Ferner  wenn  irian  die  zwei  Gleichungen 

an 

e     =  cos  X  +  sin  X  ^  i 

e^  sxz'cos  y  ^  sin  y  .  i 
mit  einander  multiplieirt  * 

^{^TVp  _.  ^^^  c0gy  —  ,^mp  s%ny'-^i(sinx  cosy-^q^ssiny) 
da  aber 

^v^xy;*  _.  g^g  j^  ^  yj  _|^.  ^'^  ^^  ^  y^  I 

so  folgt 

.    11)  cos  {^+y)  =  cos  X  cosy  —  sin  x  sin  y 

12)  sin  [x-^-y)  =  m  x  cosy  -|-  co«4p  my 
Ebenso  findet  man  aus 

13)  «w  (jf  — y)  =  CO*  jp  CO*  y  +  **^  *  ^  y 

14)  m  (jr  —  y)  =  *m4P  cos  y  —  cosx  sin  y 


Multiplieirt  man  demnach   die  n  Ausdrücke  6      .  c      . . .  c  " 

mit  einander,  so  dass  man  «****  .  e****. . .  c**** es  c  •         '** 

hat,  so  folgt  X 

15)  \pos  a-i  -|-  sin  a^ .  t)  \pos  %  +  ^tw  aj .  e) .  • .  [cos  a„  +  m  a^  .♦) 

=  co«(a4+%  +  '--^J+  «««{ai  + «2  ••  +  ««)• 
Setzt  man  hier 

Ol  =  «2  =  05  . . .  =  a^  3=  a 
so  erhält  man 

16)  \pos  a  -|-  *iit  a .  t)*  =  co*  na  -^  *f»  ita .  •    ' 
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Will  man  für  jedes  gegebene  reelle  x  den  Werth  von  e 


9% 


berechnen^  also  «iä  imaginäres  Potenzensystem  norit 
der  Basis  e  und  dem  Exponenten  xi^  so  folgt  aus6}das8m«n 
nur  cos  x  und  sin  x  zu  bestimmen  hat  In  dieser  Beziehung 
ist  nun  zunächst  zu  bemerken,  dass  man  dieWerthe  yon  cos x 
und  sin  x^  nur  für  alle  positiven  Werthe  voa  xzm  finden 
braucht.  Der  Werth  der  Reihe  4)  bleibt  nemlich  ungeändert^ 
wenn  man  — x  statt  x  setzt,  während  in  der  Reihe  5)  alle 
Glieder  durch  diese  Substitution  das  entgegengesetzte  Zeichen 
erhalten.     Man  hat  also 

17)  cos  ( — x)  =  cos  X 

1 8)  sin  ( —  x)  =s.  —  sin  x 

Beschränken    wir  uns  daher  auf  die   positiven  Werthe  von  x^^ 
so  ist  ferner  zu  bemerken,  dass  man  nicht  die  beiden  Werthe 
eos  x  und  sin  x  sondern   nur   einen  derselben  unmittelbar   zu 
berechnen  braucht,   indem  man  aus  jedem  derselben  den  an- 
deren ableiten  kann.     Denn  aus  8)  folgt 

19)  cosx  =  .±  y\  —  («liTip 

20)  sinx  =  ±  |/1  —  [cosx]^ 

wo  ateo  nur   das  zweideutige  Zeichen   noch   genauer  aa  be«» 
stimmen  ist,  i^as  sogleich  geschehen  soll. 

Mag  man  nun  sinx  oder  cos  m  auswählen^  so  braucht 
man  den  Wefth  nicht  für  jedes  x  besonders  au  berechnen, 
sondern,  wenn  man  von  ar:=rO  ausgebt;  so  wird  man  von  da 
bis  zu  einem  bestimmten  Werth  von  x^  welcher  ans  einem 
später  zu  eröi^ternden  Grunde  2n  heissen  soU^  für  keine  zwei 
dazwischen  liegenden  Werthe  von  or,  zugleich  für  sin  x  und  für 
oosx  denselben  Werth  finden,  wenn  man  nicht  blos  den  ab- 
soluten  Zahlenwerth  sondern  zugleich  das  Zeichen  berücksich- 
tigt, ntr  kz=i2n  erhatten  sin  und  cos  wieder  denselben  Wdrtb 
wie  für  x"=  0  «und  es  wiederholen  sich  zwischen  ^  =  2>i# 
lind  ji^  ^  4nr  genau' dieselben  Werthe  in  derselbe  Ordnung] 
so  dass,  wenn  a  <  2n^  sin  \jt.n-\-a)  sssiM'^  und  'cos^{27r -i-  ä^ 
s=  cos  a.  I)ieses  Verhältniss  wiederholt  sich '  nun  immer  fort 
in  derselben  Weise,  so  dass  allgemein,  wenn  m'  eine  ganze 
Zlih).  bedeutet,  eos  (Zmn  4-  a)  =  ^of  4  und  sin  (2mn  *f  fr) :^  «tfia. 
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Man  sagt  daher  m  und  cos  seyen  periodische  Funktionen 
von  X,  iftdem  man  hiermit  ausdrückt,  dass  immer  dieselben 
Wertbe  in  derselben  Ordnung  wiederkehren,  wie  auch  x 
wachsen  mag. 

97. 

Um  diese  wichtige  Eigenschaft  von  m  und  cos  nachzu- 
weisen, bemerke  man  zunächst  dass  sich  unmittelbar  aus  den 
Formeln  4)  und  5} 

cos  (0)  =  1 ,  sin  (0)  =  0 

ergiebt.  Ferner  zeigen  diese  Formeln,  dass  sin  x  und  cos  x 
positiv  seyn  müssen,  so  lange  x  positiv  und  nicht  grösser  als 
die  Einheit  ist.  Denn  in  beiden  Reihen  ist  unter  dieser  Vor- 
aussetzung jedes  Glied  kleiner  als  das  vorhergehende,  wäh- 
rend die  Zeichen  abwechseln.  Man  hat  daher  (vgl.  §.  59]  so 
lange  x<^\  und  zugleich  jc  >  0 


cos  X 

> 

1 

— 

2 

sin  X 

> 

X 

«^■K 

aj* 

1     o     <: 

X» 


oder  ««lÄ?  >  *  (1  —  T-^r-ö) 

also  cos  X  und  nn  x  positiv  und  grösser  als  Null.  Aus  8] 
folgt  aber,  dass  sowohl  sm  x  als  cosw  nur  ächte  Brüche  odier 
die  Einheit  sind ,  und  zwar  muss  cos  x  oder  sin  m  Null  seyn, 
wenn  smm  oder  cosm  die  Einheit  seyn  soll  Mitbin  müssen 
sowohl  cos  X  als  sin  x  flir  alle  Wertbe  von  #,  die  grösser  als 
NuU  und   nicht  grösser   als   die  Einheit   sind,   positive   ächte 

Brüche  seyn.    Nun  ist  cos[Q]  =1,  co*(l)  >  ~,  ««(O)  =0, 

g 

*i^[^)7>  ^*    Zwischen  diesen  Grenzen  muss   aber  cos  x  im- 

D 

mer  abnehmen  undm^p  immer  zunehmen.  Hai  mannem«« 
Uch  für  eine  Zahl  a,  welche  zwischen  0  und  1  liegt,  cos  m 
berechnet,  und  ist  a'\-h^a  und  ebenfalls  zwischen  0  und  1 
enthalten,  so  ist  nach  11) 

cos  (a  4-  fr)  ^=^  cos  a  cos  b  —  sina  sin  b 

nun  sind^  wie  eben  bewiesen  wurde,  cos  a,  sin  a,  cos  by  rinb 
sänuntlicb  positive  ächte  Brüche,    man  hat  also  eos  {a  -f-  6) 
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•  ■      • 

<:i  COS  a  cosb  und  um  so  mehr  co«(a-f-6)  <  cota.    Ebenso 
ist  nach  14)  ^ 

m  (a  —  6]  =  sin  a  cos  b  *—  cos  a  sin  b 
also  wenn  a  und  b  beide  zwischen  0  und  1  liegen  und  a  >>  6 

sin  (a  —  6)  <  sin  a  cos  b,  um  so  mehr  sin(a  —b)  <Csina 
Für  jede  Zahl  x  zwischen   0  und  1  hat  also  sowohl  simt  als 
cos  X  einen  anderen  Werth.     Schreibt    man  die   Reihe  4)  in 
der  Form 

COSX   ^1    


a?'  f   x^  x"   \ 

+ 1.2.3.4  ~  ^rrre  "^  rr.'s^'"'*' 


1  .2 

so  folgt  auch  noch  (§.  59) 

d<  h*    ca«(l)<  0,54...  und  umsomehr  eo«(l)<  0,55. 

Indem  nun  cos  x  zwischen  x^=.^  und  m-^zX  fortwährend 
Hbnehmetid,  alle  Werthe  durchläuft,  welche  zwischen  1  und 
einer  Zahl ,  die   >  0,  5  und  <  0,55  ist ,  enthalten  sind,  muss 

1 

er  auch    einmal   zwischen    diesen    Grenzen    den   Werth    r-^ 

s=  0,  707...  erhallen*),  d.  h.  es  muss  zwischen  0  und  1  eine 

1 
Zahl  k    geben,    fü^    welche  cos  h  =?  TT^i    "^^   ^^^    ^^  ^ 

=  ]/l  —  [cös  Kf'  also  auch  sin  k  =  ry^-  ^^  %^^^^  ^'^o  zwi- 
schen 0  und  1  eine  Zahl  k  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
«tn  A  =  cosk.  Es  giebt  aber  zwischen  diesen  Grenzen  auch 
nur  eine  einzige  Zahl  dieser  Art.    Sobald  nemlich  sinx  und 

cos  X  gleichen  Werlll  haben,  muss  jede  dieser  Grössen  =  --^ 

seyn,  weil  dann  in  Folge  der  Formel  8) 

[sinx]"^  +  [cosxf  =  2[HhxY  =  %{cosxY  =1   • 
Nun  muss  aber  cos  x  grösser  oder  kleiner  als  cosk  seyn,  je 
niichdem  die  zwischen  0  un(}  1   liegende  Zahl  or  kleiner  oder 

*)  Es  ist  nemlich  nicht  in  ähersehen,  dass  sich  cobw,  wenn  » 
sich  all  mälich  ändert  ebenfalls  allmä  lieh  und  nicht  etwa  sprung- 
weise indert  Denn  ist  b  eine  sehr  kleine  Zahl,  so  ist  com  h  der 
£inheit  sehr  ni^e,  während  «m  6  sehr  klein  isl;  dann  ist  auch  co«(<i-|-6) 
8ßhr  weni^  Ton  cq9  a  Terschieden, 
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grösser  als  k  isl ;   die  Zahl  k  ist  folglieh  die  einsige  zwischen 
Null  und  1  liegendei  Zahl ,  bei  welcher  der  Cosinus  den  Werlh 

•  »    • 

Setzt  man  nun  in  Formel  11] 

SO  folgt 

cos  2  A  =  cos  k  cos  k  —  sink  .  sink 
also  da  cos  k  s=^  sink 

21)  co>  2  *  =  0 


98. 

Es  ist  hierdurch  nachgewiesen  ^  dass  es  zwischen  0  und 
2  eine  Zahl  giebt,  für  welche  der  Cosinus  Null  ist;  und  es 
folgt  hieraus  zugleich,  dass  sie  zwischen.!  und  2  li^.  Löge 
sie  nemHch  zwischen  Oundl,  so  müsste  ihr  Cosinus  zwisi^hen 
1  und  0,  55  liegen.  Auch  ist  klar,  dass  ea^nur  eine  einzige 
Zahl  dieser  Art  zwischen  diesen  Grenzen  giebt,  weil  es  sonst 
auch  mehr  als  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  geben  müsste,  für 
welche  Cosinus  und  Sinus  dei^setberi  Werth  babeUr  Demaaeh 
folgt  aus  20} 

m  2  *  =  j±  1 

Die  Zweideutigkeit  des   Zeichens  ist   aber  leicht  zu   heben. 
Denn  aus  5j  folgt 

un2k^2k^jj^  + 13  ~  r:7  +  T3~irn  +  - 

>  ■      i>     ■ 
oder 

nun  ist  2*  <  «  also  2***  <  4,    um  so  mehr  2^k\  <  6 . 7, 
2^*«  <  iO  .  11  U.S.W. 

2*** 
mithin  m2*>2*  (1 —  - — 5),     um    so    mehr    sin    2*     > 

2  •  ö 

4 

2*  (1  —  '^)  also  sin  2*  positiv  und  zwar 

22)  sinik  t=z  \  ' 

Man  betrachte  jetzt  eine  Zahl  a  welche   ^wisclf^n   I  und  2* 


185 

a      *         . 

■ 

liegt  und   setze  az=:2k  —  b.     Da  2ft  <  2,    so   rouss   mithin 

6  <  1  seyn.    Feri^er 

cosa  =  co8{2k—b)  ==  cos2kco8b  +  sin2k8inb  =  m6 
sina  =  sin(2k  —  6)  =  sin2kco8b  —  cQs2ksinb  —  coib    , 

Bieraus  folgt,  dass  auch  für  jede  zwischen  1  und  2k  liegende 
Zahl  a  sowohl  cosa  als  sina  positive  ächte  Brüche  sind,  und 
zugleich,  da  jedem  bestimmten  a  ein  bestimmtes  b  entspricht, 
d,ass  es  zwischen  diesen  Grenzen  nicht  zwei  Zahlen  giebt.  fü^ 
welche  Cosinus  oder  Sinus  denselben  Werth  haben. 

Es  folgt  hieraus  ferner^  dass  es/  um  die  Werthe  der  Co- 
sinus und  Sinus  aller  Zahlen  zwischen  0  und  2k  zu  erhalten, 
genügt,  die  Sinus  oder  Cosinus  alier  Zahlen  zwischen  0  und  k 
unmittelbar  zu  berechnen.  Denn,  wie  schon  oben  (§.96)  be- 
merkt wurde,  kann  man  immer  aus  dem  bekannten  Sinus  deq 
Cosinus  und  umgekehrt  finden.  Gesetzt  also,  man  habe  die 
Cosinus  aller  Zahlen  zwischen  0  und  k  mit  Hülfe  der  Reihe  4) 
berechnet,  so  findet  man  daraus  die  Sinus  dieser  Zahlen, 
Wird  nun  der  Sinus  oder  Cosinus  einer  Zahl  a  gesucht,  welche 
zwischen  k  und  2k  liegt,  so  setze  man  a=2k —  6,  nun  ist 
bK.  k,  mithin  sind  sinb  und  cos  b  bekannt,  also  auch  cos  a 
ziz  sinb  und  sin  a  =^  cos  b.  Je  grösser  aber  a  ist ,  desto 
kleiner  ist  b,  desto  kleiner  ist  also  auch  sinb  und  desto 
grössil^*  00^  b.  Die  Cosinus  nehmen  9lso  aucl^  xou  A,  W9 
cosk  =  sinky  bis  2k  wo  cos  2k  =  0,  fortwährend  ab,  wäh- 
rend  die  Sinus  zwischen  diesen  Grenzen  fortwährend  zuneh- 
men. Wir  können  daher  jetzt  sagen,  zwischen  x  =  t)  und 
x=:  2k  nimmt  eos x  fortwährend  ab,  mrp.fortwfthrend  zu,  . 

99, 

Man  habe  nun  irgend  ebie -positive  Zahl  Xj  so  kann  man 
dieselbe  immer  =s  n,2k-\-a  setzen,  wo  n  eine  ganee  posi- 
tive Zahl  oder  Null  bedeutet,  und  a  eine  Zahl  welche  zwiacdien 
0  u!aA^2k  liegt,  oder  aueb  =?=  0  ist.    Alsdann  hat  man.  «^ 

23)  e   =  e  ^2:z\e     )    .  e 

=  {cos  2k  -f-  *•»  2k .  t)*  {cos  a  4-  sin  a . t)  =  •*  [cos  ä  -f^  sinß .  •) 
aber  auch 

24)     e^zz:  e^*' **+'*^  =  cos  [n .2*  +  a) + sin (» ,  2*  +  a)i ' 
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also 
25)    co*{n.2ft-f.a)  +  «m(«.2*-f  fl)f  =  •*  (co«a  +  ma.i) 
Es  sind  nun    verschiedene    in    dieser  Formel    enthaltene 
Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Es  sey  a  =  0  also  x  ein  Vielfaches  von  2*,  so  ist 
CO«  a  s=  1 ,  Stil  a  =  0  also  nach  23) 

e        ==  i  ==  CO«  Ink  +  *»'»  2n* .  t 
Ist  n  eine  durch  4  theilbare  Zahl,  also  n=4/,  so  ist  %^=  \ 
mithin 

coÄ  2w*  =^  1 ,     «in  2«*  ==0 
Ist  n  durch  2  und  nicht  durch  4  theilbar,  also  n  =  4/-|-2,  so 
ist  •••  =  —  1  und 

co%  2«*  =  —  1 ,     m  2n*  =  0 
Ist  n  eine  ungerade  Zahl,   welche    durch  4  getheilt  den  Rest 
l  giebt,  also  n  =  4/  +  1 ,  so  ist  i»»  =  t  und  mithin 

cos  %nk  =  0    «m  %nk  =  1 
Ist  endlich  n  ungerade  und  giebt  durch  4  gelheilt  den  Rest  3, 
also  »  =  4/  +  3,  so  ist  $'*=—•  und 

co%  Ink  =  0     %%n  2nk=  —  1 

II.  Es  sey  ä  nicht  Null.     Dann  folgt  aus  25) 

l2nk4'a)i  .  .n+1    ,  .«   . 

Wie  aber  n  beschaffen  sey,   immer  Ist  sina.i  ^  -^cos'aA 

eine  complexe  Zahl,  d,  h.  e^  ist  eine  compl exe  Zahl,  so- 
bald X  Mn  Vielfaches  von  2*  ist,  während  nach  dem  Vor- 

hergehendcA,  wenn  x  ein  Vielfaches  von2*istj  e  den  reel- 
len Werlh  1  oder  — 1  hat  je  nachdem  a?  =  8/*  odef(8/i-4)* 
ist,  und  den  rein  imaginären  Werth  t  oder  — •  je  nach- 
dem j»=«{8/  +  2)*  oder  a? «t=  (8J -f  6) ik 

Je  nachdem  nun  n  ^  4/,  4/  +  1 ,  4i  +  2,  41  +  3  folgt 
ireiter  aus  25)  dass  co6  (2«*  +a)  +  m(2#*  +  «)•  «  coi a 
+  m  ai,  oder  =  •  (cosa  +m  a .  I)  oder  =*»  —  {po»  a  +  «*•«. ») 
oder  endlich  = — i  (co^  a  -|*-  nn  a .  t)  ii^.    Mitteln : 

wenn  »==4/,  uo*(2«4+a)  =  casa,  m(2«fc+,a)=*wö 

I  wenn  n=4/-}- 1 ,  [cos  2n*+ö)= — *•»  fl,  5m(2n*4-ö)  =  ^^^  ^ 

*^J  Wennw=4/+2,  cos[2nk'\-a)z=i — cosa,  m(2i»Ar-f  a)=— «ma 

wenn n==4/-f-3,  co«(2fi&-|-ii)  =  sm  a,    m(2»*+a)=— <?o«a 
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Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  mari,  dass  cos  x  und  sin  x 
fiMT  jedes  X,  welches  gr(k;ser  als  2k  ist^  bekannt  ist,  sobald 
man  die  Werthe  dieser  Grössen  für  alle  zwi£K;hen  0  und  2k 
liegenden  Werthe  von  x  kennt  und  mithin,  nach  $.  98,  dass 
man  cos  x  und  sin  x  für  )eden  Werth  von  x  kennt,,  sobald 
nur  cos  x  oder  sin  x  für  alle  zwischen  0  und  k  liegenden 
Werthe  unmittelbar  berechnet  sind.  Aus  26)  ergiebt  sich,  dass 
sowohl  cos  als  sin  wieder  dieselben  Werthe  annehmen,  so- 
bald man  von  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  übergeht,  welche 
um  dtt  grösser  ist.  Und  umgekehrt  müssen  zwei  ^Zahlen, 
welche  denselben  Cosinus  und  denselben  Sinus  haben,  «m  *8M 
verschieden  seyn.    Ist  fiemlich  cos  a  =  cos  b  und  «ti»  a  z=.  m  6, 

so  ist  c**  =r  c  *  also  e^  =1  und  mithin ,  wenn»  a  die 
grössere   Zahl  ist,  a  —  ft  =  8/Ä,  da  nur,    wenn  it  =  8/*, 

e  =1  seyn  kann,  wie  oben  bewiesen  wurde.  Zwischen  0 
und  8&  giebt  es  also  keine  zwei  Zahlen,  welche  zugleich  den- 
selben Sinus  und  denselben  Cosinus  haben,  von  8A  ««  »her 
wiederholen  sich  fortwährend  dieselben  Werthe  dieser  Grösseii 
in  derselben  Ordoung,  so  dass  allgemein  jede  Zahl  von  der 
Form  6/i:  -f-  a  denselben  Cosinus  ,und  denselben  Sinu^  wie 
die  Zahl  a ,  welche  kleiner  als  Sk  ist ,  hat.  Hiermit  ist  die  in 
§.  96  ausgesprochene  Eigenschaft ,  nach  welcher  Cosinus  und 
Sinus  periodische  Funktionen  sind,  nachgewiesen.  Die 
Zahl,  welche  wir  im  Vorhergebenden  8i  genannt  haben,  Wurde 
dort  durch  %n  bezeichnet  und  diese  Bezeichnung  soll  von  niii) 

TT 

an  immer  gebraucht  werden,  so  dass  statt  k  immer  -r  gese^t 

wird.  Es  wird  daher  angemessen  seyn,  die  vorhergehenden 
Ergebnisse,  in  dieser  Bezeichnung  ausgedrückt,  nochmals  zu- 
sammenzustellen.    Es  ist 

c(?ä(0)=:  J ,  m(0)zz:0,  cos-^  =  sin^  =  -^,  öos  ~^0, m-w  l 

0*^''*=  1 ,  CO«  2/7t  =  1 ,  m  2/7r  ü  0 
^(*^+^)''*=--  1,  co«(2/-f l)7r:=  — 1,  Mji{2i+l);i=0 
)  \  e(8^+i)^»—  i^  cos  (21  +  1  )7r  =  0 ,  sin  [21  ^^)n  ==  1 

^(21+1)711^ _  i^  cos  (21  +|)rt=0,  m(2/-f. |y/r=£  -1' 

/'•?+'^>'  ^V  (cosa  -f  sina .  •)  =  co*  (^  J+ö)+m(/.  J+fl)< 
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öos[2ln'*'  a]  pz  eosa      m[2far±a]  =:ä  dt  «tiifl 
281    /^^'f(2/-f  1)^-^  o]  =  —  00*0    nn[(2/4-l)w^«]==4:  sima 
eo$ [(2/+i)7r :t a]  =z^: sin a    sin [(2f  +  J)7r ±:  d]  =  eosa 

cos [('?/4 IW i*  a]=±sina    sin [(2l-\-^)n •+"- ö]  =  —  cosa 
Man  findet  namentlich 

29)  e     =  1,  e    =  —  1  ^  ^^   ==:  t,  c^   =  —  • 

100, 

Nflck  dem  Vorhergehenden  hat  e  für  jeden  2widehen  0 
und  %n  enthaltenen  Werth  von  x  einen  besonderen  Werth, 
dagegen  wiederholen  sich,  von  d?ss2^  an,  dieselben  Wertbe 
in  derselben  Ordnung.  Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unter- 
schied  zwischen  dem  reellen  Potenzensysleme  und  dem  ima- 
ginären. Im  ersteren  entspricht  jedem  besonderen  x  oin  be- 
sonderes e^  y   da   mit  wachsendem  x  auch  e^   wächst  {§«  82}| 

wArend  e  denselben  Werth  für  alle  Zahlen  hat,  die  um  ein 
Vielfaches  von  2n  verschieden  sind. 

Um  ein  voIlMöndiges  imaginttres  Potenzensystem  zu   be- 

rechnen,  d.h.  zu  jedem  x  den  Werth  von  e  zu  finden,  wfire 
es  nur  noch  nöthig  die  Werthe  von  cos  x  oder  sin  x  für  alle 

zwischen  a?=0  und  o?  =  y  liegenden  Zahlen  ursprünglich  zu 

berechnen.  Wiil  man  zu  diesem  Zwecke  Tafeln  anfertigen,  so 
wird  es  natürlich  nicht  möglich  sein^  dass  dieselben  alle  Zahlen 

enthalten ,  weldhe  *  zi^'ischen  a?  =  0  und  a?  =  ~  liegen,  da  de- 
ren Anzahl  unendlich  gross  ist,  sondern  man  wird  sich  zu- 
nächst damit  begnügen ,  von  einer  positiven  Zahl  a^  welche 
man  so  klein  nehmen  kann  als  man  will,  auszugehen,  und  für 
alle  Vielfachen  dieser  Zahl  a,  2a,  3a...  die  Cosinus  oder 
Sinus  zu  berechnen,    bis  man  an    ein  Vielfaches   na   kofnmt, 

VC  IS 

welches  entweder  =  -.    oder  so  beschafien  ist,  dass  —  zwi*- 

4  4 

sehen  [n — l]a  und  na  enthalten  ist.  Wir  haben  zwar  Hoch 
nüsht  angegeben ,  wie  gross  -r  ist  und  wie  man  dessen  Werth 


direkt  j^reGhifkc^a  kann^  w«$,  erst  «pftter  (Nbte  .IX)..g^ohi9hefl 
wird.  An  dieser  Stelle  wird  es  aber  genügen  zu  bemerken, 
das$  dii^i^e  Zahl  dje  einzige  zwischfen  den  Grenzen  Ö  und  1 
ist,  für  welche  Cosinus  und  Sinus  denselben  Werth  haben  und 

=  -y--  sind,  uian  wird  daher,  indem  man  in  den  Formeln  4) 
oder  5j  statt  x  allmäUch  andere  Zahlen  setzt  ,^  sich  sehr  bald 
dem  Wertlie  von  —  mit  jedem  beliebigen  Grade  von  Genau- 
igkeit nöfiern  können  *)  Um  aber  die  Cosinus  oder  Sinus  ir- 
gend eines  Vielfachen  von  azu  finden,  wird  man  iiieseWerthe 
nicht  jedesmal  wieder  aus  den  Formeln  4)  oder  5)  unmittelbar 
berechnen  müssen,  sondern  kann  sich  hierzu  folgendes  ein- 
facheren Verfahrens  bedienen.    Aus  11)  findet  man,  wenn  man 

«.  =ä;  jl  se^Uit, 

C09  2x  =  (cos  x)^  —  (sin  x)^. 

also  nach  8] 

cos  2x  =  2lcos  xV  —  1  =:  1  —  2  [sinx]^  , 

und  mithin 

\  +  co$2x 

{COSX)^:^—^ 


[sin  a?)«  = 


2 
1   —  cos  2x 


2 
Man    gehe   daher  von  einer  Zahl  aus,  die  nicht  grösser  ^U, 

-r-  ist  und  deren  Cosinus  oder  Sinus  bekannt  ist,  also  am  eln- 
4 

fachsten  von  -^  selbst.    Man  setze  diese  Zahl  »s  2d?,  so  findet 

4 

man  mittelst  der  vorhergehenden  Forn^eln  [cos  x)^  =:  (pas—)^ 

und  (sinx)^  —  [sin  -~f\   sind   diese    Grössen  berechnet,    so 
findet  man  aus  ihnen,  oder  vielmehr  aus  ihren  (positiven)  Qua- 


*)  Und  iwar  liat   man   für  m  Dar  die  Zahlen  ku   tdtzen ,   welche 
grösser  als  }  sind,  da  man  weiss,  dass  —    zwischen     i    und   2   liegt 

(§.  98)  also  ^  >  i  i»t. 
4 


m 

draflwursdil  eös  —   und  nn  ^     verihOge  d^rselb^n  Fbrmeln, 

ö  o 

r 

ff  ^  TV  ^ 

(co9  — ^)    und  [sin  ^  .    Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt, 
.10  16 

TT  VC 

kann  man  daher  C9S  ^  und  sin  ^  berechnen ,    wo    k  jede 

beliebige   Grösse    überschreiten   kann.       Ist  k  gross    genug, 

so  setze  man  -i=  a,  man  kennt  also  nm  cos  a  und  sina. 

Um  nun  aus  cosa  die  Werthe  von  cos  2a  j  cos  3a  u.  s.w.  oder 
aus  sin.a    die  Werthe  von  sin  2a,    sin  3a  u.  s.  w.   zu   finden, 
setze  man  x  =  na,  y=<^j  ^^^^^  geben  die  Formeln  II) und  12) 
30)        cos[n  +  l)a  =s  co«  na  coia  —  sin  na  sin  a 
,31)        si»(n-\-\)a  =s:   sin  na  casa  4**  cos  na  sina 

Setzt  man  also  n=z\,  so  findet  man,  vermittelst  dieser  For-^ 
mein,  cos 2a  oder  sin  2a  aus  den  bekannten  cosa  und  ma, 
ebenso,  wenn  man  dann  n^=s2  setzt,  co«  3a  oder  m3a  aus 
den  bekannten  cos  2a  und  sin  2a  n.  s.  w. 

Um  nun  auch  noch  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl  zu  fin- 
den, welche  zwischen  zwei  Vielfachen  von  a,  etwa  zwischen 
ka  und  (ifc-f  l)a  enthalten  sind,  und  also  nicht  in  den  Tafeln 
vorkommen,  kann  man  sich  einer  annähernden  Berechnung 
bedienen  9  welche  mit  der  früher  erläuterten  Einrichtung  der 
Proportionaltheile  ($.  86)  Aehnlichkeit  bat.    ' 

Iftt.  n^aüicb  a  so  klein,  dass  der  Einflus«^  der  Glieder, 
welche  eine  höhere  Potenz  von  a  als  die  erste,  enthalten,  auf 
die  aus  4)  and  5)  berechneten  Werthe  von  cos  a  und  m  a 
weniger  beträgt,  als  die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  diese 
Werthe  genau  berechnen  will,  so  kann  man  also  in  diesen 
Formeln  die  höheren  Potenzen  von  a  vernachlässigen  und  hat 
näherungs  weise 

C03 a  =  1 ,    sina  z=:  a 
Demnach  ist  auch  näherungsweise  nach  30)  und  31) 
cos{ß'\-\)a  =  cos nß  —  a  sinnq 
sin{n-\'  l)a  =3B  sin  na  -)-  a  cos  na 

oder  wenn  man  nas=:  Oy  a  sin  na  =  asin  a  =^  d^  a  cos  na 
=s:  a  cos  a  =^  D  setzt, 
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cos  (a  -f-  «)  —  c^  a  =  —  d 
9%n  (a  +  «)  —  sin  a  =z  D 

Setzt  man  aber  —  statt  «,  wo  tu  irgend   eine  Zahl  bedetttM^ 

die  grösser  als  1  ist^  so  geht  d  in  *~  und  D  in     -  über,  und 

man  hat 

,      ,     a,                       cQ9a  —  cos[a'\-  a] 
cos  (a  +  — )  ==  cos  a ^ 

.1     .    ,      ,.    a,  ,    m(a-h«)  —  9%na 

stn  (a  4 )  -=  «tw  o  H ^ 

m^  m 

Um  al^o  cos  {a  -J — )  zu  finden  hat   man  nur   von   cos  a  den 

tn 

ifiten  Theil  der  Differenz  cos  a  —  cos[a'\-a)    abzuziehen, 

und  um  «m(fl4-  ~]  '^  Anden,  hat  man  nur  zu  sina  die  Dlf*^ 

nt 

.  sin{a4-a)  -r-sinä 

ferenz  — ^ — ■ — '—■ zu  addirert. 

m 


^  101. 

fai  der  that  ist  es  aber  nicht  nöthig  solche".  Taldudlr  die» 
Zwecke  der  Anaiysis  zu  berechnen,  indem  sie  schon  längst  zu 
einem  anderen  Zw^oke  berechnet  sind,  all\;rdiogs  in  eitter  Form, 
welche  noch  eine  einfache  Rechnung  nölhig  macht,  wenn  man 
sie  zu  analytischem  Gebrauch  verwenden  will.     B^    sind   dies' 
die  trigonometrischen  Tafeln,  in  welchen  die  Sinus  und  Cosinus 
der  Bogen  von  Qo  bis  45^   angegeben   sind   und    deren   Ein- 
richtung hier  als  bekannt   vorausgesetzt   werden   darf.      Setzt 
man  den  Halbmesser  des  Kreises,    zu  welchem^  diese   Bogen 
gehören,  der  Einheit  gleich  und  bezeichnet  man  die  trigonome- 
trischen Sinus  und  Cosinus  durch  Sin  und  Co«,   um   sie  von' 
den  analytischen  zu  unterscheiden,  so  hat  man,   wie  aus  den 
Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist, 

[Coskf  ±  [SinkY  =1  .  '    , 

f!os[x-\-y)  =  Cosx  Cosy  —  Sinx  Siny 
i^tii(a?+y)  =  Sin  X  Cosy  +  Cosx  Siny 
Cos  (0)  =  1     Sin  (0)  =  .0 


m 

Diese  Gleichungen  sind  genau  dieselben,  wie  wir  sie  für  die 
analytischen  cos  und  sin  gefunden  haben.  Auch  nehmen  zwi- 
sehen  (W*  wkd  45^  die  Cos  ab  und  die  Sinus   zu  wieucm  und 

sin  zwischea  den  Zahlen  0  und  -r«  Für  45^  sind  Cos  und 
Sin  gleich  und  daher  jede  dieser  Grössen  yTo'  ^^^^ 

Cos  450  =  cos  p     Sin  45^  =  m  j 

In  Folge  der  erwähnten  Uebereinstimmung  d«r  Formeln,  kann 

450 
man   ebenso  aus  Cos  45o   und   iStit  45o  wieder  Cos  —^   und 

^.     450    ^     .  .  ^         j      .      ^      .^  ^  . 

S%n  -^  finden,  wie  aus  cos  --  und  sin  -7-  oben   cos  -^   und 
2  4  4.8 

jjn  --t-  gefundep  wurde,  und  man  hat  daher  auch 

Co«  —  =  CO«  ^,  Stn  —  t=:  m  ^ 

450  450     ^ 

und  allgemein  wird  man  Cos  -r—-  und  Sin  -=—-    ebenso    aus 

2*:*  2*"' 

Oöi  4A^  and  St»  45°  ableiten,   wie  frttlier  cot  —  und  m  — 

Z'  2* 

aus  cos  -^  und  sin  —  gefunden  wurde.     Mithin  ist  auch 

^450  n      ^,     450  .     fi 

Cok  -r— -  =r  CO«  — ,    Sin  -r-r  =  «m  — 

2*-«  2*        a*-'  2* 

n  450 

o<)er  wenn  man  wieder  -   ^ «  setzt  und  9)°  statt  -—  schreibt, 

2  2 

Cos  (po  =  cos  a,    Sm  yo  =-  ^n  £j 

Indem  man  also  von  9)0  ausgeht^  kann  man  nun  wieder  daraus 
Cos2g)^  und  Sin  Zfp^,  Cos 3g)^ und  Sin3(p^  allgemein  Cosng>^  und 
Sinnif^  finden,  bis  man  wieder  an  Co«45o  undiStn450  kommt 
Damit  wären  die  trigonometrischen  Tafeln  berechnet. 
Hat  man  also  bereits  Tafeln  dieser  Art  und  man  will  cos  und 

sin  einer  ZaM  m  finden,  welche  zwischen  0  und  -j-  liegt,   so 

hat  man  nur  den  Bogen  ß^  zu  suchen,   der  so  beschaffen  ist, 
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dass  Cos  ßf^  =  eosm  und  Sin  ß»  =  sinm.      Dieser  Bogen 

muss  aber  derselbe  Tbeil  von  45^  seyn,  weicher  m  von  —ist. 

4    , 

Man  bat  daher  nur  die  Proportion 

m  :  ^  =  Äo  :  450 
4 

aufzuatellen ,  ans  welcher 

.         I8O0 

ß  =  .  ffi 

n 

folgt. 

-  Dar  Wertb  von  n  als  bekannt  vorausgesetat^  sui^ht  man  i* 

180^  180<» 

der  Tafel  Cos m  und  Sin m    und   die   gefundenen 

n  n  ^ 

Werthe  sind  zugleich  cosm  und  Munt. 

Geometrische  Betrachtungen,  welche  nicht  hierher  gehö- 
ren, zeigen,  dass  in  der  That  die  Lftnge  des  Bogens  von  45<^, 
wenn   man   den  Halbmesser   der  Einheit  gleich   setzt,  genau 

durch  die  Zahl  ausgedrückt  wird,  welche  wir   -r   genannt  ha«*- 

ben,  so  dass  also  die  Länge  der  ganzen  Peripherie  oder  des 
Bogens  von  360^  genau  in  ist.  Dies  ist  der  Grund,  aus 
welchem   die  kleinste   Zahl,   deren  cos   und  sin   gleich   sind, 

djurck  ~  bezeichnet  wird ,  weil  man  die  Länge  der  Peripherie^ 

finter.  Voraussetzung,  dass  der  Halbmesser  s»  1  ist,  durch  2n 
9U  bezeichnen  pflegt  (vgl.  %  06). 

Zum  Schluss  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  es  keine 
Schwierigkeit  bat,  auch  ein  imaginäres  Potenzensystem  mit 
einer  anderen  reellen  Basis,  als  die  Zahl  e^  zu  berechnen,  da 

mah  immer  b  ^=^  e^  setzen  kann,  mithin  fr   >=  e      ist. 


Zehntes   Kapitel. 

Vk  kiagkiirei^  Logarithiiei  ^   ii%eneuie  Tlieorie   der 

WnrmlMSiielmig^. 


ti  ..  .'  ' 


102. 

Da  wir  nachgewiesen  haben,-  4ass  die  Gleichung 

13 


m 

.     1)  e*  =!.+  »,+  _^^  +  .... 

a  I 

allgemein  gültig  ist,  x  sey  reell  oder  imaginttr,  und  dass  für 
jeden  Werth  von  x  und  y  die  Gleichung 

statt  findet,  aus  welcher  dann,  wenn  &  eine  gänzä  Zahl  ist^ 
die  Gleichung  r 

3)  (e)=  e 

folgt,  so  können  wir  jetzt  auch  eine  aUgemeinere  ErkUrang- 
des  Wortes  Logarithme  geben  indem  wir  sagen:  ein  na- 
türlicher Logarithme  einer  Zahl  il  ist  jede  (reelle 
oder  imaginäre]  Zahl  a^  welche  der  Gleicküung 

A  =  1  +  ö  +  YTz  +  *••• 

genügt  und  es  ist  alsdann  A  =  e^.  Wir  können  aber  nach- 
weisen, dass  man  jede  (reelle  oder  imaginäre)  Zahl  A  in  der 
Form  Azzi  e^  darstellen  kann,  und  zwar  nicht  blos  auf  eine^ 
sondern  auf  unzählig  viel  verschiedene  Weisen,  woraus  also 
folgt,  dass  jede  Zahl  unzählig  viel  verschiedene  natürliche  Lo- 
garithmen hat.  Wir  wollen  von  nun  an  jeden  dieser  Loga- 
rithmen durch  das  Zeichen  log  andeuten,  so  dass  dieses  Zei-^ 
chea  nun  eine  unzählige  Menge  Werthe  umfassen  wird^     Aus 

der  Gleichung  e*.  c^=  e  folgt  aber  noch  immer,  da  x 
einer  der  Logarithmen  von  ^  und  y  einer  der  Logarithmen 
von  e^  ist,  wenn  man  e^  :ss  A,  ^  =  B  setzt, 

4)  log  [AB)  =  log  A  -\-  log  B 

die  schon  aus  der  Arithmeitik  bekannte  Grundformel  der  h^r. 
garithmentheorie,  welche  hier  nur  richtig  gedeutet  werden 
muss.  Sie  sagt  hier  nemlich,  dass  wenn  man  die  Summe 
zweier  Ausdrücke  nimmt,  von  denen  jeder  irgend  einer  der 
Logarithmen  einer  gewissen  ZafalengrOsse  isl,  diese  Suimiie 
auch  irgend  einer  der  Logarithmen  des  Produktes  jener  zwei 
Zahlengrössen  seyn  wird.  In  demselben  Sinne  hat  man  die 
Formel 

5)  log  ^  =  log  A  —  logB  . 


m 


weiche  aus  e  .  e*^=^  e^  folgt,  zu  deuten,  so  wie  die  Formel 

6)  log  (V=*  *  %  A 

die  sich  aus  der  Form.  3)  ergtobl.  Man  darf  aiber  nicht,  Wenn 
man  einmal  log  A  =  k  und  ein  anderes  Mal  log  A  =^  k'  ge- 
fuiMen  hat,  daraus  folgern  dass  kz=k'\  weil' der  Ausdruck 
iog  A  das  eine  Mal  eine  andere  Bedeutung  haben  kann ;  als 
da9  andere  Mal*     , 

,103. 
Dass   sich   die  Einheit   auf ;unzählig  viele  Weisen  als 

Potenz  von  e  darstellen  lässt,  und  2  war  Jn  der  Forme      =1; 
wo  /jede  ganze  positive  Zahl  (Null  eingeschlossen)  bedeutet/ 
wurde  im  vorhergehenden  Kapiiel  (Form.  27)  gefunden.     Es 
ist  noch  hinzuzusetzen,  dass  /  auch  jede  ganze  negative  Zahl 

bedeuten  kann.    Denn  da  ^       .  c       z=  1  so  folgt  e"  ^*=  1, 

wir  wollen  daher  e~      =1  schreiben. 

Ist  nun  il  eine  reelle  positive  Zahl,  so  giebteseine 
und  aur  ^ine  reelle  Zahl  a^  welche  der  Gleichung  il  »s«^ 
genügt  (§.  82).    Da  nun  Az=:AA  so  ist  auch  r. 

A  z=:  e 

und 

7)  log  A  ^  a±L2lm 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  unzfihlig  vielen  in  der  'FVnrmel 
a±L2lm  enthalteneo  Zahlen,  wie  a,  a-\--2m,  a — 2fH,  et-^-ini, 
a — im  u. s.w.,  ein  Logarithme  von  Ä  ist.  Andere  Zahlen  al^ 
die  in  der  Form  a±i2/m  enthaltenen  können  aber  nicht  Lo- 
garithmen von  A  seyn.     Soll  nemlich  a  '\-  k  ein   Logarithme 

von  A  seyn,  also  e       =  A,  so  muss,  wegen  e'zn  il,   auch 

0  s=  1  seyn  und  daher  k  einer  der  in  ^2lm  enthaltenen  Werthe. 

Demnach  hat  eine  reelle  positive  Zahl  A  einen  einzigen 
reellen  Logarithmen  und  insofern  behftltdie  frühere  Behaup-^ 
tung  (§.  82),  dass  eine  solche  Zahl  nur  einen  Logarithmen 
bal,  ihre  Richtigkeit,  als  dort  nur  von  reellen  Logarithmen  die 
Rede  ist     Sie  hat  aber  zugleich  unziUig  vid  imaginäre  Lo* 

13* 
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^arithmep.  Der  reelle  Logaritbme  kH  offenbar  der  einfach- 
ste.    Als  speciellen  Fall  hat  man 

hg  1  =^  ^2bfH 
und  ala  einfaohsten  Logm'ithMea 

b^  l  =  0 
Ist  —  A    eine. reelle    negative    Zahl,    so    setze    man 

—  4  =4.  —  1 ,  und,  wie  vorher,  ,A=:ea.    Nun  wurde  früher 

—  1  =  c'  T  '**  gefunden,  oder  wie  wir  jetzt  allj^eitlefner 

sagen  können ,  —  1  ==  e  '  ,  wo  wieder  für  /  Null  oder 
jede  jfanze  positive  Zahl  gesetzt  werden  kann.    Demnach  ist 

Wie  in»  Torhergehendeü  Falle  kahn  aueh  hier  bewiesen  wer^ 
den,  in49  nur  die  in  dei*  Form  a^(2/+l)m  enthaltenien Zah^ 
len  Logarithmen  von  —  A  seyn  können.  Eine  negative  reelle 
Zahl  hat  also  keinen  reellen  Logarithmen,  und  in  dieser  Be- 
schränkung bleibt  die  frühere  Behauptung,  dass  sie  keiiiert  Lo- 
garithmen hat ,  (§.  82)  richtig.  Sie  hat  aber  unzSMig  viele 
i'maginftre  Logarithmen;  die  einfachsten  sind  a-^^ni  und 
a  —  m.    Namentlich  ist 

log  (—1)  z.^  :t(2/-f  l)m 
und  die  einfachsten  Werthe  dieses  Logarithmen  sind  di.m. 

Ist  Ai  eine  rein  imaginäre  Zahl  uod'  setzt  man,    mit 

BaibehkiUuDg  der   obigen    Bezeichnung,    A  =ss  e  ~~        oder 

A=::  e  ,  je  nachdem  A  positiv  oder  negativ  ist,  setzt 

man  ferner  (§.  99  Form.  29) 

Im 
•.*.=  • 

SO  folgt  A%=e   '  ^^      ■"       oder  ilt  =  d   '/^    ^    '   '•' 

Die  reip  imagintlre  Zahl  bat  also  keinen  reellen  Logarithmen^ 
aber  unzählig  viel  imaginäre,  welche  alle  in  der  Form 

9)    logAi  =  ar^[^±,2l]m    odex  (og Ai=a^[^:*z{2l+l)]m 

entlialteii  siitd ,  je nachdem  A  positiv  oder  negativ  ist.  Der 
eiikfaohste  Logarithme  ist  im  ersten- FaMe  csH-^^nri,  im  zweitea 
«•^•^m^    Kamtantlicb  bat  man 


<  . 


m 


\t  4        T  ■•  I 


ui^d  j^s  einfachsten  Werth 

.     lop  i  =  Am 
woraus  die  H^erkwürdige  Formel 


'  •    «     .    • 


folgt. 


.i 


104. 

Um  die  compIexe.Zahl  u-\'9i  als  Potenz  von  e  dar- 
zustellen, muss  man  sie  zuerst  in  der  Weise  umformen,  wie 

es  schon  in  S*  S9  geschehen  ist.    Man  setzt  (u^  -{-  .v^)^  —  m 

und  ti  +  ©I  =  m  (—  -I •). 

m         m    ' 

Seyen  zuerst  u  und  v  beide  positiv,  so  ist    -  ein  achter, 

tu 

positiver  Bruch.     Da  aber  cos  x  alle  Werthe  zwischen  1  und 

n 
0  durchläuft,  wenn  a  die  Werthe  zwischen  0  und    _    durch- 

läuft,  so  giebt  es  zwischen  0  und  ^  einen  Werth  9  so    be- 

Schaffen ,  dass  cot  y  =  — .    Hieraus  folgt  ~r — r  =»  1 * — r 

=  1   —  {co9  q))^  =  («In  y)*.      Da  nun  u  positiv   ist,   so  hat 


man        =  Wncp.     Also   -  +  —  ^  =  cosw-^ sinq>.i  =  e'  . 
ifi  mm 

Setzt  man  noch  m  =  e**  so  ist 

u  +  ti  =  c**"' '^SÄ  m(c0s  y  +  *••  9*) 
Ist  ti  positiv  aber  e  negativ,  so  6etze  man  -^e  statt  e  indem- 

'  u 

man  9   immer   positiv   nimmt,    dann   ist  wieder   cos  q>  =  ~ 

m 

:^  COS  (--  y)  und    —  =:^-rinw  =  «nf-^o^)  ($.'  96  Fiorm. 

17  u.  lÖ)  mithin 

'    1  F  |y  —   * 

ti  —  1)1  ==  m[co*(— y)-}-  m{— y)i]  ^  c      '^ 

Ist  u  negativ,  so  sehreibe  man  statt  dessen  — ti,    und  nehme 
wieder t?  positiv,  man  wird  also  —  u±^ti  habeii,  d.  b/^l(i«^t?i);' 


Setzl  man  daher  —  l=e   so  erhält  man  -  ictct=e   ""^  "*"     . 

Setzt  man  aber  —  1  =  c    *  so  hat  man  -r-  u:tjoi  =  e  '^ 

Die     einfachsten     Werthe     erhält     man    also,     wenn    man 

-•  +  w  =  e"+(*-*^und-«-Di  =  e"-(''-*^  setet,    so 
dass  man 

—  u:t.ei  =  c"~"^"*^'*=  m  [cos(n — y)  :tL  sm  (n — y)i] 
=  m  [co$(±-(n — q>))  +  m  (±i(?r — g)))i\ 
hat« 

Es  folgt  aus  dieser  Erörterung  der  wichtige  Satz,  dass 
man  jeden  complexen  Ausdruck  ti  +  t?j,  wo  nun  u  und  d  po- 
sitiv oder  negativ  seyn  können,  als  Potenz  von  e  darstellen 
kann,  nemlich 

10)  ti  +  ©•  =  e"+^ 

oder  auch  in  der  Form 

11)  ti  +  ci  CS  m  (cosn//  -f-  m^.i) 

wo  m.dei^  Modul  (tt*  +  c*)^,  cost/ß  =—^  sintp  =z  —  ist  und 

tn  tn 

t//  eine  Zahl  bedeutet  welche  zwischen  —  n  und  n  liegt. 

Bedenkt  man  aber  ferner,  dass  man  tf4*<>^=  (u-^-ti),! 
=  (ii4^et)e~        setzen  kann,  so  hat  man  noch  allgemeiner 

12)  •!-!-«?»==« 

13)  ttrf  Di  =  m[co« V'^2&i)  -f  m(^:±i2/fr)i] 

Demnach  hat  jede  complexe  Zahl  u  -{-vi  unzählig  viel  Loga- 
rithmen, welche  alle  in  der  Form 

14)  %(i»  +  m)  =  a  +  [^±2ln)i 

enthalten  sind,  und  von  welchen  der  einfachste 

15)  to^lti  +  üi]  =  a-f  ^ 

ist.  Man  kann  auch  hier  wieder  nachweisen,  dass  jede  Zahl, 
wd(^6  ein  Logarithme  von  u-^vi  seyn  soll,  in  der  Form 
a  -{-  (^±!.2//r)«  enthalten   seyn    muss.      Kann    man    nemlich 

u  +  €t  =>  e  *  ^       setzen,  so  hat  man  e     \     =z  e      T    also 

1  =  «"»-".  e<^-*^  «nd  daher  «x_«  =  0,  e'^"^^=  1  d.  h. 
Ol-  pr  a,  V'i  =  y^^"- 
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Map  kann  ^ie-  Form,  anter  welcher  wir  ti  +  i?i  als  Po- 
tenz von  e  dargestellt  haben,  noch  ein  wenig  abändern.  Be*« 
kanntlich  betrachtet  die  Trigonometrie  ausser  Sinus  und  Co- 
sinus eines  Bogens  auch  dessen  Tangente.  Die  Tangente  ist 
dem  Sinus  dividirt  durch  den  Cosin«s  gleich,  das  Zeichen  für 
<H^  Tangente  ist  ig.  Wir  woilen  diesen  Begriff  und  deinen 
Ziehen  auf  die  Anatysis  übertragen,  indem  wir  sagen:  tititer 


der  Tangente  einer  Zahl  ip  verstehen  wir  den  Quotienten 


C09  xff 


sin  ip 

und  schreiben  ig  tp  -=.  — - .      Es  wird  also  ig  ^  immer  ei- 

^  ^         cost/ß  ^  ^ 


bestimmten  Werth  haben,   wie  sin  ^  und  cosip,  ausser 

wenn  tp^  =  (±21-^)^  oder  ^  =  [-t-(2i+l)4.^]«:  weil  dann 

±.1 
m  ^  =  it  1 ,  CO«  ^  =  0,  also  ig  tp  z=,  -— — .     Da  sin  (—V) 

0 

=  —  m^  und  fios  [-^  xp)  ::=  CQS  ^  so  ist  ig[ — V}=^ — ^^V'» 
es  können  also  nicht  zwei  dem  Zahlenwerthe  nach  glaiebe, 
dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Zahlen  dieselbe 
Tangente  haben. 

Ferner  bezeichnet  man  in  der  Trigonometrie  einen  Kreis- 
bogen [Arcus]  durch  Are,  Auch  dieses  Zeichen  wollen  wir 
auf  die  Analysis  übertragen.     Um  eine  Zahl   anzudeuten,  de*- 

ren  Tangente  den  Werth  —    hat,    schreiben    wir    Are  ig  -. 

Dieser  Ausdroek  hat  *  aber  unzfihlig  viel  verschiedene  Werthe, 
weil  es  unzählig  viel  Zahlen  giebt,  bei  welchen  der  Quotient 
des  sin  divtdirl  durch  den  cos  sowohl  denselben  Zahlen  werth 
als  dasselbe  Zeichen  hat.  In  dieser  Beziehung  ist  Folgendes 
zi^  bemerken«  Wenn  zwei  Zahlen  tp  und  tp'  dem  Zahlenwer-- 
the  und  Zeichen  nach  gleiche  Tangente  haben ,  so  muss  .auch 
#|fi  ^  =  ±1  sin  y/  und  cosjp  3=  ±l  cos  %p'  seyn ,  wo  die  oberen 
oder  unteren  Zeichen  zugleich  zu  nehmen  sind.     Da   nemlich 

sin  xp  sin  xp' 

cos  tp         cos  xp 

seyn  soll,  so  muss  jedenfalls 

sinxp  =  n  sin  xp'\  cos  xp  =  »  cos  xp ' 
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seyn.     Aber  da 

(fint/ß)^  +  [eostfßY  «  »^((«ii  ^')»  -|-  («w  9ff]^ 
und  ziigleich 

so  folgt  n*  =3  1 

.Ä  »  ^  l 
8oU  also  die  Ttiigonie  positiv  seyn,  so  mttsson  enlvredor  sin  ^y 
eo$  f/f,  an  ^,  cos  tf/  sugleich  positiv  oder  zugleich  oegsliv 
soyn»  oder  es  müssen  sin  tp  und  cosip  beide  positiv  oder  beide 
negativ  seyn,  während  zugleich  sintp'  und  cosy;'  beide  nega- 
tiv oder  beide  positiv  sind.  Soll  dagegen  die  Tangente  nega- 
tiv seyn,  so  müssen  sintp  und  co^  ^  entgegengesetzte  Zeichen 
haben  und  sugleieh  entweder  sin  ^  und  sin  if/  gleiche  Zeichen 
so  wie  cosxp  und  co«  ^' gleiche  Zeichen,  oder  m^  und  ai«V^ 
gleiche  Zeichen ,  sowie  costf)  und  m^'  gleiche  Zeichen. 
Nun  ist  (S.  99  Form.  28] 

eos^ln-\'(p)z:zeosfp\  «m  (2/n -^  9))  =  sin  9) 

co*[(2/4-l)?r+y]s=  —  cos(p\  ^in [2/ -f- 1  )n:  +  y]  =  ~  sintp 

Alle  Zahlen  9),  9  +  ^,  y-f  ^^^  (p'\-^n\k.s,vr,  9P"~^>  9 — 2;r, 
9)  —  39r  U.S.W,  (da  man  für  /  alle  positiven  oder  negativen 
ganzen  Zahlen  setzen  darf)  haben  also  dieselbe  positive 
Tangente,  die  kleinste  dieser  Zahlen  (p  liegt  zwischen    0  und 

— ^  innerhalb  welcher  Grenzen  sin  ijind  cos^  mithin  auch  tg^  alle 

möglichen  Werthe  durchläuft.     Die  allgemeine  Form,  in  wel- 
cher alle  diese  Zahlen  enthaltmi  sind,  i§%  ^±:Jn, 
Ferner  ist 
oa#[2lfr — 9]  =fe  eosfp\    tMi[2/nr— y]  =-^siig) 
co*[{2/  +  l)7r— 9>]  =t— cos  gp;  rin[(2l+  M^^ y]  =m  y 
Alle  Zahlen  — 9),  n  —  y,  2/r  — y,  Stt — qp  u.s. w.    — wr-f, 
— Zn  -^y,  — Stt  —  9  U.S.W.  haben  also  dieselbe  negative 

Tangente ,  die  kleinste  dieser  Zahlen  —  q>  liegt  zwischen  —  — 

und  0,  und  die  allgemeine  Form,  in  welcher  alle  die  Zahlen 
enthalten  sind,  ist  —  ep^/n:. 

Bezeichnet  man  daher  die  kleinste  (positive  oder  nega- 

tive)  Zahl,    di^r«n   Tangente    eineq  bestimmt(^f|i  Werth  —  hat, 


ausschlieft^lidh    durch    Are   ig  -^,    während    mtn    durch 

u 

9  . 


Are  tg  —  irgend  eine  Zahl  andeutet,    deren  Tangente   diesen 
Werth  hat,  'SO  Ist 


16)  Are  tg  --  =  Are  ig    -  ±.  In 


•  «I . 


..  106. 

Wendet  man  dies^  Betrachtung  auf  die  Formel. (Sr  104} 
u -{-ti  =  mea$tfß  -{r  sintp.i 

an,  YfO  eo8  tff  s=  — ,  stutp  =  so  folgt  tgip^n  -,  Nen- 
nen  wir  daher  die  kleinste  (positive  oder  negative)  Zahl,  der 
ren  Tangente    -  ist,  ^  so  dass  tj/  ss  Are  tg  -  ,  so  hat  man 

tgtff  =  tgy;' 
Da  tff  zwischen  —  -  und   -  liegt ,   so  ist  cos  tf/  iftimer  po- 
sitiv,    bt  flft  po^ivy  so  ist  also  aucji  cos  \fß  positiv  und  I9ithin 

cos  tp  =  cos  %ff\  ssMtp  ^ss  simi/ 

woraus 

fi  +  w  =  m[cos^  -{-sintf/.i) 

folgt,    Ist  dagegen  u  negativ,  so  ist 

cos  %f/  =  —  cos  tp^  sintf/  =  —  sin  tp 
und 

II  -j-  ©$  =s  — m  [cos  %l/  -}-  9%n  y^.  t) 

Demnach  hat  man  . 

/ '  * 

wo  dai^  obere  oder  untere  laichen  gilt,  je  nachdem  ü  ^si- 


,\ 


tiy  oder  negativ ,  also  da  m  =  (ii*  -f  f?*)^  und  ^'=  Are  tg    - 


+  «  =  :t  («»  +  f>2)^  «*  ^'"  * 


U 


I  <  I  < 


UAd  wei\a^  ma^  ymi  ß        .=c  1  ,n[\\iUipUcirt,  ,^o  Hann  man  nocl^ 
allgemeiner  schreiben,  . 

woraus  noch  '    ''    •■     •  -•■^'  ••"  "    ■    , 


tm 


und  als  einfachsiter  Werth 

18)        %(»  +  »i)  =  top  ^1  {«» +  c»)4  +  i  4r?  «ir,- 

folgl.  ,,  ,    .; 

107. 

Da  im  Vorhergehenden  nachgewiesen  worden  ist,  dass 
man  alle  Zahlenformen  als  Potenzen  von  e  aasdrticken,  und 
dem  entsprechend  auch  Logarithmen  derselben  angeben  kann, 
so  folgt  hieraus,  dass  wir  nun  im  Stande  sind,  ajle  Operfitio- 
nen,  welche  die  Arithmetik  mit  Hülfe  der  Logarithmen  an  po- 
sitiven Zahlen  ausführt,  nemlich  das  Muliipliciren,  Dividiren, 
Potenzireii  (mit  gunzen  Exponenten]  und  WurzMauszieh^ii^  an 
jeder  Zahlenform,  mit  Hülfe  der  Logarithmen,  auszuführen. 
Da  indessen  die  complex'en  Zahlen  die  anderen  Zahlenfor- 
men als  specielle  Fälle  in  sich  schliessen ,  so  wird  es  genü- 
gen, nur  diese  zu  betrachten. 

Sind  zwei  coralplexe  Zahlen  »+€f  und  n'+ir'i  niit  ein- 
ander zu  multipheiren ,  so  kann  das  allerdings  direkt  gesche- 
hen, und  man  erhält  das  Produkt  uu' —  te  +  (uv'-\^9^]i. 
Will  man   aber   die  Logarithmen    anwenden,   so   sey 

u-}- vi =m [cos  tp-\' sin ipi)]  fii^-{'e'i  =  fn'(costff-{-8in  y/i] 
oder,  indem  man  wieder  m  =  e    und  rn  =  e     setzt, 


demnach  log{u-{-f>i)  :=  0?  +  tfri]  log  {u'  +.  ^'•)  =  «  +  V» 

.  wd  lag  [(^  +  ti)  (•!'  +.  c'i}J  ^  a  +  a'  -h  {V^+^'> 

mithin  [u  +  t»tj  [u'  +  vi)  =  mm  [cos  (^  +  ^')  +  sin  [xp  +  tl/]%\ 

Bb  wäre  hier  offenbar  eine  ganz  nutzlose  Mühe  andere  als 
die  einfachsten  Logarithmen  der  gegebenen  Zahlen  anzuwen- 
den.   Denn  hätte  man  etwa, 

to^(«-fei)=«+^+2&r;  %(i«'+e'i)=a'+V^I'4-tftr  gesetzt 

und  demnach  (ti  +..i>t)  \fi  +  c't)  = 

mm'  [cos  {tp  +  'Y+  i(l4  0^) '  +  «»'(«^  +  ^+  ?(<  +  0^»] 
gefunden,  so  wäre  dies  kein  anderes  Resultat,  ab' -das  vorher 


aaf  einfacherem  Wege  gefundene,  da  cos  (V'+V^+2(/;+0^) 

=  cositfß-^-yß"}  und  «tu  (^  +  ^'4-2{^+0^)  =  *»*»  l^+V'')- 

SqU  u-^m  durch  ti'+«'i  d^vidirt  werden,  so  findet  oif^n 

unmittelbar  de*  Quotienten  -^r— — r«  +      .o  ,     .o    *•     Behält 

man, aber  die  vorl^ergehe^de  B^^^ichnung  bei,  so  fin^let  jpaan; 

mit  Htilfe  der  Logiarithmen  log  |Vr-^!]  =  a  ^a  +  [tp —tf/}i 

und  hieraus  Vr-^^  =  5   i'^*  i^  —  ¥)  +  «»  (V  —  ¥)  »]• 

Auch  hier  wäre  es  wieder  nutzlös  andere  als  die  einfachsieh 
Logarithmen  anzuwenden. 

Ist   n  eine  ganze  positive  Zahl/  so   kann   man   [u-^-ti]^ 
=  u*  (1  -|-  —  •)*  dadurch   berechnen,   dass    map   (1  -j"     •)* 

nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickelt  (§,  92  Form.  1). 
Hier  wird  aber  di«^  Rechnung  durch  Anwendung  der  Logarith- 
men  bedeutend  abgekürzt.  Denn  aus  log  [u  -\-ti)  zzsza-^-  '^ 
folgt  log  (tt  +  et)**  =  n  log  (w  +-  f>{\  =  na-^mpi  also  (u-}-  ©•)* 
=  wi"  (rö5  n^  -j-  «m  ntp,%\. 

'i*-  •     ■    ■  •"  '  i  • 

Hieraus  folgt  ferner  lu  f  ©•)"* = r^-r-^^ = ~ä;^ ; — -. z 


■»» 


s= :  =  m      c       =  m      (CO*  »^  —  9%n  ntp .  •).    Hier  wie- 

derbolt  sich  wieder  die  Bemerkung^  .dass  ^ie  Anwendung  ande- 
rer als  der  einfachsten  Logarithmen  ejne  überflüssiga  Weit- 
läufigkeit gewesen  wäre,  diö  zu  demselben  Resultate  ge- 
führt hätte. 

Anders  aber  ist  es  bei  der  Wurzelausziehung,  deren  Theo- 
rie nicht  ohne  Hülfe  der  Logarithmen,  und  zwar  der  Loga- 
rithmen in  ihrer  allgemeinsten  Form,  vollständig  erledigt  wer« 
den  kann.  '  .        , 

108,  ..  : 

Wir  beginnen  die  Erörterung  dieses  wichtigen  Gegen^tan-^ 
des   mit    der  Betrachtung  des   einfachsten  Falles,  indem  wir 
uns  die  Frage  stellen,  wie  viele  verschiedene  Werthe  der  "h^^ 


1 

druck  1*.  haben  kann.     Bezeichnen  wir  vorläufig  jeden  Werth 

1 

dieses  Ausdruckes  durch  Xy  so  hat  mah  x=^l^  oder  x^=l, 
es  siBfd  a(so  die  yerschiedenen  Wertbe  von.^  «u  suchen,  die 
dieser  Gleichung  Genüge  leisten.  Nun  haben  wir  aber  ge- 
Aittden  (§.  102)  dass  die  verschiedenen  Formen,  nnter  wel- 
chen der  W^rth  der  ^inheit  dargestellt  werdeii  kann,  durch 
die  Gleichung  ^  < 

auagpdrttckt  werden ,  wo  l  jede  ganze  positive  Zalil  (oder  Nuil) 
bezeichnet.     Setzen  wir  also  x**  =s  e  ~     *  oder  x  =  e   *    , 

±i2hH 

SO  ist  jeder  tn  dem  Ausdrucke  e  ^  enthaltene  Werth  einer 
der  gesuchten  Werthe  von ,  x.  Obgleich  nun  /  jede  ganze  po- 
sitive Zahl  bedeuten    kann,    so    hat   dennoch   der   Ausdruck 

e    ^      immer  n  verschiedene  Werthe  un,d  nj,cht  mehr* 

Zunächst  ist  klar,  dass  nur  diejenigen  positiven  Werthe  von 

/,  welche  kleiner  als  n  sind,   also  die  Werthe  0,  1^  ...n  —  1, 

8fat 

verschiedene  Werthe  von  e  *•  hervorbringen  können.  Istnem- 

.»  .      •         ' .  

lieh  /  ein  ganzes   Vielfaches   von    n,  etwa   kn,  so   ist   e  ^ 

=  e      a=  1  =  ßO.    Ist  aber  /=sÄ»-|-r  und  r>  0  und<;« 

_„_       .  {2kn+ )f  2kMi      —  ^         — ^ 

soiste*  =  e  *=e      .e*=e*.      Es    müs- 

sen aber  auch  die  n  verschiedenen  Werthe  /=  0,  /=  I  ... 

/  =  »  —  1  ^  offenbar  n  verschiedene  Werthe  für  e  ^  geben. 
Denn  seyen  l=a  und  l=ß  zwei  dieser  Werthe  und  a  p> /}. 

Wäre  e  ^  s=  e  ^     so  hätte  man  e     *      =  1  >   ^^so    müsste 

eine  ganze  Zahl   seyn,   d.  h.  a  — j8>   n,  während  a 

und  ft  beide  kleiner  fil9  n  seyn  soUen«  ' 


805 

1 

Der  Ausdrtick  1  ^  liftl  also  jedenfalls^  Vertfehieden^Werthe, 
er  kimn  aber  aueh  nicht  iniehr  haben.  Söllteii  nemlieh  nock 
andere  Werlhe  vorhanden  seyn,  so  kannten  sie  nur  Tpn  den 
negativen  Werthen  von  /  herrühren.     Allein  wenn  man /= — kn 

setzt,  so  ist  e  *  ==.  ^"      =1==?«^.;  ist  dagegei*  l==  — (üobj+ij) 

%bt%  2mi  2mi 

und  r   >  0  und   <  «  so   ist  e  *    =  e    *     =  e    .    .  ^    *•, 

szz  e  ^  •  Man  ist  n  — r  c^ner  der  positivßn  Werthe  von  i 
die  zwischen  /==0  und  l^=s^  enthalten   sind,   folglich   erhält 

man  keinen  neuen  Werth  für  1  ** . 

Der  ^usdrucl^  1*^    hat    demnach    immer   n    verschiedene 

•         ■  ^^^  _  . 

Werthe,  die  alle  in  der  Form  e  ^  enthalten  sind,  wo  für  / 
eine  der  Zahlen  0,  l,...n--l  zu  setzen  ist,  Diei^e Formel  soll 
daher  der  iren ereile   Werth   der   nten   Wurzel   der   Einheit 

1  ^  ■  •  :  ' 

faeissen  und  duriA  1*  bezeiehnet  werden,  wäkrend  el^=  h^ 
als  einfachster  Werth,  der  fundamentale  beissen  und  durch 

1»  bezeichnet  werden  soll  ^  so.  dasrs 


t         8/^ 


n 


19)  1*:=  e 

1 

20)  1*=«=  l 


109.  i  I 

In'  Beziehung  auf  die  einseinen  Werthe  sind  olfenbar  zwiri 
l^ätle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n  ungerade  od^r  gerade 
ist.  Im  ersten  Falle  ist  nur  der  Fundamentalwerth  ^^  wel- 
cher /  =  0  entspricht ,  reell ,  die  übrigen  n  —  1  Werthe'  siild 
sämmtlich  imaginär  un4«  lassen  sic]^  paarweise  so  ordnen,  dass 
die  Summe  der  Exponenten  jedes  Paaräs  2m  ist.     Dleäe  Paare 


im 

r 

e*    und  0     *      3=Ä  •  ,    e  *•     und  0     *     «?=!.#  * 


••  • 


«^h    ^>    :^       ' : 

bis  e      **        und  0       **        =  e       **         das* Produkt  jedes 

Paares  ist  e  s=:  1.  Mithin  ist/  wenn  n  ungerade,  das  Pro- 
dukt aller  Werthe  der  Uten  Wurzel  der  Einheit  selbst  wieder 
die  Einheit.  ;     ^ 

Ist  dagegen  n  gerade ,  so  giebt  es  neben  dem  Fundämen- 
talwerthe  noch  einen«  reellen   Werth,    welcher  in  der  Mitte 

n 
der   übrigen    steht  und   /  =3  —  entspricht,  denn  es  ist  dann 


8liff 

m 

e  *»  ==  e  =  —  1 .  Die  übrigen  n  —  2  Werthe  dagegen  sind 
wieder  imaginär  und  können  auch  wieder  paarweise  so  ge- 
ordnet werden,   dass  das  Produkt  jedes  Paares   der  Einheit 

'  2711  2(ii^l)ili 

gleich   ist;    man    kann    hier    nemlicb   e^    und    0     ^        bis 

s  ^  und  '6  ^  .  zusammenstellen.  Wenn  n  ge^ 
rade,  so  istraitkin  das  Produkt  aller  Werthe  d«r  nten  Wur- 
zel der  Einheit  der  negativen  Einheit  gleich. 

Da  man  von  je  zwei  Werthen,  die  ein  Paar  anfachen, 
den  einen  kennt,  sobald  der  andere  bekannt  ist,  so  braucht 
man  im  ersten  Falle,  wenn  man  den  Werth  1  absondert,  von 

n  —  1 

den  übrigen  n  —  1  Werthen  nur  die  ersten  —^—  Werthe  zu 

'    -fl    -  I 
berechnen ,  woraus  sich  die  anderen    — ^—  Werthe  von  selbst 

ergeben.  Ebenso  wenn  man  im  zweiten  Falle,  ausser  den 
Werthen  ±1  1 ,  von  den  übrigen  n  —  2  Werthen  nur  dip  er- 

n-*2  n — 2 

sten  — -—   Werthe  kennt,  so  Tolgen  daraus  die  übrigen  — ^— 

Werth^,       . 

Da  ni^n  e  ^  ^ss  cos  —  ^  nn  - —  i,   so  sind  im  ersten 


«Ö7 

Falle  die  paarweise  zusammengehörenden  Werthe 

in  in  i       ^       in  >  in  , 

cos \-  an  —  I  und  cot an  —  % 

n  n  n  n 

^n    .      .     4n: ,.  .     ,        4fi  .        .    4?r  . 

cos \-  sin  —%  und  cos  —  —  sin  —  • 

n  n  tt  n 


i      •    \  •  ,i  -      .  •    -       •       .      '.      •■..-.!     '.{'    \\:    .  i: 


co«(fi  —  1)  — }r  s%n(n—\)  —  .lundcoifii — J) stnin—l]  —  .t 


Im  zweiten  Falle'  hat  man  dieselben  Werlbe,  nur  scbltesst  di 
Reihe  der  Paare  mit  .         v 


n    .     .  .      ^.  n    .  ^.n 


cos  (n— 2) (-  m  (n — 2)  — .  %  und  cos  In — 2) sin  In — 2)  -  .  i 


I .,  ( . 


110. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  cos  und  sin  nicht  durch  ge- 
schlossene algebraische  Formeln  ausdrücken,  daher  wird  es 
auch  nicht  möglich  seyn ,  wenn  man  vermittelst  ihrer  die  Wer- 

the  von  P  berechnet,  diese  in  der  Form  solcher  geschlosse- 
ner  Ausdrücke  zu  finden.  .  in  einzelnen  FfiUen  ist  dies  aller- 
dings möglich.      Setzt   man  z.  B.  »  =  2,   sucht  man   also   die 

Werthe  von  1^,  so  muss  man  in  e  **    für  /  die  Werthe  0  und 

1  setzen ;  dies  giebt  e^  und  e  oder  1  und  ~  1  Welches  dib 
schon  aus  der  Arithmetik  bekannten  Werthe  von  ]/l  sind. 

Setzt  man  n=3,  ^ucht  mdn  also  die  Werthe  von  1^,  so 
hat  man  statt   /   die  Werthe  0,  1,  2  zu  setzen,    man  erhfilt 

—  •      - — »  —  »  2jr  in         " —  • 

also  e^j  e^    ,  e   ^     aber  c*     =s  cos  — — |-  m  —  •;  e  * 

3  3         .        , 

in        ,     2;r.  ,  in  /         »v  P^ 

=  cos-^ stn  -^f.    Nun  ist  cos  -^=scos(n— —)  = — oos~, 

^^  (^  T  f  )jfff  ^*ftf  ;(§'  .99  Forni.  28).     Die  ,4rei  Werthe^Von.  ^ 
1»  sind  also«  I       ' 


.  t  ii 


4 


*0ß 


1 


.   V. .       —  CM        ±.  $%n  —  I 


;•) 


Wenn  man  aber  in  §.  95  Form,  16)  für  n  den  Werth  3  setzt, 
soijerhäH  man      x  «     .  , 

%\  [cos  a  +  Mit  (t.i)'  =  CO»  3a  +  «nSa/t 

ako,  nach  dem.  biiMmisohen  Lehrsata  entiwickelt, 

(cos  a)5-|.  3(co»  a)*  «in  a.i— 3co«  a{m  a)*— (m  a)?t=«coi3fl4««»3ö** 

und  hieraus  ^ 

CO»  3i^  =^  (co»  a)^  —  3  i;o«  a  («in  a)^    s\ 
$in  3a  =  3  [cos  a)*  iin  a  —  [sin  a)' 

Setzt  man  nun  3a=jr  also  a='--  so  ist  m  3a=0,  also 

0  =  3{co»o)»'—  («no)*      ' 

und  da  [sin  af  =  1  r-.[cos)  o)* 

1  =  4  (coÄa)2 
mithin  t.     . 


^  1 

«tu  ^   = 


'.' 


3  2 


und  demnach  die  dreiWerthe  tan  1? 

- 1  +  Vli 

■     '••  •  •■     •        2    ~     2     I 

'■"■•■  ■    '  I  T/*3  . 

—    —     —    Z I 

2  2 

Um  die  Werthe  von  12  zu    finden    muss   man  /  =  0,  1,  2,  3 

setzen  und  erhält  die  Werthe  cO=:l,  c*=c  =t,  c= — 1, 
^-if^^  __:  ^^  welcfh)es  die  viöi*  ^Qs  der  Arithmetik  bekannten 
Werthe  von  ]/ 1  sind.  (.  ..;  o.n 


111. 


f      V. 


Der  Ausdruck  I  **    bezeichne    die    verschiedenen  Werthe 

von  Xy  welche  der  Gleichung  a?*^  =  l^  Qeüßffe  ,\^\fli^ji.    f^ni, 
p  und  n  ganze  positive  Zahlen,  so  werden    die  Werthe  von 

Z  i 

1*^     l^enau     dieselben     seyn     wie    die    Werthe    von     1** 

sfobald    p  unit   n  keinen    gemeinsehaftHchen    Faktor    hilbtinJ 

Satzt  man  nemlich  wiader   1>  x=  e  "**   und  1^  ^^  'e  ^'^  als<^ 

P         ^«»  8|?'a  

1  >»  =3;  6  *•    so  ist  kl^r  da^s  e  .^    k^ina  «uji^erj^n  Wer,^be  ba««, 


2/nt 


> '  < 


'r 


ben  kann  als  e  **  .     Da  nun  der  letztere  Ausdruck,  wie  oben 

bewiesen  wurde,  n  Werthe  hat,  so  )cann  auch  e  ^  keine 
anderen  und    nicht  mehr  als  diese  n  Werthe   haben,      Ande- 

2plni 

rerseits  muss  wirklich  0  **  /  wenn  man  statt"/  die  Zahlen 
Oy  l...n — 1  setzt,  ft  verschiedene  Werthe  geben.  Denn  be- 
zeichnen h  und  h'  zwei  Zahlen ,  die  kleiner  als  n  sind  und  es 

wÄre  e  »   Ä±e  **   ,  so  sey  ä>A^,  also  #llrä  e      •      f±  1, 


d.  h.  ^ eine   ganze   Zahl,   was    nicht  seyn  kann,    da 

Air^ A'  kleine]^  als  n  ist  und  mithin  qicht  durch  n.thpilb^,  i^nc) 
p  keinen  gemeinschaftlitphen  Faktor  mit  n  hat.     Hieraus  folgt, 

dtM  die  Werihe  von  1**  genau  dieselben  wie  <  die  Werthe  von 

I**  aind,   eobald  p  ^und   n  keinen  gemeinscblBirilteMn   Patoor 
haben. 

WSte  dafgelfeo  p^^k^^  f>^»±  qa^  bnd  a  der  grösste  gemein-^ 

schaftliche  Faktor  der  Zahlen  p  «ndi  n^  siiwäre  €  «^  =sja  f  ;> 
Dieser  letztere  Ausdruck  hat  aber,  da  k  und  q  keinen  gemein- 

2fa» 

schaftlichen  Faktor  haben,  ,i)iaftelben  Werthe  wie  a  f  .    Dem- 

14 


m 


nach  hqt  in  diesem  Falle  1  *  nur  q  verschiedene  Werthe  und 

1 

2war  dieselben  wie  H.  ... 

In  der  Gleichung  d?  =1    darf  man  also  nur  dann  1  statt 

l'^  setsen,  wenn  p  nnd  n  keinen  gemeidtehaiUicbcii  Faktor 
haben«  im  c^tgegeng^etsten  Falle  sind  dte^  awei  €rlei|chttilgeiit 

m  rzi\  und  a^  SS  r   wohl  au  untera^heidenw    Wir.  haben  t.  B« 

oben  gefunden  dass  li  die  Werthe  1^  —  1,  t,  —  ihät',  es  sind 
diM  also  die  4  Werthe  von  x  welche  der  Gleichung  a?^=  1 
entsprechen.    Hfltte  man  aber  x^^=^\^  d.  h.  wären   die  Wer- 

the  von  .  l^.zu  finden,  so  wären  dies  dieselben  wie  die  Werthe  von 

1^  also  1  und  —  1.  In  der  That  dürfte  man*  hier  nicht 
a?  ~*  :±:  <  setzen,  weil  darauf  x^  z=  —  1  folgte,  während 
»*  1=  1  seyn  muss,  wenn  «♦  =  («*)*=  1*  ist 


t^ 


*  •         .  •  .  •      «  • 

Bs  ist  nun  leicht  die  allgemeine  Theorie .  der  Wurzelaus- 
ziehung  auf  deq  ao  eben  betrachteten  einzekiei^  Fall  zurück-* 
zuführen.     Bezeichnet   nemlich  A  irgend  einen  ..(reellen   oder 

P  ^^ 

imaginären)  Zahlenausdruck  iihd  A^  die  vefscbiedeneh  Werthe' 

—  n  p 

des  X  j  welche  der  Gleichung  o?  =  ^**  d.  h.  «  =  A  Ge- 
nüge leisten,  so  ist  es  imaftcr  leicht  wenigstens  6in^n  Wertb 
von  X  zu  finden.  Denn  da  man  immer  A  als  Potenz  von  ^ 
danslaHen  kiM  (§«  1.02),  so   dass  e^twa.il  «=  e«,  ao  ist  auch 

e^  ein  Wartb  von  m.  Man  bezeichne  diesen  Wertk  durch 
fF;  giebt  es  nun  noch  andere  Werthe  von^,  so  sey  ein  sol- 
cher W  ^^  J.W,    Man  bat  aaithin  zogleioh 


i 


211 


also  moss  J.  =  1     und  J=  1  "*  seyn.    Hieraus  folgt  demnach 


.1  L 

21)   •         ii»»  =  IT.  l**)'  ;"'       *  ;'  ' 

und,  weiin  man  zur  ^infachlieit  annimmt,  dass  p  ünd'n  kei- 
nen gemeinschartlichen  Faktor  haben/  was  im  Folgenden  ini- 
mer  geschehen  soll, 


■'.■•*    .  I  ■  •  ■ .   .  .* 


22)  A*   =  W.l 

Am  bequemsten  wird  es  immer  seyn,  für  TT  den '  tnögnchst 
einfachen  Werth  zu  nehmen. 


t .  1 


113. 

Wenden  wir  diese  Theorie  auf  die  'eiDzelaen  Formen;  «n^ 
welche  A  annehmen  k^nn. 

L    Ist  A  eine  reetlQ  positive  Zahl,  so  setze  man  il  =  e  , 

ap 

WO  a  reell  ist  (§.  1Ö3)  und  daher  W'=e^ ,  worunter'  dfer  'pö-' 

sitive  reelle  Werth  von  ye  =  yA  verstanden  werd^ 
soll ,  welchen  die  Arithmetik  angiebt  und  den  wir  al&[  den  ßißr 
fachsten  betrachten.    Man  hat  daher 


P  1 

A*  =  1^/.  1  • 


A^  enthält  also  ebenso  wie  1**  eine  Anzahl  n  verschiedener 
Werihe  und  unter  diesen  einen  oder  zwei  reelle,  jfi  nai^hd^m. 
n  ungerade  oder  gerade  ist. 

Hiermit  ist  zugleich  die  in  §<  65   gestellte  Frage  beai^t-,, 

wertet.    Der  Ausdruck  (1-|-^)^   in  seiner  altgemeinsieii  Öe-' 

I 

*)  Der  Sion  dieser  Gleichuiig  ist  so  za  yerstehen,   dass  man  alle 

£_  '    1.    ...     I   Ml        .    ,r 

einielnen  Werthe  toq  A^    erhält,    indem    man    alle    einielnen   Wer- 

t 

T  :  ^ 

the  von  W»  1  ^  berechnet. 

14» 


deutong  hat^  wenn  p  und  q  keinen  gemeinschaftlichen  Paktor 
haben,  ^  verschiedene  Werthe,  von  welchen  q — 1  oder  q — 2 
imagihftr  sind,  je  nachdem  q  ungerade  oder  gerade  ist.     Bl- 

nen  derselben,  nemlich  de^  positiven  reellen  Werth  |/(l+a;), 
welchen  di^  Arithmetik  giebt,  Qndet  man.  mit  Hülfe  des  bii^o- 
mischen   Lehrsatzes ,  und  aus  diesem   findet  man   sftmmtliche 

F.. 
Werthe,   indem   man   ihn   mit  den  verschiedenen  in  H    ent- 
haltenen Werthen  multiplicirt. 

U.    Sey  A  eine  i[iegative  reelle  Zahl  und  zwar  setze  man 

zuerst  il  = — I.     Die   einfachste  Forn^,   unter   welcher   man 

'  j-  *• 
—  1  als  Potenz  von  e  darstellen  kann ,  ist  —  1  =  e  Man 

satte  -^1  ase     und  iF  «»  e*    so  ist 


'  (—!)•==:  e»  .  I» 

Ist  p  eipe  gerade  Zahl,  so  ist  e     =?  1^  wir  könnten  .^aber  für 
W  die  Einheit  nehmen ,  indem  diese  einer  der  Werthe  von 

i 

1*^   ist.    In  diesem  Falle  ist  also 


.    L  1 

(-.'!)'*.  =    IV. 

»»•  — 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,   so  ist  e    =: — 1,  also  ist  e* 

1  1 

einer  der  Werthe    von   (— l)**.     Wollte  man  aber  (—1)* 

finden,  so  könnte  man  ebendeswegen  TT  =r  «*    setzen,  und 
hfltte  demnach  auch 


1  pn%         1 

In  diesem  Falle  ist  also 


/V 


(-  l)*  =  (-  1)* 


I        !• 


il3 

Man  kann  beide  FflUe  in  einen  zusammenfassen ,    indem   man 
schreibt 


♦■»■ 


23)  ( 


-  ir  =  [(-  1)1- 


1 

Die  Werihe  Ton  ( — 1)^  lassen  sieb  noch  einfacher  ausdräcken, 
als  es  hier  eben  geschah.     Gehl  man*  nemlich  von  der  Glei- 

ni  — 

chung  —  1  SS  e     aus  und  setzt  Wssz  e^  so  ist 


1  71t  1 

(—  1)«  =  e».  !• 

Benutzt  man  die  Entwickelungen  des  §.  109,  so  sieht  man^ 
dass  hier  wieder  zwei  Fftlle  zu  unterscheiden  sind,  je  nach- 
dem n  ungerade  oder  gerade  hf.  Im  ersten  Falle  sind  die 
verschiedenen  Werthe 


n% 

1 

, 

ni 

Sni 

ni        -2»ir     '» 

und  e*  .  e  " 

ni 

und  c*  .  e  * 

- 

•    >i 

ni 

^          -J 1  n%  ■ 

und  e*  .  e   • 

< 

»f 

ii-i  . 

n% 

wofür  man  aueh,  indenl  man   den  reellen  Werth  0^  .  ^ '^ 
s=  e     SS  —  1  vorani^etzty  schreiben  kann 

«MM       1  ''  1 

II«  ni 

«•       und  «  * 

8ist  Sni 

e^      und  e   * 

i»-l     .                    (n-l)    . 
ff«  -5 '  n% 

c  ^         und  0    ^ 


»»' 


Tm  zweiten  Falle  erhalt  man  ebenso 


«•  .  1  und  e*  .  —  1 
«•  .  e"      und  e*  .  e  • 


.  ni         III-2                       »i       -(ii-2) 
•    /  -~  »•  —         -,2 :  «• 

c"  ,  c  *  und  c*  .  e    * 

-Tfi  —  — 

Setzt  man  — \=e       pnd  daher  e".  —  i^=^e     ^       so  kann 
man  diese  Werthe  paarweise  in  folgender  Ordnung  schreiben 

ni  -ni 

e"     und  e* 


«ni 

« 

-89M 

«•» 

und 

e  * 

•          • 

(-1) 

• 

ni 

•    •     • 
-(ii-i)fft 

e    *        und  e     " 


1 

n 


und  man  sieht  zogleArfi ,  dass  unter  deü  Werthen  von  ( —  1) 
ein  reeller  ist,  nemlteb  —  1,  wenn  n  ungefftde  ist,  während 
alle  Werthe  imaginär  sind,  wenn  n  gerade  ist.  Schreibt  man 
statt  der  Exponeniialgrössen  ihre  durch  co$  und  sin  ausge- 
drückten Werthe,  so  kann  man  auch  sagen;  je   nachdem   n 

!      .  .  1 

ungefade  oder  gerade  isi,  sind  die  Werthe  von  (—  1)  ^ 

—  1 

co% 1-  tin  —  .  t  und  cot  —  —  tin  —  .• 

%  %  n  n 

3^  3n      .       .  3»         .    3^  . 

ea$  —  H-  «t»  —  .  t  und   eot tm  — .t 

»  n  »  » 


»—2        ,      .    »—2        .      ^         n—%  .   11-^2 

cot n  -Y  MVü n.i  und  co%  — - — n — Mn n.% 

n  '  n  n  n 

oder 


COM  —  +  Ätfi  —  .  •  und  C09  —  —  «in  — .  t 


II 


3n  3^  n  3/r- 

cos  —  +  «in  —  .  i  und  cos  —  -^  sin  —  .• 

n  n  .     n  .n  ,i 


n— 1        ,     .    n—\                .          n—l              .     «—  1 
CO» :  n  +  «II» n .  I  und  co»  *- n  —  sm n^^ 

n  «  ,,  n  « 

£6  bedeulA  nun- ki  irgend   eine  negfttive  reelle  ZaU,   welche 
man  =  —  e^  setze,  wo  a  wieder  reell  seyn  solL    Bioer  der 

Werthe  von  A^  isl  daher  c^   ,  p^    und    wenn   man   diesen 

ap 

Werth  s=  W  setzt  (indem  man  wieder  unter  e  ^   den  reellen 
positiven  Werth  von  y(-^A)    versteht),  so  findet  man 


il»   =:  »T.l«    =  1/7—4)''.  e^ '   1"  =  l/(~-4)''    (-0** 
/HL    Ist  4  eine  rein  imaginäre  Zahl  =  ±La".i,  so  setze 
jttm  j»  nachdem  das  oli^e  öder  untere  Zeichen  gill^  vAsr  e 

oder  A  r=  e     '     «nd  »f  =«  e*       »    oderlTBe«»'        •» 
alsdann  ist  wieder  >    ' 


■£  '1 

4"  =  ?f  .  1« 

lY.    Sey  A  eine  complexe  Zahl  =ii  4-t)t,  so  tat  (§.  104, 
Form.  10)   ' 

.  «+^  j 

oder,  wenn  man  wieder  e^^z=z  m  :^  (if^  •-{-  t?^)i  aeUMf^    ' 

i#  +   Ol  =   «I  ^  iP^ 


Elipßr  der  Werthe  von  4*  ist  also  m"  .  «••.  wo^an  wieder 
P. 

—  n     p 

unter  01*   den  reeUen   positiven  Werth  V4m  ym    yerstebt, 


und  e«     :sseo$—4^$in^i  ist;  sdizt  man  dafter 

n  n 

W=^m  "^  {cos  ^  +  Min  ^i)  80  ttt 


24)         i«*=(#  +  ©i)»  rrm«  (co«  ^  +  li«  ^  i)  ,.  1*^ 

M  II 

Seist  man  statt  ii^fri  aeiaen  Werth  m  [eo$t/ß  -^  imtfß.i)  so 
iuit  man  also 


[m  (coa  ^+a<iiV^  .<)]*  =  »••  (cot  ^  -f  «in  ??^  i)  ! 
und  wenn  maa  m  s=  1  s^tzt, 


^  0  •"' 

n  n 


i  '  •  1. 

(coa  ^  +  ««  ^  .  i)*   =  (coa  ??!  +  ain  ??^  i)  1 « 

also  wenn  (cost/ß  -{-  'tii^.i)"    den   einfächsten    der  in   der 


I  >         -N  ■    ♦    ■       » ■ 


Formel  (cm  ^ -f  ein  ^.4**    enthaltene*   Werthd    bezeichiM*, 

liemlich  denjentgen»  welchen  man  erhftit  wenn  man  1  "^  zs,  1 
setzt,  so  folgt 

.-       t»p       i^ 

W  II 

i.  b.  unter  dieser  VorausiAMnag  te<^ 

(•>*  =  e" 

oder  wem  man  ^  =r  A,  iM  a=s  d^  setat 

n 

26)  («*)*  =  • 

Die  Gleichung  3)  des  |.  102  gilt  also  auch  noch  fär  gebro- 

t(hene  mtlertBie  Werthe  ton  k,  sobald  man  umer  (e^  den  ein- 
fachsten Werlh  dieses  Ausdrucks  versteht  und  man  kann  hier- 
nus ,  wie  ee  ii  einem-  flbifKchen  Falle  iMliier  geschah  (§.  57), 


wM(er' ableiten,  6nss  dieso  Gfeic&ungf  auch  dann  nocfi  ihre 
Gültigkeit  behält,  wenn  i  irrational  iai.    Yer^tcbi  n^an  nßn^li^b 

dann  unter  (e/^    den  Werth ,   welchem    man  4inbegrenzt  nahe 

Jk 

liLommty  indem  man  den  einfachsten  Werth  von  {e^  berech- 
net, wo  h  eine  rationale  Zahl  bedeutet,  die  sich  von  k  um 
weniger  als  irgend  eine  angebbare  Grösse  unterscheidet,  so  sey 

nun  ist       [e^f  =  e*^ 
^    also    ß  =  (e*)*-  (e^f  -  [e^  -  e^) 
Da  nim^  wenn  A  sieh  unbägrenzt  dem  k  nfthert,  sowoM  (0^) 

—  (e*)    als  e      —  e      sich   unbegrenzt   der  Null  nähert,    so 

k  kx 

ist  auch  0  =  0  und  (e*)    =  e    .      Setzt    man    wieder    e* 

=:  cos ^  '\-  sih  fp.i  so  isi   also   nun  nachgewiesen ,  dass  die 

Gleichung 

k 

27)        .^stf^  -^  Mnp,i)   ßvi^  00s  hf»  -^  rfnifwf 


für  alle  reellen  Werthe    vom'  h  itatt  hat,  sobald  man  unter 

k  * 

(cos  fff  •\-  sin^ .  t)  den  einfachsten  in  (cos  ^  -f-  sin^)  ent- 
haltenen Werth  versteht,  also  denjenigen,  welchem  man  un- 
beigrenzt  nahe  kommt  ^  wenn  man  den  einfachsten  Werth  von 

(cos^p  +*  ^i^'*f)  f  d.  h.  eosh^  -)-  sin  hip.i  berechnet. 
SetKt  naq  in  Formel  24)  1  -f  **  s^t^tt  ti,  so  geht  sie  in 

Z  Z.       H  i_ 

28)        4*  =  (l-f «  +  ©•)»•  =m"(coÄ-^Vf  +  m^V'.t)  I" 

'  I      ■  1  4-  ti 

über,  wo  aber  nun  »•  =[(l+**)*+<^*P,  cosipr 


[(l+uf+f>^]V 

sin^  = ist     Insofern  also  »  =  «+©•  und 

[{1  +  ii)a  4.  C»]i  ^ 

(I  ^  ii^*  jeden  Werth  bezeichnen  soll,   dessen  nte  Potent 

den  WerlN  (i -^^-tif  hat,  giebt  es  n'  soloher  AtisdMMtte  nni 
damit   ist  die  in  $.  98  angedeutete  Frage  beantwortet.     Da 


^ 

4 


218 

aber  dort  I^gleich •  gefunden  wurde,   dass  einer  dipfter-Anfr* 

drücke,  sobald  (ii«-fi>»)+<l,  für  jeden  Werth  von  —  durch 

fi 

die  Reihe  S  mSbx''  dargestellt  werden  kann,  so  entrStebt  nuu 
die  Frage,  welchem  der  fi  verschiedenen  Ausdrücke  jedesmal 
die  Reihe  gleich  ist.  Als  x  eine  reelle  Zahl  bedeutete,  w^r 
die  Beantwortung  dieser  Frage  aus  einfachen  Betrachtungen 
abzuleiten  ($.  65).  Fftr  ein  Imaginfires  x  aber  giebt  es  bis 
jetzt  keinen  Weg  zur  gründlichen  Beantwortung  dieser  Frage, 
welcher  nicht  auf  Betrachtangen  führt,  die  in  einen  höheren 
Theil  der  Analysis  (in  die  Differentialrechnung)  gehören,  wes- 
wegen wir  hier  nicht  darauf  eingebta.  Weitere  BrOrtertthgea 
findet  man  aber  in  Note  VII. 

Elftes  KapiteL 

AiwMdngei  des  YtrltergelieideM^  iMsoiders  auf  Smii- 
■jrug  fti   Bdkcflk     Sim  ud  CoeiaiB  Imguiärer 

lihleBt 


114. 
In  §.  89  wurde  gezeigt,  dass  man  jedeii  Ausdruck  ti^-^-Vri 

in  die  Form  m,.(I7,.-f*  Fr  j)  verwandeln  k^nn,  wq  «^^»(tt^^-hf)^^}!, 
V^  ^^,\Vr^  — .     Aus  Form  11)  des  $.  102  folgt  aber, 

Iflf  für 

dass  U^  =  €0$  tpf.^  F^  8=  sin  ^y.,  wo  ^^  eine  zwischen  n  und 
—  n  liegende  Zahl  bedeutet ,  also 

Demnach  kann  man  statt  der  Reihe  3)  des  $.  89  auch  schreiben 

1 )  fiti  [cos  ffßi  4-  sin  v>i . »)  +  ^2  (cos  ^a  +  ••«  Va  .»)  +  •••,• , 
wfthrend  die  Hodulreihe  noch  immer 

2)  tni  -|-  fii2  -|-  .  .  .  . 

ist.    Die  Moduhreihe  wird  aber  convergiren  oder  divergiref , 

je  naebdMi  {abgeatilien  vom  Zeiobep)  — —  tun  ein  Angebbared 
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Udini$r  eder  grösser  als  die  Einlieit  ist.    M  dagegen  km =1 , 

m 

SO  convergirt  die  Reihe  1)  lyenn  die  Reihe  2)  eon^vergirti  wtthr 
rend  wene  die  Reihe  2)   divergiri,   die  Reihe  1)  convergiren 
oder  divergiren  kann. 
Hat  man  eine  Reibe 

in  welcher  die  Coefficienten  ao,  »i.  *•  reelle  Werthe  haben, 
X  dagegen  imaginftr  seyn  soll,  und  man  »eizXx=m{cosiff'}'SinfifA) 
also  X\=;:tnr  {cosnff-^sinrtpj)  so  geht  sie  in 

-j-  fl^w'"  (cos  r^  +  *•'*  ^  ••)+••  • 
über.    Diese  Reihe  wird  also  convergiren  oder  divergiren,  je 

nachdem  der  Zahlenwerth  von  um  ein  Angebbares  klei- 

a 
r-l 

oer  oder  grösser  als  die  Einheit  ist. 

4 

115. 


Da  die  Gleichung 

X 


s=  ap  -f. 


1  —  0?  '1t-» 

unabhängig  von  den  besonderen  Werthen  des  x^  also  aQek 
für  imaginäre  Werthe  statt  hat,  und  aus  derselben  (§.  47)  die 
Gleichung 

r^X  X  9f 

X  -4-  a?    "f"  ••••♦•  ~T"  »     =  1 —  \ 

'  1  —  X  \  — '  X 

abgeleitet  wor<ton  ist,  so  gilt  auch  letztere  für  iniaginitare  Wer* 
the  des  x.    Schreibt  man  stall  derselben 

r-l  .    g^  of  \  gf 

14"^?+**  + •••  +  ^    =1  + 


1 — X       \^x       1 — X      1 
und  setzt  wieder 

4?  =:  fii  \co%  fp  -f-  sin  tp,i)  • 

so  haf  man  mithin  ' 

3)     1  -|-  m  (cosyj-\-  sinffß.i)  +  m^  (cos2tp  -|-  sin  8^.t)  -f^  ... 

+  m*^'  («„(r-l)v.  +  m(r-l)^..-)=  .^_-^-^_^_ 

«••'  [cos  ry^-f-  sin  rtp^il 
1  —m(cosxlJ-\'Sin\t/.i] 
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So  lange  tko  r  einen  enAioben  Wertk  hat,  liteat  aitfh  der 
Werik  der  Reihe  3)  einrach  ausdrücken.  Lflsst  man  aber  r 
iHibegrenct  wachsen ,  wodurch  die  Reihe  3]  in  eiiie  unendliche 
ftbfergebt,  und  isl  zugleich  m  <  1  ^  so  ist  Km  fnf  =  0,  wähirend 
eosrf  und  sinnp,  was  auch  r  bedeuten  |nag,  nie  grösser  ak 
1  werden  können.  Mithin  ist  Lim  m^lcosr^-^  $inrf,i^  =0> 
d.  h.  sobald  m  <  I ,  ist  die  Reihe 
4)      !  -f-  w  [eoifif  -f-  m^. •]  +  tti*(co*2f  +  «»2^  .1)  + . . . 

convergenl   und   hat    den  Werth   •= -. ; — r = 

1  —  m  [COM  ^  -f-  ttVi  ^ .  i) 

1 — m(cosffß  —  rinfff.f)        l-m(co*^  —  Hntp.i) 

(1 — mco*^)*-f"{''* '••^l*  ^ — 2m  cosyf  '\-  m^ 

Trennt  man  hier,   auf  beiden  Seiten  der  Gleichung,   das 
Reelle  vom  ImaginftreUi  so  findet  man 

1  —  m  cos  ffß 

Ist  dagegen  fn>l  so  wftchst  m**  über  jede  angebbare  Grenze 
wfthrend  (cos  np  -^sinf^.i)  immer  einen  bestimmten  (reellen 
oder  imaginfiren)  Wörth  bebftlt;  in  diesem  Falle  divergirt  die 
Reihe  4). 

116. 
Auf  ftbnliche  Weise  kann   auch  der  Werth  der  endlichen 
imaginftren  Reihe 

4.  m^  [co«(v^  +  (''—^)^) +  *•»(♦  +  (»•— *)«)•] 
gefunden  werden.    Denn  dk  allgemein  ($.  95  Form.  15) 
dos(i^  +Aa) 4-  sii^f  +  ka}i ss£ [cos ijß  ■{- siniff.i) {coska-\-sinka,i) 

so  kann  man  diese  Reihe  auch  in  der  Form 

ffi  (cos  ^-|-  sin  ^.f)  [1+'»  (<^ö*  «+m  «.t)+ m^(cos  Za-^-smia.i)*^.^ 

4"  i»*^    {Ms(r — l)«  +  tiii(r~l)a»t)] 

schreiben.    Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

1  -f-«»{^**+*«*««*)+  — 4"*^      (co*{r—  l]a-)-<tn(r — l)a.t) 

1  m^  (cosra  -^  sinra.t\ 

I^^PP  ^^— ^M^^^— M^i^M^^«^^^—  ■WHIIB».M    — ■     ^.  ■!      II        ■!  WW^W  ■■■■■■     ■ ijfc  ■  ■         ■        I  IUI  I  »  ■■ 

1 — m[co^a'\'Sina.%\        1  —  m(coirt-f-Hiia.i) 


m 

•Iso  ist  der  Werth  der  Reihe  7) 

m(eos^  ^ ftH^.O    ^j ; r  —  ,         , ' { 

M  cof^ — m^*    «?o<(rrt'-f-^) -}-{(«•»•» ip — ••       tin{rtt  ^ip)]i) 

\  —  m  (eos  a  -\-  sin  a  ,i) 

(1 — m  co$a)^  +  {m  Hn  «)• 

1 — meota){meos^ — nT^  eo8(ra'^^)) — iiijtna(iii«iii^— m'^  •"   nn[ra'^t^]) 

1   —   2m  coicr  +  «•■ 

1  —  2iii  eos «  +  m* 

Hieraus  folirt  also  zunftchst,   wenn   loan  das  Reelle  und  Ima*^ 
ginfire  scheidet, 

m  cos  ^  -{-  m*  eo9  (^  -^  a)  ,  ,  .  ,  -]^  m^  eo$  [fff-j-ir — 1)  a) 

{l^mcasa){meos^m^  eos(ra-\-^))'-msma(msimf---m^  •Ai(ra4^)) 

l  —  2in  cot  a  4*  «t^ 

meostp — «       pos(ra+ip)  —  m^eos{tlf — a)4m  ^  co«((r— 1)«+^) 


«   ■*»  ««  ..I       ■        I  *<  ■  I    I      ■  ■   I    H      )   I  I    I    I    II       I    »1  -j"«      I    Kit    4f 


1  —  2m  cosa  +  m 
oder 

8)  do«V'  +  ^^*  (^ +  <*)•••  +  *'*-      ?«»  (y  +  (*•  —  1)  «) 

r4-l 

1  — *•  2iii  CO««  +  »1* 
und  ebenso 

9)  m  y  +  ^  **•  (V'  +  ") -f"  •'»      sinliff  -j-  (r'—  l)  a) 

sina{mco9ilf^fn       co8{^+ra\)'i^{l^m  cosa)(siniif  -  f»''m(y  4-ra)) 

1   —  2»?  cosa  +  m* 

my —  nf  sin(fit  +  ra)— ifim(^ —  g)  +  m  ^  w.(y  +  (r~4)«), 

l  2lN  QOSM  +  nfi 

Lflsst  man  hier  wieder  r  unbegrenzt  wachsen  und  setzt  m<ll| 
80  gehen  die  Reihen  6]  und  7)  in  zwei  unendliche  convergi- 
rende  Reihen  Ober  und  man  erhftlt 

10)  cos%tf+m c^siyf+aUm^cos  V'+Z«  -f ....  =  :i — ~ -^, — i 


%2% 

\}\   ^^+««»(^+«)+«««»(^+»«)H-....  =  ;!!y^^^ 

*  1  —  4M.  COM  a  +  »i* 

äetzt  man  in    den  Reihen  10)   und   II)  ^^  :±  a  und  bedenkt 
dfis8  COM  (0)=rl,  sin  (Q)  =  0  so  findet  man 

I  AI  cos  ft  —  m 

cosf  +  m  CO«  2^  +  . . .  = J 

i  —  cm  cos  tff  -[-  m* 

sin  w 
««^  +  m  HnZ^  +  ...  =  i_2^,,,^^-. 

Übereinstimmend  mit  den  oben  gefundenen  Reihen  5)  und  6). 

117. 
Ist  m  =  1  so  erhält  man  aus  8)  und  9) 

12)       cos  tff  +  cos  (f  +  a)  -^  .. .  -\-  cos  (^  +  (r  —  1)  a) 
cos  fp  —  cos  (^  +  ''«)  —  ^os  (tp  —  o)  +  ^^  [}P  4-  (^ —  M  ^) 


1 

K 

2 

(1  - 

cos 

«) 

'  » 

13) 

tmrp 

+ 

tm(rp  -{- 

*)  + 

•  »  • 

-f  sin 

{,^  +  (r  - 

..,1) 

«) 

• 

s%n 

v>  - 

•in 

(v+H  • 

■^  sin 

<v- 

-c4  + 

gm{\p-\-(r- 

-1) 

«) 

2  (1  —  cos  o) 
welche  Ausdrücke  sich  noch  weiter  vereinfachen  lassen. 

Berücksichtigt    man    nemlich    die    in   §.    100    gefundene 
Gleichung 

(rtji  «)'  — ^ 

so  folgt  daraus  ^  •* 

1  —  cosa  =  2  (sin  -^   a) 

Da  ferner  (§.  95  Form.  1,1  und  13) 

cos  (a?  +  y)  =  cosx  cosy  —  sitkx  sin  y 
'     "    cos  [x  —  y)  =  cosx  cosy  +  sinx  sihy 
so  erhält  man,  wenn    man    die  vorletzte  Gleichung  von   der 
letzten  abzieht, 

14)  cos  [x  —  y)  —  eos[x  ^  y)  ^=^  2  sin  X  siny 

1  1 

Setzt  man  hier  a;  =  (r s^) «  +  ^  5  y  =  ^  "  ^^  ^^^ 

ap--y  =  (r—  Ija  +  V'jÄ  +  jf  —  ra-fip 

und  daher 

1  1 

15)  cos{(r— 1) a-j-v;)—cos(ra+if;)=2«ii((r—  ■s-j^+V')***  2"" 


Setzt  man  dagegen  9=:t/i —  —  a;  y  =  —  a  so  iat 

und  mithin 

1  1 

16)  cos  (\p  — a)  —  cosxp  z=z  2sin  [yj  —  —  «)  m  ^  tf 

Berückwchtfgt  man  diese  Werthe,   so  g^ht  di^  FormeM2]  in 
folgende  über 

17)  costp  -}-  cos(\p'  -H  ci)...  4-  cos(\i}  +  (r  —  T)  a)  " 

j  1  ] 

,   ^.  »m^ja  [sin  ((r  —  -2 )  "  +  V')..r-  «n  (i^  ^  Y  ^)1     " 

4(m.|  «)» 

1  1 

sin  ((r  —  -)  a  +  v;)  —  «I»  (v^  —  —  a) 

2  sin  ^  a 

2 

....  i     ■••    '  •. 

Da  ferner  (§.  95  Form.  12  u.  14) 

sin  (x  —  y)  z=z  sinx  cosy  — cosx'Uny 
sin  [x  -{-  y)  =  sinx  cosy  +  cosx  siny 

so  folgt 

18)  m  («c  +  y)  —  tm  {x  —  ff)  =  2  cos »  tin  ff 

Setzt  man  wieder 

1  '■•    1   ''"■ 

aj=(r  —  -)o-fv;y  =  —  o 

SO  folgt  .  V 

■     1   '     "    r" 

19)  sin  (ra-^-xp)  —  m  ((r— 1  )a-f  V')  =  2co«((r— — ja+i^)««  :^  « 

und  wenn  man  .  •  ■  0' 

1 .  1 


a?  =  V'  —  y  a;  y  =  ;^  « 


,  / 


w^tet, 

20)        «in  1/;  -r  «tn  (i/;  —  a)  =  2  co«  (\p  —  —  a)  sin  —  a 

\  .\        ♦  .'  t       .  .     4    'tT'i  , "    '♦    ^ 

•  •  •  ■  "  '  T 

Demnach  geht  die  Formel  13)  in  folgende  über 


PA 

21)        Jt»  V»  +  Jtn  (v  +  a)  .r.  .  +  tm  (v  +  (r  —  l)  a 
COS  (tp  -    2"  «)  —  COM  (V  +  (r  —  -^)  a) 


in     '  ■       »*       II      ■*        1 »        ■  I  ■     ^»■ 


2  stn  --  a 
2 

Setzt  ma«,  aber 

1/;  —  -  a  =  d?— jr;  i>»  +  (r— 2")  ff  «  «>  +  » 

r  —  1  r 

also  ap  :?=  Vi  +  — ;ir"  ^'  y  =^  ♦  "  *^  '^P'ä*  '"^  ''ß) 

1  1  r— 1  r 

tiii{V>+(r  — y) «)  -  m (i^  —  ^a)  =  ?co* (^^. -_i^H«y  a 

und  aus  14) 

1  1  r— 1  r 

Hierdurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  17)  und  21)  in 
22)        co$%p  +  co$[\f>  -^  a)  ...  -f*  cos  (v  +  (''  —  1)«) 

cos  (xp  +  -g-   aj  tin  y  a 


.     1 

23)        «•  V  4-  «Ml  (v>  +  a)  .  .  .  +  *»*  (V»  +  ('•  —  1)  «) 

-  __ 

Würde  man  hier  r  unbegrenzt  wachsen  lassen^  so  hfttten  die 

r  —  1                         r — 1  r  . 

Ausdrücke  cos  [\p  -| —  a),  «t»  [\p  -{ — -)  a,  m  —  a  und 

mithin    auch    die    Reihen    22)    und    23)    keinen   bestimmten 
Werth  mehr. 

Die  endlichen  Reihen  22)  und  23)  müssen  dagegen  im- 
mer  einen  bestimmten  Werth  haben,  dieser  ist  aber  unter  ge- 
wissen Verhältnissen  nicht  unmittelbar  aus  den  so  eben  etiU 
wickelten  Ausdrücken  zu  finden.     Ist  nemlich  a  s=  ±i  2ln^  wo 

l  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  m  -^  a  =  0  und 


sin  ~-  a  =z  0  (§.  99  Form.  27)    «nd  es  gehen  daher  ^ie  ge- 

fnndenen  Werthe and 

.1  •     .     i 

«I»  y  ,«  «II  y  «»,, 

0  '  ■ 

in  die  unbestimmte  Form  —  Aber.  ^  '■    ' 

t 

Dies  führt  uns  auf  die  Frage  wie   man  in  einem  solche^ 

$tn  —  a  ;        •  J    •  -.1 

Falle  den  Werfh  von  : — —  bestimmen  kann.     Diese  Frage 

sin    -a  . 

werden  wir  beantworten  können,  wenn,  wif  im  Stand«,  sind, 
folgende  an  und  für  sieb  wichtige  Aufgabe  zu  lösen,  nemlich 
wie  man  aus  den  bekannten  Werthen  von  cos  q  und  sin  a  den 
Werth  von  cos  na  und  sin  na  finden  kann^  wenn  n  irgend  eine 
ganze  poaltive  Zahl  bedetitet.  Die6  gesc^hieht  leicht  mft  Hülfe 
der  Formel  16]  des  S-  95. 


118.  '■■   ' 

Ist  nemlich   »eine   ganze   positive  Zahl,  so  können   wir 
{§.  92)  den  Ausdruck  '  *  '* 

sin  •&'  ^  ^ 

^    ^  cosa    '  '  '' 

nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und  ^l^i^Jtea  ^   -h 

(i  +  ^^  <)-=  1  -f' »fe-f^i + 4  ß^UK  .:+4  (^^i^ 

mithin  ' 

i  I        •  •\  /  I        •  -x**         /  x*/1     I      ^^^'\* 

{cosna  +  s%nna.%)  =  [cosa-i'S%na.%)  =sz(cosa)  {IH 1)  = 

^  '  '  cos  a 

{cos  ä\* '+  •95  {cos  <^"**  sin  ä.i  +  *»  {cos  a)""'  {siii- dj* *»•:  /'. 


n 


+  »SB  (m  a)   ff 

Trennt   man  hief  das  Reelle  und  Jmdg^nfire', '  so  werden 

15 


t 


swei  Fülle  zu  unterscheiden  seyn,  je  nfl[chdem.  fi  gerade  oder 
ungerade  ist    Im  ersten  Falle  erhält  man 

m  •  •  » 

24J     cos  na  —  [cos  af — »» (cos  a)*"*  (sin  a)«  ..  ±l  »» (räi  af 

25)  tili  «a  =r  «33  (co*  a)*"^  tt»  a  —  "©  (co5  o)*"'  (m  a)» .  . . 

;^  *SB  cota  (tma)*"^  !•.... 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,    je  nach- 
dem  n  in  der  Form  4k  oder  4i  -|-  2  enthalten  ist. 
Im  zweiten  Falle  hat  man 

26)  cotfi^=:(co*  o)«— "83(co«  a)*"*(m  a)*....:+::»a5co*a(«iio)*"^ 

27)  sin  iki«=*SB(cö»  a)*"^««  a---»»(cö«  o)*^  V»  ö)'-.^*»!**»  «)* 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist^  je  nach- 
dem II  in  der  Form  4iir  4-  1  oder  ik  -}-  S  enthalten  ist 

Man  hat  demnach,  je  naetidem  11  geriete  oder  ungerade  ist, 

28)  ^^  =  4i{cosär^  —  -»(co*a)*-*  (sma)^  .  .  . 

stna 

:p  *S5  cos  a  (sin  a) 
oder 

29)  ?^  =  •»  (eosaf'^  —  "JB  {co«o)*-"  (ma)*  .  .  . 

:!i  »»  (m  €^ 

Ist  dso  a  =  ^  in,  wo  /  jede  ganze  •  positive  Zahl  oder  Null 
bedeutet,  und  mithin  cosasss  ±l]^  sina==^0  so  ist  jedenfalls 

sin  na  1  ^ 

—. —  =  ±-_  »33  _  H:  „ 
stna 

wo,  wenn  n  gerade  ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen  ist^  je  nachdem  l  =s  2k  odejr  /  s»  2k -^1  isX,  A^ge^ 
gen,  wenn  n  ungerade,  immer  das  obere. 

l  1  ^  < 

|9t  demnach  sin  ^  «5=0  also  ^  a~.±  i>r,  so  ^t| 


w 

f  "     r         ■ 

=  ±-  r 

sin  ~  a  ! 

und'  in  diesem  Falle  (Form.  22  und  23] 

^^    cost/ß  +,sC(fs(tff  +  a)  .  ,.  .  .+  cos  Itp  +,(r  —  1)  a] 

r— ^1 
=  du  f  CO«  (^  H ^  a)  s=:  ±L  r  cos  yß 

tu 

«InV'  +  «»  (^  +  «)•••  +  **»  (V'-f-  (»•  ~'J)  «) 

wifi  ai»  f.  90  Form,, 28^  folfli.  * 

•'   '.    •     -119.     •   ■    "  . 
'  An  das  Vorhergehende  schliesst  sich  noch  folgender  Satz 
ati.    Di^  unendlichen  Reihen 

31)  aoCO«^4-«i^ö*(^  +  «)»-*+öf^i  ^ö5  (^  H-(r — 1)«)  +  .... 
in  \telchen  die  Coefficienfen  ao,  a^  ....  positive  Zahlen  sind, 
welche  immer  kleiner  werden  und  unbegrenzt  abnehmen,  so 
dass  lim  a^=  0 ,    sind,  convergent , ^  wenn  nicht  a  =  I*i'2t7r. 

Man   betrachte  nemlich  die  $umme   der  k  ersten   Glieder 
der  Reihe  31),  sie  hdsse  fFj^  so  dass  '  i 

ITj^  Ä=ao  co«^  +  «1  CO«  (^  +  «)  •  •  •  +  <»jk.i ^ö«  (^  +  (*  ~~  ")  *^) 

M        '>  •  .  1  •'    .     '      '     ■ 

und  multiplicire  mit  2  «in—  a  so  ist         ^. 

1  11 

2«m— ir,  W^  =  2[aoCO« ^  «»  —  «  +•  «i  co«(Uf-|- a)^*«7r«  + . . . 

4-  aj_jCo»(V»  +  (*— l)o)  *««  g-  «]  '     '■  ' 

'•■>'■'■■  1  8'         ' 

Setzt  man  in  20)  statt  ^  allmUlich  j(/  -\-  -^  a^  %jf  -\-  ,^  «,... 

V  +#'-2")  <*  so  folgt  .  ^  ,  . 

%  cos^  sin  ~  a  ^  s%n[^  -{^  —  o^  —  m  (^  —  --  a) 

1  3  1 

'    2  CO*  (^+'ö)  «tfi  —  a  =  «m  (V'  +  ^  «)  —  Wh  (V'  +  ^  «) 

'       15* 


m 

2  cos  (V»+{*-l)o)  $in^^a=>nn  {tf,^{k^j)a)  -  «ii(^+(»-^)a) 

also 

1  1*  1 

+ (o,  -02]  ««tv  +1«) +■•••+ (  Vj-  Vii  •^»^V''+  (*-'|-)  «^ 

Lasst  man  nun  Äi.^n^egrenzt  wachsen,  . so  , is^  paf b  der  Vor- 

1 
ausseUung  Um  aj^i=  0  also  -aanüfli Hji_f <  «di  (^4-#~^'^ ) "'fi 

da  der  Cosinus  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  hat,  mithin  ist 

I  I       ,^         '  1 

lim  Wf^  =  —  lim  \—aes%n[tp^^)-\-iß^'^ß^)$m[^'Y  ^  a) 

2  sin  -a  .^  ., 

aber  lim  a^^  9in[tff^[k  —  ,~^a)  -^  0  fU^o 

/im  »fj^= r- «»•[— «o*«'»(V'— ;s-«)+(oo—«i)«*»(V'+9«)  •• 

c  f  tfi  -—  a 

+  («».»-ö*-!!  *»tV  +  (*  -  |-  a))l 

Nun  ist  •  ,    ,•' 

«III  [(fl^-a,)  +  (ai-|-a2)....  +  (a^^,  — «a-i)]  =  ««» [^o—^k-i^  =  ^ 
also  ein  endlicher  Werth,  folglich  muss  auch 

lim  [—  Oq  $in[tp  —  -g«)  +  (ao  -  öij  m{V'  +  y'«)  •  ..'• 

+  {«*.2   -«*.l)  *•«   (V'  +    (»  I   «))]  ^'  •      •    •  ■ 

einen  endlichen  IVertb  haben  ^   A$i   die  .ein^^^Jn^n  (^^sjtjiFen 
Glieder  der  Reihe  - 


t       I 


9» 

(an  -  «i)  -}-  («1  —  «a)  -}-••.•+  («*-«  ~  "»-i^  ' 

hier  mit  Ätxsdrückeh  multiplicirt   sind,   wefche  höchs,tehs   der 
positiven  Einheit  gleich  sind,  und  mithin  hat  auch  lim  Wj^  ei* 

neu  endlichen  WeHh,  sotflld  nicht  2m  —  a  =  0,  d.  h.  so- 

bald  nicht  o  =  ^  2ttr  ist. 

Betrachtet  man  dagegen  die  k  ersten  Glieder  der  Reihe  30) 
und  setzt  deren  Summe  W^  so  dass 

8«  ist  '  ■    •••  ,    ,'    •• ..... 

1  11 

*     ^ 

Aus  Formel   16)   erhält    man  jiber,    wenn  man  in    derselben 

1  3  1 

statt  tff  allmälich  ^  +  ^^  ^  ,^  +  y  «  •  •  V  +  (*  —  j  *^  *®***' 

2  m  t/f  m   2^  a  =:  cos  (^  —   ^^  «)  -  ^'öäIV'  +  ^  "^ 

11  3- 

2  m(y>4-a)«»2-a=co«(v  +  —  a)  -  «w  (V»  +  g-  «) 


1      • 


l  I  1 

also    2$in  —  a.   Wk  =  «o  co$  (V'  —  ^r  «)  —  [aQ—ai)cos {iij+  -  «) 

3  j      ■  3  ■  •  ■' 

—   öfc.i<?Öft(;+(*  — y)«) 

fim  JFjk = —Um [ao  co«{t^  — -^»)'-[^o'-^i] co9[\jj'\- -  «)... 


—  (V2  -  Vi^  ^*  (V'  +  (*  —  2^  ^^^ 


> .  ( t  ••  • ' 


1 


<90 

Nnn  ist 

lim  [(oo  -  Ol)  +  (Ol  —  o,)  . .  .  +  {oj_,  — ,Oj  ,)]  =  Oq 
umsomehr  bat 

/im[(ao— Oi)co«(v/4-  -ö«)-}- •••+(<»*-«  ~'*k.i)'^'{^+[^—^'')] 

und  mithin  auch  lim  Wi^  einen  best,imniten  Werth^  sobald  niciit 
a  =  ±1  2fcr. 


120.     

In  fthnlicher  Weise  kann  man  auch  zeigen  dass  die  un- 
endlicben  Reihen 

32)^  %  Mu^ifß  -*-  ßi  sin  (^  +  »)  H-  ö«  w»  iV^  +  2a)— :#•.. 
33)  Oo  cosffß—  Ol  C09  (V'  +  «)  +  «2  ^^*  (^  "1"  2a)  — ... . 
convergiren,  wenn  die  Coefficientei)  Oq,  <|i  •  .  ^  ihre  frühere 
Bedeutung  behalten ,  sobald  nicht  a  =^  ±-  (2/4'  M  ^  ^^^• 

Setzt   man    Wj^  =  a^   *tn  ^  —  Oi    sin  (tp  -{"«)•• 
+  a*.t  «»  (^  +  (*  —  1)  —  fl^fe  «»  (V+ A«) 

und  muUipIicirt  mit  2  cos  y  o  so  erbält  man 

I                                        1                                   1 
2cos-^a.  Wi^  s=2  [Oo siniff  cos^  a  — ai«ii(^  +  a)cof^  a 

—  Oj^  tili  (V'  +  *«)  ^ö*  -^  «1 

Sotzt  man  nun  in  18)  sjL^tt  y  aPmUich.  iie  . Wer^hq  v> 
tfß  '\-  a^  .  .  .  %fß  -{-  ka  und  statt  x  den  Werth  -^  «,   so  er- 

halt  man^  wenn  man  die  Formel  sin  ( — x)  ssi  ^  sinx  be- 
rücksichtigt, (S.  96  Form.  18) 

1  '  1  1 

2  m  ^  CO«  —  «  =  ri«  ( V  -f"  9"  **)  +  *•*  (^  ~"  'S  *^) 

1  3  1 

2  m  (^  4-a)  CO«  :^  a  =  m  (v^  -f-  ^'*)+***  (^+ 2*^' 

«...  «•        . 

1  1     ^      '        1 

und  demnach 


( 


231 

2  oot^th  »^4=«,  «0  «•  (V— 2  «f)  +  («o  —  Ol)  *»"  <V  +    2«) 

3  1 

—  {Ol  —  09)  «*»{V  +  2  ")  "•'  +  (<»»-i  —  *»)  *»»{^"f  .(*  -^  -5)  *») 

—  oj  m(v/  +  (*  +  -g)«) 

also 

1  1  1 

lim  Wk= p-  Im [ao sin  (V'— g «)+  («0— «1) «» (^+  y  «) 

i  *      %  1 

—  («i  — «ii)«»(V  +  -2  «)•••  +  (<»»-i  —  «»)»»« (^  +  (*—  2>)J 

t 

Den  (rrössten  Werth,  welchen  die  Grenze  der  Reihe 

1  3  5 

34)     (flfo-öi )«»(«/'  f  2«)— («i-«2)**»(^+ g)«-*- (««-Ä5)«»(V'+ 2«)  ... 

+  (a^^j  — a^)  ««(V;-f(*— ~)  a) 

überhaupt  annehmen   kann  ^   erhält   sie   offenbar  dann ,  wenn 

die  einzelnen  Glieder  sämmtlich  positiv  sind  und  jedes   Glied 

seinen  grössten   möglichen  Zahlenwerth  annimmt.     Damit  sie 

'  fi 
diesen  Werth  erhielte ,  mttsste  allgemein  sin(tfß'\'-^)a=i±-l 

seyn,  und  zwar  müsste  das  obere  oder  untere  Zeichen  gel-^ 
ten,  je  nachdem  n  in  der  Form  in-^-X  oder  4fi4-3  enthalten 
ist.    Denn  unter  dieser  Voraussetzung  gien^e  die  Reihe  d4)  in 

über,  deren  Grenze  den  endlichen  Werth  aQhat,  folglteh  muss 
•ach  die  Grenze  der  Reihe  34)  immer  einen  endlichen  Wertik 
haben«  .und  demnach  ist  anch  Um  W^  ein  bestimmler  Werlliy 

ausgenommen    wenn   a  zsz  ^  \2l  ^  \)  n  weil  dann  co$  — 

:=  cof  (/  +  y)  I»  =*  0  (§.  99  Form.  27).      - 

•»  •         .  .  •      »    ji 

Setzt  man  W^  »s  ao  co$^ — a|  €q$  (^^n).««  ^^n^  cfrM(^4*^) 
so  ist   .    .     .. 


2»3 

■  1  1  ,        1      . 

—  aj  «0»  (^  +  *a)  DO»  -  ,ä] 

Nun  folgt,  wenn  man  die  zwei  Formeln 

00$  [m  -}-  y)  :ss  cosx  eosy  —  Hnx  siny 
00$  (x  —  y)  =i  eo$x  cosy  -j-  sinx  $iny 
addirt,       ,       , 

2  cosx  00$  y  =  00$  [x  +  y)  +  co$^J^x  r^  j) 

1 
und  wenn  man  hier  d?ss—  a  und  y  allmälich  s^^,  ^-f  a, ... 

^f  Ar  ka  setzt,  und  zugleich  die  Formel  co$  ( —  o?)  =:  oo$  x 
berücksichtigt  ^i  so  findet  nian 

Man  beweist  wieder  ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle,  dass 
die  Grenze  dieses  Ausdrucks  immer  einen  bestimmten  Werth 
bat,   und   dass   daher  auch  tm  H^j^   einen   bestimmten  Werth 

hat 2  sobald  nicht  cot  ---  a  s=s  0  ist. 

1*1. 

In  dem  besonderen  Falle  wenn  t^  =  a  gehen  die  ftei* 
hen  30]  und  31}  in 

Oo  <Ai  Ä  4"  ^1  ^  2a  -|-  a,  m  3tt  -|~  •  •  • 
a^  oo$a  -4-  01  eo$%a  +  ^a  .co#3a.-f-  •  -• 

Abafy  welche  also  beide  oonvergireii  sobald  nicht  a^=±*>^airv, 
.dfaiMet^ta  «Oürergirt  abai^  awh  hoch  wem  «  sim  ±^:2Aip,:#a 
m  (±1  2te)  =:  0. 

Ixense  gehen  für  ^  =  o  die  Reihen  32)  und  33)  in 

Oq  nn  a  —  «ifMijJip-'fii^m  3ai,  —  . ...   \    ..  , 
Oq  cof  a  — ^^  ai  00$  2a  +  a,  co«  3ax —  ... 

0be#,  wetehe  beid9  eo^vergiren ,  wenn^  niebi'a±**i»*:'(8f4-  ]);r, 
während  die  erste  Null  wird,  wenn  a  =  ±l  (2/+l)nr.    ^^'  '" 


tm 


•t    '■  •\ 


122. 

Setzt  nian  sin  a  :=^  *  und  also  öo$  a  ^^  [t  -^  »^p^di^iA 
vervrtndelt  sich  die  Formel  24)  in 

CO»  na  =  (1— »»)^_ »»(1  _»«)  a    ««  +  "»(1  -«*)"*!  »♦ 

_.  n-ik 

d^  »»{1—»»)   «  a"  ^ 


Da  diese  Formel  für  ein  gerades  n  gilt,  so  sind   die  Expq- 
nenten  — ,  — ;^—  u.  s.  w.  sämratlich  ganze  Zahlen.     En4«fickeil 


n  «-8 


man  |iun  (l—-»*)^,  (1 — »^)  *  u.  s.  w.  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz,  so  sind  die  Reihen,  welche  man  hierdurch  erhält, 
endliche,  und  man  findet 

eo»ito=>~l      »»*«  +   *33»*   —    *  »»«....dt  »»»**.".., 

»  *-*  -              -  ••"*  «  «  »-8..    , 

_8  _« 1  .S  2  «8-      *-!«* 

—  *©»»+«    «  S»*-  ©    *  »»«...+:  SB    *  »».... 

+ *»»♦  — "»  8  58t»6 ....  ±i "«  » g?»". . . . 


0 

Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ist  offenbar,  da  "i0=  1  ($.34), 

-0     — *  2  Ä-1  4  *-2  «* 0      «i.    1 

=  ±1 :?  *»    8  ©»  :, 

Man  kann  demnach  cos  na  in  eine  endliche  Reihe  von  der  Form 

ah 

cosna  =.  V^—'Ai[s%na]'^-\'A^[Anäf.,.,::^-A^{i^%na)    -^.... 
=  1  +  JF  (—  1)*    Af,  (»na)**  '-^^    \  •- 

r  j^-^ finr  !_.- 

entwickeln ,  wo  il^  =  J?   iß    ^  $  i^t.     Diäs^  Atasdruck  lässt 
sich  aber  weiter  umformen.    Man  hai  nemlich  ^'' '- 


284 

»-2r>-2r         w-2r 
■^S*^^^ «(n.lK«-2).^(«-2r+ 1 )    2-^2  ':^--^  2    -l*-^-')) 

1.2. 3. ...2r       *       l  .  .2    i.  /.  .    (*-ry 

_  n(ii— lj(n— 2).,..(i>— 2r+l)     (»— 2f ) (n— 'gr— 2)....(it— 2*+2) 
~"        1  .  2  .  3  .  .  .  2f        '        2.4.    (2*  —  2»»)  ' 

ii(n-2)(»-4)...(it-2t+2)    («-l)(ft-3)...(w-2r4l)  1 

~   1.3.5  ...(2r-l)    '        2  .  4  .  .  .  2r       *  2.4...{2*-2r) 

Man  multiplicire  und  dividire  noch  mit  (2r4-l) .  •  .(2A  —  1)  so 
hat  man  : 

< -rt^ _ ii(n-2)(n-4)...(n-2»+2)  («-l)(»-3)...(n-2r4l) 
■  "^  ~1  .  3  .  5  .  .  .   (2*-l)  •         2  .  4  .  .  .  2r 

(2)fc-l)(2*— 3)...(2r  f-1)  ^  «(n— 2)  («  — 4)...(«— 2A+2) 
2  .  4  .  .  (2*  -  2r)  1  .3.5..  .  (2A— 1) 

„_1«_1     ;      «_1  2*-12*-l      .J    2*-l    „       ,, 

-2^(-2 1)-(-2 (»•- ' ))    -2-(-2 »)..-(-2 (*-«-l)) 

1     .    2     .     .    .    r         '  1  .  2  .  .  .  (*— r) 

_   i».(«-2)(«-4)...(«-2*+2)  "^ '  ~^-r 

~     1  .  a .  5  . . .  (2*— 1) 

Da  nun  in  diesem  letzten  Ausdrucke  der  Paktor  LT — i— 

von  r  gfinzlich  unabhängig  ist,  und  daher  fttr  jedes  r  derselbe 
bleibt,  so  hat  man 

_«(n-2)...(»i-2*  +  2)    ''^r   !y*-r 
^*-       I.3...(2*-l)      iSk      »         » 
Setzt  man  aber  in  §•  38  Form.  27) 


2Jk  -  1     ^        n  -  1 
a  ss:  — s — ,  »  =   — ^ —  ,  r  =  * 


V 


80  findet  man 

«     »=«»      «»+«85     «»,.. 

«»-1.    «4-1«  »-1  _  «*-<l. 

-f.»S8      «»=^«»      «^ 

also  0.*       . 


Ulk 

w(«-2)...(n— 2*+2)        2      ^      2  ^'"^      2       ^    ^' 

*"  1  .  3  ...  (2*-iy'  1     .     2     .     .     .     j|f,„    "^~7. 

_  n{nL-+  2)->.. .  (w  —  2iit  +.2)!  -ujn  -f  2)  ..>  ([n  +  2*  — 2) 
~  l!  .  3  .  :.;  (24—1)  '  2.4  ...  2ir~T. 
^  »8  (,a  _  2«)  (»»  ~  4»)  ♦ . .  (n»  -  (2* —.2)*),  .  ^  " 

und  ,~i 

3»    c«»4(na=  l-|-^(— 4)  ..  —4 — 9  '  ■  »X, — ^  (•*»«) . 

•  .1,- 

2 

also,  weqn  man  die  ersten  Glieder  enYwickett,    -       ' 

eo$  na  = .  1  — ,  j — ^  (**"  ")    +  1,2     34  (**"  <*) 
n^[n^-2^  (i»»-^4')     .     ,^ 


i\ 


123.  . 

Es  Wgt  ferner  aus  Formel  25)  für  jedes  gerade  n    \ 


Entwickelt  man  hier  peder,.(l — **)  ^  ,  (^ — »*)  *    u.s.w,  mach 
dem  binomischen  Lehrsatz,  so  erhsüt  «an 


1  ^Al        '     1  ??^2  '  1   ^^h     ' 


B       '.        3  — :  1  8        Mr-l 


••• 


•  •  •  ^V  %  V  V  V  9  9 

Man  kann  also 


=  Ai^nna-^Afilsmä^^,..  dto  A        '{nna^^^ 


$in  na 


'   \ 


setzen,  wo 

Nun  .st  "»  *      »   «  _y___J___i___i 

I     \  2  ,..(■*  — 'r) 

__  «(II— 2)(»-4)...(ii— 2*)  .(ii-l)(»-a)...(>t-(gr-l))   1N^___ 

1.3.5  ...  {2r  +  lj    *'       2  .  4  .  .  .  2r        *  2.^..(2A|.2r) 

• — 1   ,« — 1      ,.     « — 1 

«(w-2)  (11-4) ...(11-2*)    ~r*  ^~%         '^-^-2  ^''~')^ 

1  .  3  .  S  ..:.  .  (2|t-fl)*  1.3 


•     •     • 


^^^  {^^^-  n...(^^^  -  (4-r-.  I)) 


kl   fcM 


1     .       ^  .2  ,.     .     .  (*  -  r) 

~        1.3...  2*  *f  1  -o  -o 

Da  hier  wioder  der  erste  Fhfctor  anabhln([ig  von.  r  ist,   so 
lut  man 

Setzt  man  ab»r  iq  $.  38  Forjpa  27) 


I  ■» 


2*  +  1  :>      *  -  1 


SO  folgt 


..:*    -ij;«/ 


^»*+i         I  .  3'. ;  .   (2*  +  1)  ^ 


«> 


^  n(»^2).i.iß^ikj  -  (»4-?)-  ^+-jt) ,    .,  n(ii«-2')...(i»'-(2ifc)») 
1.3.. .(24+  l)*      2  .  .  .  2*       ""     1,2...  {2*+l) 
und 
.      mna    •»-     '   *  »(«a-2»).i.(««-(2*)«)  ,  .      «+i 


also 


M 


124. 

Für  ein  ungerades  n  hat  man  nach  Formel  26) 

e^f-ü?«  _(l_,2)T^  -33(1-»»)"^  ,.  .,.  .  ^  -S.-» 

Verfährt  man  wieder,  wie  in  d^n  vorhe^^ehendea  Flllea)  so 
findet  man 

cosa  ■•  *  k      y  f»-l 

r     2r    — ! — i — :Ä-r 

WO  il^k  =  J  «Jö        *      33  '*' 

0,*         .     '       . 
Nun  ist  ,  '    ■  •"> 

M^    ~\    ~^'    m'  ' '  "f^  (y  ^~.:M. »  1  * '(^  ~^.  ?yf  4"   1!).   '..,*i    »  .| 

1  .  2    .  .  .    2r 

— ^ —  ^      2~~r  -•)•••  ^2" 1*-»--»« 


TT 


lu  .2    ...  .  .,.      .  (i  ^j-i 


^(»-1)  (w-3)...(w-2^4-l)  .n(it— 2)...(it-2r+2)    _^ I_ 

1  .  3  .  .  .  (2r-  1)    '      2  .,4  .  .  .  2r      '2.4n:(2*-2»^ 


*  ^1.3  :..'  (2*-  i'y   •  — rrr^TTrv^ — 

,2*  -  1  2*  -  I  ,2*  -  I      ,.  ';'' 

>■  %\t'\ 


J     .     2     .     .     .     (»  —  r)--"  ... 


_  (»t-1)  («-3)  ...  («-2.*  +  l)     y;.  ^tV 

"■       1     .    3    V..  .    (2*  -n-  1) 

also 


\^ 


n        ttf»l 


äJV 


^*  -        1     .    3    ...     (2*  -  1)         ojk 
Setzt  man  nun  in  §  38  Form.  27) 

2Jk  — 1    ^         n 

80   folgt 

n+2Ä— 1 1'   ' 

ll^n.  -.IMi«  -  3)  .  >.  («  -  2*-^i)    ^-^-i 
*  "~  1     .     3     .     .     .     (2A  —  1) 

^  (n— l)-(<b— '3)...(w-2*-|i|)    (n-t-1)  (n +'3) ... (n  +  ^* •    1) 
~       1.3...    (2*—  1)       •  2    .    4    .  .  .    2A       " 

'->  («»  —  1)   {•«  -  3«)  ,  .  .  {»«  -r  (2k  -  .1)*) 
•1.2  ...  2* 

und  .    •>  .         > 

„^    COM  na     ,      h         („»_|)(»8_3»)...f««-(2*— t)«) ,  .     .jj 

1,  _ 
also  1.  *      . 

COS  iw  =  cof  a  [1  —  I — ^  (w«  a)*  4-  '-j — ^-^ — -^  (««  fl^-^, .. 4 

Die  Formel  2T)  kann  man  auch  in  foft^eiider  Geistalt  schreiben 
^J^-"^  =  4  (€os  «)*-' «-  *S  (cos  af'^  (sin  ajK.  .±l  *S(m  af^ 


0 


Hieraus  föl^  #iäd«r 


und  *•    . 

Hun  ist  »I* 

«S'''^"^'" «. M«-  l)...(».-2r) 

,      1  .2     .,,    (2r+l)  .      , 

«  —  2r—  1  j|_2r—  1 

— 2 ....        (— r^, .-       —  •(*    —    f    T—   1)):.« 

t 

«  I       I  I  a        ■      I       I  *  ■ '         i  <    I       ■         I    ■ n  I    I  1  ,,.  I        I  I  1.1.  I  I        ,   .    <  ■        ■  I      (  II  I      I  n  ji^      , 

1     .     2     .     .    .  (*  —  r) 

«—2     n— 2    ,.    ,»—2    ,     '  ,, 


r 


_  ».(<,— l)(n—3)...(n— 2*4-1)       2     '^   2 

■"  "TTa   . . .  (2*  + 1)    •        I ~r2 

— 2 ^ 2 —    —  IJ  •  •  •  ( 2 ^*   —  »^  ~  ')) 

'         i  1     .     2     .     ,     .     (*  —  r)  '  ^ 

_  »(«-!)  (»-3). .■(n-2*+l)^  !^^  Ä'^  ...,   ..    /. 

.1     .    3  ....    {2*  +  1)       .     .  .     "°  ' 

also 

«In— 1)  («— 3)...(«— 2*+l)      Z,-rJL  -T-^   .. 

1     .     d    .  .  .     (2*  +  1)         .0^,  ,   ,.     .,    . 

Setzt  mw  aber  in  §i  38  Form.  27)  ^ 

2*  +  1        '«  _  2  "  ^    ■:  ' 

—J. —  =  a,  — -—  =  6,  r  =  * 


so  folgt 

A    ^■»  («  -  n  («  -  3)  •  ♦  '(**-  g*  +  1).  .r^-j 
*  1     .    3    ...    (2*  +  1) 

_  «(n-l)...(»— 2A-f  1)       (»4-l)'(«  +  3)...(n-{-2*  — 1) 
""      1  .  3  .  .•.  (2* '4-  1)  •'-      -        2  .^4  .  .>.2* 
_  tt  («>  —  I)  {i«^—  3«)  .-.  .  («*  —  (2*  r-l )»)•'-     ■ 
"~  1     .    2    .    3    .  .  .    (2&  +  ly 

und  "  *  I'  •  '<   .  I      ...»';... 


(MO 

I       ,  « 

also  ,     "  •  hf  *i 

125.  f~. 

In    den  Formeln'  35),   36),  37),  38)    gebt  di«  Entwicke- 
lang  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  m  a  fort.     Hätte  man 

•beH  eof  a  =s s ^aftd  also  sifi(i  =  |/1 — %^  gesetzt,  so  hätte 
man  ebensowohl  aus  den  Formeln  24)  bis  27)  fiidere  ableiten 
können,  in  welcheji  eine  Entwickelung  nach  aufsteigenden 
PoteMen  von  co$  u  statt  findet.  Die  Formeln  35)  bis  38)  füh- 
ren aber  zu  demselben  Resultatit.    Setzt  man  nemlich  in  die- 


sen    Formeln   überall   ^   —r^  a   statt   a,     so  ist  sin 

7i 

=  cosa^  cos  (—  ^  a)  =w:  sin  a.     Ferner  ist  nach  §. 

99  Form. 

28),  wenn  i»  «ine  gerade  Zaiil  i^^t,                            [ 

cos  n  ( 2   —  a)  —  •*"  cos  na,  sin  ^{w  ~  *^)   ^ 

^  sin  na 

wo  das  ro^flre  otdar  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem n  in  der  Form  Ak  oder  4A  -}-  ^  enthalten  ist. '  Ist  da- 
gegen n  eine  ungerade  Zahl;  so  i^t 

CO«  n  (^  —  a)  =  rt  «tnna ,  *m  n  (-—  —  a)=^i.  cos  na 

je  nachdem  n  in  der  Form  4*  -+-  I  oder  in  der  Form  4*  -f  3 
enthalten  ist.     Demnach  gebeq  die  Formeln  35)  und  36J 

l     .    C       .    ,    ,  ■    CK 

»  — 

40)     ^-?^^  =  i-(-l|'  ll^iV-i^^^  (»»4"+' 
'     ^  nna       -.|  1.2...  (2«-|- 1)         '  •■    .% 

und  aus  den  Formeln  37)  und  38)  folgt 


Ul 


41)  t^=.4_,,»(!!=IK?!=?!W!!:g:l)!),^„i 


42)  ±:ggf^ ^ i(-i)* '^";-'^^:'-^'^"-<f -(^-:JP(oo.ar 

cosa       „li  1     .     2     ...     (2*  4-  1)   ^        ^ 

126. 

So  wie  im  Vorhergehenden  die  Aufgabe  gelöst  worden 
ist,  vermittelst  der  bekannten  Potenzen  von  sin  a  und  cos  a  ' 
den  Werth  von  sin  na  und  cos  na  zu  finden,  so  kann  man 
auch  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen ,  nemiich  irgend  eine  ganze 
positive  Potenz  n  von  sina  und  cosa  vermittelst  der  bekann-» 
ten  Werthe  von  sina,  sin  2a.,,  sin  na  und  cosa,  cos2a... 
cos  na  zu  finden.  Am  Einfachsten  geschieht  dies,  wenn  man 
die  Formeln  9)  und  10)  des  §.  95  zu  Hülfe  nimmt. 

Aus  der  ersten  dieser  Formeln  ergiebt  sich  nemiich 

2  cos  a  =  e     -|-  e 
Erhebt  man  auf  beiden  Seiten  auf  die  nte  Potenz,  wo  n  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  ist 

2    [cosa)    z=z  [e     +  ^     )    =  ^       +     ®^  •  ^ 

Da  *33  =  1,  *•©  =  "93  u.  s.w.  (§.  35  Form.  13)  so  ist 

43)     2  (cösa)  =[e     +e       )+'*Ö(c^  +«  ]+ 

Hier  sind   nun    zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je   nachdem  n 
ungerade  oder  gerade    ist.      Im    ersten  Falle   ist   die  Anzahl 

n  +  1    ^6**  Glieder   in    der  Entwickelung  von  (c     +  e     ) 
eine  gerade  und  die  Glieder   entsprechen   sich  paarweise,   so 
das6  die  gleichweit  von  Anfang  und  Ende   der  Entwickelung 
abstehenden  denselben  Coeffiicienten  haben  (§.  35).     Die  For- 
mel 43)  verwandelt  sich  daher  in 

2  [cos  a)  =  (e     -f  ^       )  +  *5P  (e^  +  c         ')  +  .... 

16 


i4i 

Bedenkt   man   nun,    dass   e       -f-  e         s=  2  eo^n^z,    « 

+  ß  =  2  coÄ(fi  —  2)a  U.S.W,  ist,  so  folgt  hieraus  för 

ein  ungeradas  n 

n-l            «1  * 

44)     2      [cosa)  =  co» n« -|- "8  coä  (« — 2)a +  "^  co«a 

Ist  dagegen  n  gerade,  so  hat  die  Entwickelung  von  (e   -{-e     ] 


2       («-2.-)«  2 

das  Mittelglied  ";i5  e  =  **£  und  man  hat  daher 


fi-2 


2  1      2 

45)     2""*(«w  «)" = cos  «o-l-*«  00*  («— 2)<i ...+ •»  co«  2a-|-— »» 
Aus  Formel  10)  des  $.  95  ergiebt  sich 


2t  stna  z=:  e     —  e 


also 


•fii-<"-*'~  H:-  »J,-«i 


WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Im  ersten  Falle 
hat  die  Entwickelung  wieder  ein  Hitteiglied,  während  die  übri- 
gen Glieder,  die  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  der  Reihe 
abstehen,  denselben  Coefficienten  haben.    Man  hat  daher 

n 

2*  *  (—  1 )  *  (sin  «)"  =  eos  na  -  *»»  cos  (n— 2)a  +  *»  coM,n—4)a.^ 

11-2  n 


2  1      2 

^-    »ö  COÄ  2a  ±  -*» 

Das  obere  oder  untere  Zeichen  ist  zu  nehmen,  je  nachden 
US  4A  oder  n  s=  4ft  -f*  2*     Zugleich  ist^  je  nachdem  n  in 

der  ersten  oder  der  zweiten  Form  enthalten  isrt,  (—  1)2  äl 
II 

oder  (—  1)2  =  _  1,    Man  hat  mithin 
:'  wetin  n  =z  ik 


%a 


46)     2**"  (sin af  =  co*  na  —  '*93 ro« (n-~2)a  +  "« co«(ii — 4) a... 

n-2  fi 

~2~  1      T 

—  «S  CO«  2«  +  ^  '•ö 
und  wenn  n  =  4ä  -f-  2 

—  2       (ma)n=  cöÄ  «a — '*S5cö«(«  — 2)a  + "Sco«(«  — 4)a... 

fi-2  n 


2  1        2 

+    ^93  cos  2a   -  —  **sB 

2 

oder 

47)     2  '  (m a)  zzi—cosna-\- **a? co«(»— 2)«— **>3 co*(»-  4)a.... 

fi-2  n 


2  1        2 

—     nJB   CO«  2rt  +  —  "ö 

Ist  dagegen  n  ungerade,    so    hat    die  Enlwickelung  kein  Mit- 

« 

telglied  und  die  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  abstehen- 
den Glieder  haben  dieselben  Coefficienten,  jedoch  mit  entge- 
gengesetztem Zeichen.     Es  ist  also 

2%-(^«)»=(e-"*-0-"»(e("-'>-'-e-("-*^'")  -I-  .... 
Nun  ist 

nai         -nai        ^.     .  (n-2)«t  -(«-2)ai      o-    •  /     «in 

e  — e  =:2t  sm  na,  e  '  —  e  '  =2tMn(9}-2)au.s.w. 
also 

2*"   i  "    [sin a)    ==  sin  na  —  **©  sin{n  —  2)a :t.  ^fß  sina 

Hier  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je  nach- 
dem n  in  der  Form  4ä  -f  1  oder  in  der  Form  4k -\- 3  enthal- 

fi-i 
ten    ist,   zugleich   ist  im   ersten    Falle  i       =  1,    im  zweiten 

i        =  —  ].     Man  hat  demnach 
wenn  n  =  4ä  +  1 

n-3  fi-1 


2 


48) ,  2""\m af  —  sin «a— '*»m(fi— 2)a...— «95«m 3a  +"Jß  sm  a 
und  wenn  »  =  4Ä  -f-  ^ 


n-3  »-1 


—  i'^^isinaf  =  mna—  »»«m(n— 2)a....+»a5m3a— *»W«a 


2 

3m3a— * 
16 


244 

oder 


~r  2 


49)     2*"^(ma)*=~«ii  fia+»®m(n— 2)a...— "SBrnSa+'^SÄtiia 

Man  hat  also  z.  B.  je  nachdem  n  =  2,  3,  4,  5 
2  (m  a)*  =  -  CO«  2a  +  1 
4  (««  a)*  =  —  «tu  3a  4-  3  sin  a 
8  (m  a)*  =  cos  4a  —  4  co*  2a  +  3 
16  (sin  a)5  =  m  5a  —  5  sin  Sa  +  10  m  a 

127. 
Bisher  wurden  nur  Sinus  und  Cosinus  reeller  Zahlen  be- 
trachtet. Indem  wir  aber  in  den  Formeln  9)  und  10)  des 
§.  95  für  X  eine  complexe  Zahl  ti  +  et  setzen,  erhalten  wir 
hierdurch  eine  Werthbestimmung  für  sin  [u+ei]  und  cos{u+fii). 
Es  ist  nemlich  hiernach 

e(«+''*)*+  ^H^+^)i 

50)  cos  (u  +  et)  =  2 

51)  sin  (u  +m)  =  — 

also,  mit  Rücksicht  auf  Formel  3)  des  §.94, 

,    ^     c   .6    +c     .c       (coÄii+Ätnw.t)e    +(coÄi* — «tntf.t)e 
coÄ(tt+f3t)= ^ = ^ : 

dder 


2 


52)        CO«  (t*  +  *^*)  =  ***^ —  '^^'^^ ö —  *wii.» 


und  ebenso  findet  man 


« 


c  +  c  ,    c  —  c 

53)  m  (t«+t>«)  =  -7^2 —  ^^'^^  "I 9*^  co^tt.i 

Ist  ti  sss  0  so  folgt  hieraus 

54)  CO«  (et)  =  ^-4^— 

c    —  e 

55)  m  (et)  ==  -: — .  i 


r 


345 


-» 


Entwickelt  man  e    und  e     nach  Formel  5)  des  §.  79  in  Rei- 
hen, so  findet  man 

56)        *1±Ü  =  1  +  -^  i.  __L'_  +.  . 
^  2  ^1  .2  ^  1.2.3.4  ^ 

^^^       ""2—  =  "+  f72:3+  1.2.3.4.5 +  ••• 


und  es  ist  demnach 


58)        CO«  (w)  =  1  +  y---  + 


»«  »♦ 


1.2'    1.2.3.4 


•     •     • 


Dieselben  Werlhe  würde  man  erhalten  haben,  wenn  man  ia 
den  Formeln  4)  und  5)  des  §.  95  statt  x  den  Werth  ti  ge- 
setzt hätte. 

So  wie  man  die  Cosinus  und  Sinus  der  reellen  Zahlen 
die  trigonometrischen  (cyklischen)  Cosinus  und  Sinus  zu 
nennen  pflegt,  so  hat  man  für  die  Cosinus  und  Sinus  der  rein 
imaginären  Zahlen  den  Namen  hyperbolische  Cosinus  und 
Sinus  vorgeschlagen,  weil  sie  in  einer  ähnlichen  Beziehung 
zur  Hyperbel  stehen ,  wie  jene  zum  Kreise  *)•  Aus  den  oben 
gegebenen  convergirenden  Reihen  für  co8[f>%)  \mi8%n[t%)  kann 
man  für  jedes  gegebene  t?  den  Werth  des  entsprechenden 
hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  finden. 

Setzt  man,   der  Formel   tg  tp  = y   analog  ($.  105), 

wo  yß  eine  reelle  Zahl  bedeutet, 

tg  l«  +  ©«)  =  -, r r. 

'        cos  (u  -\-  c») 
so  folgt  aus  52]  und  53) 


! 


*)  Dm  MifSTerständnisBe  zu  Termeiden  bemerke  ich,   dass  manche 

Schriftflteller  die  reelle  Grdese  ^ den    hjrperboUscheo    SiauB 

nenneo. 


ig  (u  -^  Di)  = 


8M 


tf    +  «  ,     e    —  e 

—^ sin  u  -| cos  u 


e    +  c                       e    —  e       . 
Ti. COS  u stn  u 


9      .  '■V  I,  -c 

e    +  e  e    ^  e      . 


e    -j-  e 

— 

e 

—  e 

ig 

11 . 

• 

2 

2 

also  wenn  u 

0 

ig  (t>0 

= 

9 

e 

e~v 

V 

e 

+ 

V 

e 

Erhebt  man  die  Ausdrücke  52)  und  53)  ins  Quadrat,  so  fin- 
det man 

60)  [cos  (u  +  vfjY  +  [sin  (u  +  oi)]*  =  1 

Die  Gleichung  8)  des  §.  95  gilt  also  auch  noch  wenn  x  eine 
imaginäre  Zahl  ist. 

Hit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  54)  und  55)  gehen 
die  Gleichungen  52  und  53)  über  in 

61)  cos  (ii  +  rt)  =  cosu  .  cos  (rt)  —  sinn  .  s%n(tij 

62)  sin  (u  -|-  vi)  =  sin  u  .  cos  (et)  +  cos  u  .  sin  (vi) 

Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.  93  gelten  also  auch  noch 
wenn  x  -{-y  eine  imaginäre  Zahl  ist,  und  ebenso  gelten  noch, 
wie  man  leicht  sieht,  die  dortigen  Gleichungen  13)  und  14) 
wenn  x  —  y  eine  imaginäre  Zahl  ist. 

Setzt  man  in  54)  und  55)  statt  v  den  Werth  —  o  so  fin- 
det man,  den  Formeln  17)  und  18)  des  §.  96  analog 

63)  cos  ( —  ei)  ==  cos  [ei) ;  sin  ( —  et)  =  —  sin  [vi) 

128. 
Aus  54)  folgt ,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

2  [cos{m)]  z=(e  -i-e    )  =e    -j-e      +  S5(ö         +«  )+• 

Diese  Gleichung  ist  der  Gleichung  43)  analog  und  behandelt 
man  sie  auf  dieselbe  Weise,  so  findet  man,  je  nachdem  n 
ungerade  oder  gerade 


847 

2"~*  [cos  (ei)]"  ==  CO»  (nvi)  -\-  »»  cos  ({»  —  2)vil ...+»»  co»  (ci) 
oder 

«-8  « 

2""^[co«{e$)]" = cos(nt>i}  +"»co«{(ii  -  2)r»)...+  "SBco»(2c»)  +^  »SB 
Übereinstimmend  mit  den  Formeln  44)  und  45). 

Eben  so  vollkommen  übereinstimmend  ist  die  Entwicke- 
lung  einer  Potenz  eines  hyperbolischen  Sinus  mit  der  in  den 
Formeln  46)  bis  49)  enthaltenen  Entwickelung  der  Potenz  eines 

1 

trigonometrischen  Sinus.     Da  nemlich  ~  =  —  t,  so  kann  man 

statt  der  Gleichung  55)  auch  schreiben 

—  2i  stn  (t?t)  =  c-  —  e 

Erhebt  man  diesen  Ausdruck  auf  die  nte  Potenz,  wo  n  wie- 
der eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  folgt 

2  (— t)n [*m (t?t)J   =[e  —e    )   =e    — "©c  ^e 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem n  gerade  oder  ungerade  ist.  Da  nun  ( —  t)*  ==  —  1,  so 
folgt  für  ein  gerades  n 

n 
1    ^ 

±.  2**^  [sin  (rt)f  =  cos  [nvi)  ^  "^  cos  ((«  —  2]vi) . . . .  di  ^  »»aS 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem n  in  der  Form  4k  oder  4Ar-^2  enthalten  ist.  Die  Zei- 
chen der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung,  vom  ersten  an 
gerechnet,  folgen  hier,  in  beiden  Fällen,  in  derselben  Weise 
auf  einander  wie  in  den  zwei  Formeln  46)  und  47).  Man  hat 
also  z.  B. 

2  [sin{vi)]^  =  —  cos{2v%)  +   1 
8  [m(t?t)]*  =  cos{4ei)  --  4  co«  (2t?t) -f  3 
Ist  n  ungerade,  so  findet  man 

n-l 


2 

±L 2**"^  [sin  {ei)f  =  sin  (nei)  -  ~»m((«  —  2)w) . . . .  rt  '*» sin(eij 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
n  in  der  Form  4ä-|-  1  oder  4k -^3  enthalten  ist.    Auch  hier 


« 
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entspricht  wieder  die  Entwickelang  den  zwei  Formeln  48)  und 
49).    Es  ist  z.  B. 

4  [m(c»)]5  —^  8in(3m)  +  3  w(m) 
16  [8in{i>i)Y  =;=  m(5t)t)  —  5  sin  [Sei)  +  10  sin[ti) 

129. 

Es  wird  der  folgenden  Entwickelungen  wegen  dienlich 
seyn  die  bisher  gebrauchte  Bezeichnung  zu  vereinfachen«  Statt 
sin  {ei)  schreiben  wir  sin.eij  wo  also  der  Punkt  hinter  sin  die 
Stelle  der  Klammer  vertritt^  ebenso  schreiben  wir  cos. vi  statt 
cos  [ei].  '  Soll  sin,x>i  noch  mitt  multiplicirt  werden,  so  schrei- 
ben wir  m.Dt.t.  Ebenso  bedeutet  sin.\^'\'t]%  den  Sinus  der 
Zahl  (i>  +  0 *  ^^^  sin ,\p -{^  {]i  A  dass  dieser  Sinus  noch  mit  % 
multiplicirt  werden  soll. 

-ü        c+ö          e  — 6          e  +e      .  e  — e     .   . 
Ause     =— ^ 2 2-+-2-*'* 

folgt  mit  Rücksicht  auf  54)  und  55) 

64)  e    =  cos.ti  -f-  sin,r>iA 
analog  der  Formel  6)  des  §.  95.     Ebenso 

e    *=r  cos.r>xi  +  sin*x>xiA 

und  daher  e'^'' ■"**'=  co«.(d  +  ^'i)*  +  «»».(o  +  ^'i)  »•» 

also  auch  allgemein 

eos.\^  +  t>i  +  .  •  •  +  ©n)  »  +  *»»•(«  +  <^i  •  •  •  +  <^n)  ••• 
Ä=  (coÄ . x>i'\-sin . rt :  t)  (co« .  ©i t  -f-  ^»  •  «>i*  •  t)....(co*.c^t -f- «»ii.d^m) 
und  hieraus  folgt,  der  Formel  16)  des  %.  95  entsprechend, 

65)  [cos. ei  4-  m.m.t)  =  coÄ.»t3t  •\-  sin.nei.i 

Da  hier  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  kann  man 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  vermittelst  der  Binomialformel 
entwickeln.  Da  man  aber  hier  nur  reelle  Glieder  erhält,  in- 
dem m.t^t.f  sowie  auch  m.nct.i  reelle  Werthe  sind^  so 
kann  man  nicht,  wie  in  §.  118,  cos  nvi  und  sinnvi,  durch 
Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  erhalten.  Man  kann 
sich  aber  hierzu  eines  anderen  Verfahrens  bedienen,  welches 
man  auch  dort  hätte  anwenden  können.  Mit  Rücksicht  auf 
63)  folgt  nemlich  aus  65)  auch 
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66)  [cos .  ti  —  sin  .  vi .  i)  =  cos  .ßvi   —  sin .  not .  i 
und  mithin 

rim\  .        (co*,m-4-m.t>t,e)  +  (cos. vi — sin, vi. i) 

67)  cos.nvt  =  ^ ! LJ — ^ L- 

^o,       .         .   .       (coÄ.tJi  +  m.m.i) —  [cos.vi — sin. vi, i] 

68)  «m . no» .  t  =.  ^^ ? — — — ^ ^ 

Entwickelt  man  nun  hier  die  rechtsstehenden  Ausdrücke  nach 
der  Binomialformel;  so  ergiebt  sich,  dass  man  die  Formeln 
24,  25,  26,  27,  des  §.  118  unmittelbar  auf  den  gegenwärti- 
gen Fall  übertragen  kann,  wenn  man  nur.  statt  a  überall  vi 
an  die  Stelle  setzt.  Und  da  ferner  wenn  man  in  Formel  60) 
ti  =  0  setzt,  [cos.vi)^  -{-  [sin.vif  =  1  folgt,  so  sieht  man 
dass  auch  die  Formeln  35)  des  §.  122,  36)  des  §.  123,  37) 
und  38)  des  §.  124  ihre  Geltung  behalten ,  wenn  man  vi  statt 
a  setzt. 

Es  wurde  oben  (§.  125)  bemerkt,    dass  man   die  Formeln 

39)  bis  42)  mit  Hülfe  der  Gleichung  sin  a  =  |/1  — is^  finden 
könnte,  wo  ;s  =  cos  a.      Da  nun    wenn    cos.vi  =  z,  auch 

sin. vi  =  j/l  — Ä^  so  folgt,  dass  dieselben  Formeln  auch  für 
a  =  vi  gelten. 

130. 

Obgleich  die  vorhergehenden  Erörterungen  eine  grosse 
Aehnlichkeit  zwischen  den  trigonometrischen  und  hyperboli- 
schen Cosinus  und  Sinus  nachweisen,  so  findet  doch  auch  an- 
dererseits ein  grosser  Unterschied  zwischen  denselben  statt. 
Es  wurde  nemlich  früher  (§.  99)  nachgewiesen,  dass  die  tri- 
gonometrischen Cosinus  und  Sinus,  d.  b.  die  Cosinus  und  Si- 
nus einer  reellen  Zahl  a,  periodische  Funktionen  sind,  in- 
dem sich  bei  ihnen,  wenn  a  fortwährend  wächst,  dieselben 
Werthe  in  derselben  Ordnung,  immerfort  wiederholen.  Diese 
Eigenschaft  findet  bei  den  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus, 
d.  h.  bei  den  Cosinus  und  Sinus  einer  rein  imaginären  ^ahl 
vi  nicht  mehr  statt;  sie  sind  keine  periodischen  Funktionen. 
Ist  nemlich  v  eine  positive  Zahl,  so  haben  die  Reihen,  welche 
den  Werth  von  cos.vi  und  sin, vi  angeben  (Form.  58  u.  59), 
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nur  positive  Glieder;  es  wächst  also  der  Zahlenwerth  von 
cos. vi  und  sin.m  fortwährend  mit  «;  dasselbe  findet  statt, 
wenn  v  negativ  ist,  nur  dass  alsdann  der  Sinus  negativ  ist. 
Alle  Eigenschaflen  der  trigonometrischen  Cosinus  und  Sinus, 
welche  auf  ihrer  Periodic! tat  beruhen,  sind  daher  bei  den 
hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  nicht  mehr  vorhanden.  Hier- 
mit ist  ein  beachtenswerther  Umstand  verbunden.  Es  giebt 
unzählig  viel  reelle  Zahlen  a,  deren  Sinus  und  Cosinus  Null 
ist,  und  zwar  sind^  wie  früher  nachgewiesen  wurde ,  die  Zah-^ 
len,  welche  der  Gleichung  cosa  =  0  genügen,    in   der  Form 

a  =±-  (Ä+  w)^)  ^*ö  Zahlen,  wdche  der  Gleichung  9£na=0 

genügen,  in  der  Form  a=::t.kn  enthalten,  wo  k  irgendeine 
ganze  Zahl  bedeutet.  Dagegen  giebt  es  keine  rein  imaginäre 
Zahl  vi  für  welche  die  Gleichungen  co8,vi=0^  sin.vizzzO 
Geltung  haben.  Denn,  wie  die  Formel  58)  zeigt,  ist  cos,  vi  =^1 
wenn  tpssO,  für  jeden  anderen  (positiven  oder  negativen) 
Werth  von  v  ist  cos.  vi '^  1.  Ferner  ist  nach  Formel  59) 
sin.vis=0  wenn  «  =  0,  für  jeden  anderen  (positiven  oder 
negativen)  Werth  von  r,  hat  sin. vi  einen  Werlh,  welcher, 
abgesehen  vom  Zeichen,  grösser  als  Null  ist.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Cosinus  und  Sinus  complexer  Zahlen.  Gäbe  es 
nemlich  eine  complexe  Zahl  ti-|-m,  für  welche  die  Gleichung 
cos  [u -{- vi)  =  0  statt  fände,  so  hätte  man  (Form.  52) 

e    -f-  e  e    —  e  . 

cos  u  — smu.i  =0 

2  2 

Diese  Gleichung  würde  also  in  die  zwei  Gleichungen 

■- cosu  =  0 


9  -» 

$inu  =  0 

2 

6       I      C 

zerfallen.     Da  nun  — -^ —    für  keinen  reellen  Werth  von  v 

Null  werden  kann,  so  müsste,   wenn  der  ersten  dies9ir  Glei- 
chungen genügt  werden  soll,  ca«fi==0  seyn,  mithin  mt«>^±^l . 


25} 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  könnte  also  nur  dann  statt  fin^ 

9  — ü 

den,. wenn =  0,    woraus    t?  =  0    folgen    würde. 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  aus  Formel  53]  dass  auch  die 
Gleichung  sin  {u  -{-  ei)  =  0  nicht  statt  haben  kann,  wenn 
nicht  D  =  0.  • 

Es  folgt  also  hieraus,  dass  den  Gleichungen  cos  x  :r=,  0 
und  sin  x  =  0  nur  durch  reelle  Werthe  von  x  genügt  wer- 
den kann. 


Zwölftes   Kapitel. 

«neiidlielieii  Produkte. 


131. 
Indem  wir  im  Beginn  der  algebraischen  Analysis  das  Ver- 
fahren, durch  welches  die  Arithmetik  Zahlen  ausdrückt,  zu 
Grunde  legten  (§.  3),  haben  wir  bisher  überall,  wo  ein  Werth 
durch  eine  ins  Unendliche  fortgesetzte  Folge  arithmetischer 
Ausdrücke  berechnet  werden  sollte,  hierzu  ausschliesslich  die 
Form  der  unendlichen  Reihe  angewandt.  Diese  Form  ist,  so- 
bald man  nur  die  Bequemlichkeit  des  Rechnens  berück- 
sichtigt, unzweifelhaft  die  beste,  da  sie  auf  den  einfachsten 
Operationen,  dem  Addiren  und  Subtrahiren  beruht,  je 
nachdem  die  Glieder  der  Reihe  positiv  oder  negativ  sind.  Will 
man  aber  höhere  arithmetische  Operationen  anwenden,  so  sind 
offenbar  noch  viele  andere  Arten  ins  Unendliche  fortgesetzter 
Entwickelungen  denkbar,  durch  welche  man  irgend  einen  Werth 
ausdrücken  kann.  Hiermit  eröffnet  sich  der  Analysis  ein  neues 
weites  Gebiet.  Denn  diese  mannigfachen  Entwickelungen  kön- 
nen, je  nach  ihrer  Eigenthümlichkeit ,  zu  Beziehungen  führen, 
welche  mit  Hülfe  der  Reihen  schwer  oder  gar  nicht  zu  ent- 
decken sind.  Es  ist  aber  auch  vorauszusehen,  dass  mit  der 
grösseren  Verwickelung  der  Operationen  die  Resultate  eben«^ 
falls  im  Allgemeinen  verwickelter  ausfallen  und  daher  ihre 
nützlichen  Anwendungen  abnehmen  werden. 
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132. 

Sowie  nach  dem  Addiren  und  Subtrahiren  das  Multi- 
pliciren  und  Dividiren  die  einfachsten  Operationen  der 
Arithmetik  sind,  so  sind  auch  die  auf  ihrer  fortgesetzten  An- 
wendung beruhenden  Formen  der  Entwickelung,  welche  unter 
dem  Namen  der  unendlichen  Produkte  und  der  unend- 
lichen Kettenbrüche  bekannt  sind,  nach  den  unendlichen 
Reihen  die  interessantesten  und  einfachsten.  Diese  sollen  im 
Folgenden  betrachtet  und  damit  die  algebraische  Analysis  ab- 
geschlossen werden. 

Denkt  man  sich  eine  Reihe  nach  irgend  einem  Gesetze 
gebildeter  Ausdrücke  u^  ti2...ti^  und  multiplicirt  man  sie, 
in  der  Ordnung,  wie  i^ie  aufeinander  folgen,  miteinander,  sd 
erhält  man  das  Produkt 

P  =  Ui   ,  U2  '  »  .  .  u^ 

Lässt  man  n  unbegrenzt  wachsen,  so  nennt  man  das  Produkt 
ein  unendliches.  Bei  einem  solchen  unendlichen  Produkte 
sind,  wie  b«  den  unendlichen  Reihen  ($.  43),  drei  Fälle  zu 
unterscheiden.  Entweder  nähert  sich,  mit  unbegrenzt  wach- 
sendem fi,  der  Werth  von  P  einem  bestimmten  Werthe  W 
unbegrenzt^  so  dass  W  =  HmPj  alsdann  convergirt  das 
unendliche  Produkt,  und  wir  nennen  W  seinen  Werth.  Oder 
P  nähert  sich,  bei  unbegrenzt  wachsendem  n,  je  nach  Be- 
sobafiPenheit  der  Zahl  n,  verschiedenen  bestimmten  Werthen 
unbegrenzt,  dann  0  sei  Hirt  das  unendliche  Produkt.  Endlich 
kaim  P  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  'über  jede  angebbare 
Zahl  hinauswiBchsen ,  dann  divergirt  das  unendliche  Produkt. 
Es  ist  aber  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Reihen  (§.  76)  darauf 
zu  achten,  dass  weder  die  Ordnung  der  Faktoren  geändert^ 
noch  ein  Faktor  in  mehrere  zerlegt  wird,  oder  mehrere  Fak- 
toren vereinigt  werden.    Es  ist  z.  B.  klar,  dass   das  Produkt 

^•"^•^'^■•^•"ö'*'*  zwischen  den  Werthen  2  und 

1  oscillirt ,  während  das  Produkt  1.1.1.1...  den  Werth  1 
hat.^  Da  es  für  den  Zahlen  werth  des  Produktes  gleichgül- 
tig ist,  ob  die  einzelnen  Faktoren  positiv  oder  negativ 
sind ;  so  soll  in  der  Folge,  bei  ErMerung  der  Frage,  zu  wel-* 
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eher  dei"  drei  genannten  Gattungen  ein  Produkt  gehört,  im* 
mer  zur  Einfachheit  vorausgesetzt  werden^  dass  sämmtliche 
Faktoren  positiv  sind. 

Wie  die  BeschaiTenheit  einer  Reihe  nicht  von  deren  er- 
sten Gliedern  abhängt  (§..  46),  so  sind  auch  die  ersten  Fak- 
toren für  die  Beschaffenheit  des  Produkts  gleichgültig.  Es 
kommt  nur  darauf  an,  dass  sie,  von  irgend  einem  bestimmten 
Faktor  an,  gewissen  Bedingungen  Genüge  leisten,  und  es  soll 
daher  im  Folgenden  angenommen  werden,  dass  dies  gleich 
von  Anfang  an  der  Fall  ist,  indem  die  etwa  vorhandenen  un- 
regeimässigen  Anfangsglieder  vernachlfissigt  werden. 

133. 

Wenn  sämmtliche  Paktoren  eines  unendlichen  Produkts 
um  ein  Angebbares  grösser  als  die  Einheit  sind,  so  muss  das 
Produkt  divergiren.  Ist  nemlich  jeder  Faktor  grösser  als 
l-\-k  und  k'^Oj  so  ist  das  Produkt  von  r  Faktoren  grösser 

als  (l+kf.    Nun  ist  (1+*^  =  1 +rft+ ^'/"^  S^ -f  .... 

d.  h.  (1 -f-it)*">>  1 -f-^Ä;  mithin  wenn  r  unbegrenzt  wächst,  so 
wächst  auch  (1  -j-  ky  unbegrenzt,  und  umsomehr  muss  das 
unendliohe  Produkt  unbegrenzt  wachsen.  Sind  dagegen  sämmt- 
liche Faktoren  um  ein  Angebbares  kleiner  als  die  Einheit,  so 

ist  der  Werth  des  Produktes  =0.     Denn  in   diesem  Falle  ist 

1 
jeder  Faktor  kleiner  als  t—ä~l  '  ^^  wieder  k  eine  Zahl  bedeu- 

tet  die  >»  0  ist,   mithin    das  Produkt  von   r  Faktoren  kleiner 

1 

als  Ti—T-T;:;.    Bei  unbegrenzt  wachsendem  r  ist  also  das  Pro- 

(1  4-Är 

dukt  kleiner  als  ein  Ausdruck ,  welcher  sich  unbegrenzt .  der 
Null  nähert,  da  nun  das  Produkt,  insofern  es  nur  aus  positi- 
ven Gliedern  besieht,  nicht  negativ  werden  kanA,  so  muss  es 
sich  ebenfalls  unbegrenzt  der  Null  nähern. 

Sind  die  Faktoren  eines  Produktes ,  theils  um  ein  Angeb« 
bares  grösser,  theils  um  ein  Angebbarrs  kleiner,  als  die  Ein- 
heit, so  lassen  sieh,  bei  der  grossen  Mannigfalligkeit  der  mög- 
lichen Aufeinanderfolge  der  Faktoren,   keine   allgemeinen  Re- 
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gein  mehr  geben ,  so  wenig  dies  bei  Reiben  mögliek  ist,  wenn, 
theils  der  Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  grösser, 
theils  kleine^ ,  als  die  Einheit  ist  (vgl.  §.  49). 

Es  bedürfen  daher  nur  diejenigen  Produkte  eine  weitere 
Untersuchung,  bei  welchen  sich  die  einzelnen  Faktoren  unbe** 
grenzt  der  Einheit  nAhern;  wir  wollen  deswegen  im  Folgen- 
den immer  stillschweigend  voraussetzen,  dass  nur  von  solchen 
Produkten  die  Rede  ist.     Man  setze 

1)  P  =  (l+*i){l  +  *2).. .(!+*«)         " 

wo  kij  ^2 .  • .  positive  oder  negative  Grössen  bedeuten ,  deren 
Zahlenwerth  kleiner  als  die  Einheit  ist  und  welche  mit  unbe- 
grenzt wachsendem  n  unbegrenzt  abnehmen ;  es  sind  nun  Kenn- 
zeichen aufzufinden,  aus  welchen  sich  die  Beschaffenheit  von 
Hm  Pf  bei  unbegrenzt  wachsendem  »,  ergiebt. 

Da  schon  früher  (Kap,  6)  solche  Kennzeichen  zur  Beur- 
theilung  der  Beschaffenheit  einer  Reihe  aufgefunden  worden 
sind,  so  liegt  der  Gedanke  nahe  die  Beurtheilung  der  Be- 
schaffenheit vpn  lim  P  auf  die  der  Beschaffenheit  -einer  oder 
mehrerer  Reihen  zurückzuführen.  Dies  kann  in  folgender  Weise 
geschehen. 

134, 

Sind  die  Grössen  A:iyft2>**  •  sämmtlich  positiv  oder  sämmt- 
lich  negativ,  so  hat  man  in  beiden  Fällen 

(l+*i)    (l+*2)   =    l  +  *l  +  Ä2-fÄiÄ2 

also,  da  Ati  £2  positiv  ist, 

{»  +  *l)    (l+*2)    >     l  +  *l  +  *2 

Hieraus  folgt 

(l  +  Äl)    (I  +  Ä2)    (l+*3)>    (I+*l+*2)    (l+*5) 

d.  h. 

(l+*0    (1+*,)    (l+*5)   >    l+*i+A,  +  *5+*l*5  +  *«*3 

und  mithin 

(1+Äx)    (l+*2)    (l+*5)    >    l  +  *l  +  *2+*5 

da  kihs  und  k2ks  positiv  sind. 

Man  sieht  dass  sich  dies  Verfahren  auf  jede  Anzahl  Fak- 
toreh  ausdehnen  lässt  und  findet  dahe»  allgemein 

2)     P=(l  +  /fi)  (1+*,)...(1+AJ>  l  +  ki  +  k^...+k^ 
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Man  nehme  nun  zuerst  an^  die  Grössen  ki,  ftg**-  seyen  sämmt- 
lich  positiv.    Ist  alsdann  die  Reihe 

3)  *1    +   ^2    +    *3    +    .    •    . 

eine  divergirende ,  so  rnuss  umsomehr  P  divergiren.  Conver- 
girt  dagegen  diese  Reihe,  so  giebt  es  immer  einen  endlichen 
Werth   r,   so    dass.  lim    (k,.  +■  k       . .  )  <    l.     Alsdann   hat 

man  aber,  wie  schon  in  §.  76  gezeigt  wurde, 

/im[(l  -hÄ^)(l+Ä^^^)....]</tm[l  f{kr+k^^^..)+{k^+k^^^...)H...] 

und  Hm  P  hat  daher  einen  endlichen  Werth.  Hieraus  folgt  der 
Satz :  wenn  ki,  k^..,  sämmtlich  positiv  »nd,''  so  convergirt 
oder  divergirt  das  Produkt  P,  je  nachdem  die  Reihe  3)  conver- 
girt oder  divergirt. 

Sind  die  Grössen  ki,  A,.»  sämmtlich  negativ,  so  kann 
das  Produkt  P  nicht  divergiren  und  nicht  osciUiren,  da  jeder 
folgende  Faktor,  wenn  er  mit  dem  Produkte  der  vorhergehen- 
den multiplicirt  wird,  ein  kleineres  Produkt  giebt,  und  da  P 
auch  nicht  negativ  werden  kann ,  so  kann  lim  P  nur  entweder 
einen  endlichen  positiven  Werth  haben  oder  Null  seyn.  Ist 
die  Reihe  3)  convergent,  so  kann  man  wieder  k^,  so  wShien, 
dass  der  Zahlen  werth  von  (*^  +  ^r+i  +•••) 'kleiner  als 
die  Einheit  ist.     Setzt  man  Hfn  (kf.  -\-  t        X-  ,  .  .)   =;  —  «? 

(wo  also  Iß  einen  positiven  Werlh  bezeichnet  der  kleiner  als 
die  Einheit  ist)  so  ist  nach  Form.  2) 

lim  [(!   +  *,)  (1   -h  Ä^^i)  .  .  .]  >  1   -  tr 
also 

lim  P>(i   4-  *i)  .  .  .  (1  +  Vi)  (l  -  ") 
nun  hat  1  —  u>  einen  endlichen  positiven  Werth,  folglich  auch 
P.    Divergirt  dagegen  die  Reihe  3)  so  wird  P  Null  seyn.    Denn 

äa  allgemein  1  +  *,.  = — ,  so  hat  man  auch 


1  — 


P  = 


l  +  *r 
1 


1-^^;^  1- 


k                    k 
oder  wenn  man  ^  =  (1  — ,    ,   ,  )  (1  —  ^   ,  ,   ) 


setzt ,  P  =  — 

Q 

Nun  sind  sämmtliche  Faktoren^  aas  denen  Q  besteht,  positiv, 
also  (nach  Form.  2) 


Q>\  - 


kl  k^ 


Da  aber  allgemein         'V'   >  —  k^.  (weil  1  4'*r<l  1)  so  ist 

1  +*r 

um  so  mehr 

0  >  1  —  *i  —  *2  . . . 
d.  h.  Q  divergirt  und  mithin  ist  lim  P  =  0. 


135. 

Sind  dagegen  die  Grössen  &i ,  &,  •  *  -  Shells  positiv  theils 
negativ,  also  die  Faktoren  l+^iy  l-h^s-*-  tlieils  grösser 
theils  kleiner  als  die  Einheit,  so  bedarf  dieser  Fall  nur  dann 
einer  besonderen  Untersuchung,  wenn  sowohl  die  Faktoren, 
welche  grösser,  als  die,  welche  kleiner  als  die  Einheit  sind, 
in  unbegrenzter  Zahl  vorkommen ,  weil  wenn  nur  die  Faklo- 
ren  der  einen  oder  der  anderen  Gattung  in  unbegrenzter  Zahl 
vorhanden  wären,  die  Untersuchung  auf  den  früheren  Fall  zu- 
rückkäme. Man  nehme  daher  an,  dass  sowohl  »ti,  m^...  als 
/i,  ^2  •••  positive  Werthe  bezeichnen,  die  kleiner  als  die  Ein- 
heit sind,  und  setze,  indem  man  die  Faktoren  jeder  Gattung 
zusammenstellt, 

(1  +  t,)  (I  +  *,) (!+*„)  = 

(l  +  mx)(l+m,)...(I   -f  mj  (1  _  /^  (1  -/,)...  (l  -  ij 
so  dass  s  -\-  t  =  n.    Man  setze 

(?  =  (!+  mi)  (1  +  mj)  .  .  .  (1  +  m.) 

Q'^  (1  -  ^)  (1  -  g . . . .'  (1  - 1,) 

also 

P=QO' 

Ferner  sey 

q   =  /im  (mi  +  »ij  -j-  .  .  .  -f-  "»fl 
q'  =««,(/,  +  /,       -I-  .  .  .  ^.  y 

Je  nachdem  q  eine  endliche  Grösse  oder  unendlich  ist,  wird  auch 
Hm  Q  eine  endliche  Grösse  oder  unendlich  seyn.    Ebenso  wird 


9&1 

lim  Q^  eine  endliche  (von  Null  verschiedene)  Grösse  oder  Null 
seyn,  je  nachdem  Um  q'  einen  endlichen  Werth  hat  oder  un- 
endlich ist. 

Demnach  sind  hier  fo)g;ende  Fälle  zu  unterscheiden.  Sind 
q  und  q'  endliche  Grössen,  so  hat  lim  P  einen  endlichen  von 
Null  verschiedenen  Werth.  Ist  q  endlich ,  q'  dagegen  unend- 
lich, so  ist  lim  P=0«  Ist  q  unendlich,  q'  endlich,  dann  di- 
vergirt  F,  Sind  aber  q  und  q'  beide  unendlich,  so  ist  Hm  Q 
unendlich,  Hm  Q'=Oj  dann  erscheint  lim  P  in  der  Form 
OD  .0^  welche  es  zweifelhaft  lässt,  ob  limP  einen  bestimmten 
Werth  hat. 

Ist  z.B.  P=(l  +  y)  (J-^J  (1+^5)  ('  -^  •  •• 
so  ist  ?  =  '•«»  (y  +  23  +  25  +  ••  •) 

?'=  «»»  (2^  +  2*  +  26  "^  •  •  "^ 

q  und  q*  sind  also  endliche  Grössen,  mithin  auchP  eine  end- 
liche positive  Grösse. 

Ist  p={i-j)  [1+^)  (i-|)  (1+J5)  (i-j)  c+p)... 

so  ist  y  =  «m  (gj  +  p  +  p  +  .  .  .) 

,'«  /im  (1  +  i  +  i  +  .  .  .) 

also  q'  divergent   ($.  45)   und  q   convergent   (§.  61),   mithin 
Um  P  =  0. 
Ist  dagegen 

P  =  (l+i)  (l  -i)  (1  +  i)  (1-p)  (1  +|)  (I-p)  ••• 
SO  ist  nun  q  divergent,  q'  convergent,  also  P  divergent. 

IstP=(l-i)  {I+-3-)  (l-y)  (l+j)  (1-|)  (»+|)  .  •• 

so  sind  q  und  q'  beide  divergent,  und  die  Beschaffenheit  von 
P  bleibt  zweifelhaft.  Indessen  kann  man  sich  hier  leicht  tiber- 
zeugen, dass  P  einen  positiven  endlichen  Werth  hat.     Denn 

17 


e«  ist  (1-|)  (1+ l)  (1-^^)  (H.|m1_  J-j)  (l+_l^) 

grenzt  wachsen ,  so  ist  (§.  134)  die  Grenze  des  letzteren  un- 
endlichen Produktes   ein    endlicher   positiver   Werth,   da   die 

1  1 

Reibe  qi  "I*  9a  '^  *  *  *  convergiri.    Hieraus  folgt  weiter  dass 

bei  unbegrenzt  wachsendem  r  auch  die  Grenze  des  Produktes 

c-i)  f'+y)  -  (1-2;:^)  ('+2^1)  (»  -  2;qn) 

einen  positiven  endlichen  Werlh  hat,  da  lim  (l  — -— -— )  =  1. 

Wie  viel  Faktoren  man  also  zur  Berechnung  von  P  anwendet, 
immer  erhält  man  einen  positiven  endlichen  Werth,  mithin  ist 
auch  lim  P  ein  solcher  Werth. 


136. 

Will  man  die  Theorie  der  Logarithmen  zu  Hülfe  nehmen, 
so  kann  man  die  Beurtbeilung  von  P  noch  in  anderer  Weise 
auf  die  zweier  Reihen  zurückführen,  welche  in  vielen  Fällen 
auch  dann  noch  über  die  BeschaiTenheit  des  Produktes  Auf- 
schluss  giebt,  wo  die  vorhergehende  Regel  ihren  Dienst  versagt. 

In  der  Reihe 


*-y+  3     4 


•  *  •  • 


ist,  wenn  x  positiv  und  5^  I  ist,  jedes  Glied  grösser  als  das 
folgende  und  die  Zeichen  abwechselnd  positiv  und  negativ, 
der  Werth  der  Reihe  ist  log  [l-j-w]  und  man  hat  daher  (§.59] 

log  (1  4-  «)  <  « 


X 

2 


und  um  so  mehr 

>  X  —  m^ 
Da^  wenn  noch  immer  x  positiv  und  <  1  vorausgesetzt  wird. 


SO  fol^ 

log  (1  —  a?)  <    —  a? 

„     ,  .  ,   .  ,  a?*    ,    «5        a?*  aj*  -f  a?5  4-  a?* 

Zugleich  ist  y  +  -^  4-  Y  +  •  •  •  <  ' 2^ 

a?*         1  1 

d.  h,  <  —  . ($.   47),    ist   daher    a?  <   ^    mithin 

C  I   X  6 

2  (l  — a?)  >  1,  so  ist  y  +  y  +  .  .  .    <w^  also 

to^  (1  —  X  >  —  a?  —  a?* 
Es  folgt  hieraus,   dass  wenn  x   eine  positive   oder   nega- 

l 
tive  Zahl  bedeutet,  deren  Zahlenwerth  <<   ^-  ist,  fanmer 

log  1   -f-  ^)  <   ^ 

seyn  wird. 

Nun  kann  man,   wie  schon  oben   bemerkt  wurde,  immer 
annehmen  9  dass  in  dem  Produkte 

p  =  (l  -H  *i)  (1  +  *J  .  .  .  .  .  (I  +  *J 

die  Grössen  i| ,  ^2  •  <  •  sämmtlich  <   --  sind.     Man   hat   also 

%  (1  +  *i)  <  *i  ^^^  %  (1  +  *i)  >  *i~*i*-  Versteht 
man  unter  iti  eine  gewisse  positive  Zahl,  die  kleiner  als  1  ist, 
so  kann  man  daher  log  (l  -|-  ki)  =  ki  —  nji,*  setzen;  ver- 
steht man  unter  112,  ^s*-.  ebenfalls  positive  Zahlen,  die  klei- 
ner als  1  sind,  so  kann  rnan  ebenso  /o^' (1 -|-&2)=^^2 — n2A2^ 
Iog(l'\-ki)  =  ^5 — fis^s^  U.S.W,  setzen.    Man  hat  mithtn 

%P  =  %(l  +  *i)  +  %(»-h*2)  +  %(l+*5). .,  +  %{!+*«) 

=3s  kl   +  ^2  ••••"!"  ^n  —  ^1^1  *  —  %  ^2*  •  •  •  •  —  ^n^n^ 

Man  setze 

Pn  =  *i  4"  ^2  +  •  •  '  +  *ii 

Bi'zeichnet  man  die  g rös st e  unter  den  Zahlen i»i,  112...  durch 
iV,  die  kleinste  durch  Nq  so  ist  demnach 

4)  log  P  >  Pn-  Nq^ 

<  Pn  —  Noqn 

17» 
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Da  aber  P  =z  e  j  wenn  e  die  Basis  der  natürlichen  Loga- 
rithmen bezeichnet,  so  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 
Ist,  bei  unbegrenzt  wachsendem  «,  lim  log  P  ein  endlicher 
Werth  Aj  so  ist  auch  lim  P  ein  endlicher  von  Null  verschie- 
dener Werth  e  .  Ist  Um  log  P=z  (X) ,  so  ist  lim  P=te^  ==  oo; 
ist  lim  log  Pz=z  —  OD    so  ist  lim  P  =  c"^  =  0. 

Nun  kann  p^  positive  und  negative  Glieder  enthalten;  wäh- 
rend q,^  nur  aus  positiven  Gliedern  besteht;  q^  kann  also  nur 
endlich  oder  =  od  seyn,  während  p^  endlich  oder  •**  oo  seyn 
kann ,  oder  auch  in  der  unbestimmten  Form  oo  —  od  erschei- 
nen kann. 

Demnach  ergeben  sich  aus  Formel  4)  folgende  Resultate: 

I)  Ist  lim  p^  sowie  Um  q^  eine  endliche  Grösse ,  so  isi 
auch  lim  log  P  und  mithin  auch  lim  P  eine  endliche  von  Null 
verschiedene  Grösse. 

II)  Ist  lim  p^  eine  endliche  Grösse,  lim  q^  aber  unend- 
lich, so  ist  lim  log  P  <  lim  (p^^  —  Noq^)  d.  h.  kleiner  als 
ein  Ausdruck,  welcher  einen  negativen  unbegrenzt  wachsen- 
den Werth  hat,  mithin  muss  man  lim  log  P  =  —  oo  setzen, 
woraus  lim  P  =  0  folgt. 

III)  Ist  lim  Pn  =  —  ^  während  lim  q^  =:  od  oder  auch 
einen  endlichen  Werth  hat,  so  findet  man,  wie  im  vorherge- 
henden Falle  lim  P  =  0. 

IV)  Ist  lim  p^  =  00  ,  während  lim  qn  einen  endlichen 
Werth  hat ,  so  ist  lim  log  P  >  lim  (p^  —  Nq^]  also  lim  log  P 
grösser  als  eine  unbegrenzt  wachsende  positive  Zahl,  mithin 
Km  P  z=  <x>. 

V)  Ist  /»m  Ph  =  OD  und  zugleich  lim  9,1  rr  oo ,  so  neh- 
men die  Grenzen  der  Ausdrücke  p^  —  Nq^  und  p^ —  Noq^ 
die  Form  oo  —  od  an ,  welche  sowohl  einen  endlichen  Werth 
als  ±'  OD  bezeichnen  kann ,  der  Werth  von  lim  log  P  und  mit- 
hin auch  von  lim  P  bleiben  also  unbestimmt. 

137. 

Um  das  Verhältniss  dieser  neuen  Regel  zu  der  früheren 
zu  beurtheilen,  bemerke  man,  dass  Tim  p^  =  q  —  q^.  Die 
frühere  Regel  lässt  nun  den  Werth  von  lim  P  unbestimmt  so- 
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bald  q  und  q'  beide  unendlich  sind;  hierbei  kann  aber  limp^^ 
=zq  —  q'  endlich  oder  auch  dr^  oo  seyn^  dann  bestimmt  die 
neue  Regel  den  Werth  nach  I;  II,  III  oder  IV.  Wir  haben 
z.  B.  oben  das  Produkt 

f  =  (j  - 1)  (»  +  -3-)  (1  -|)  (1  + 1) . .  • 

betrachtet  und  gefunden,  dass  die  frühere  Regel  hier  nicht 
lim  P  bestimmt.    Nun  ist  aber 

P»  ~        3"*"3         5"^5 


•     •     •    • 


1111 

also  lim  p^  =  0,  während  *»»?«  =  p  +  gä  +  p  +52  +••  • 

=  2  (^  +  ;rr  +  .  .  .)   einen   endlichen  Werth   hat,  nach  I 

ist  also  lim  P  ein  endlicher  positiver  Werth,  wie  schon  oben 
gefunden  wurde.    Sey  ferner 

P_(i  +  _L)(i  _  J_)(i  4.  J_)(i  ^  ^ 

2^  3^  4!J  5* 

wo  man  allgemein  unter  r^  die  positive  Quadratwurzel  aus 
r  versteht. 
Hier  ist 

1  11 

g    =  «III  (—   +    —  +  —+..   .) 

2^        4^         6^ 

ji  =  /im  (—  +  —  +  —  +..  .) 

Setzt  man 

a>  «=  .Äw  (—  H j- '+  -V  +  T  +  •  •  •  •) 

25        »^        4*        5^ 

so  ist  IT  =  9  +  9'.    Nach  §.  61  ist  aber  u>  divergent,  folg- 

111 

lieh  auch  jf  =  —  (1  -| -j j^  +  ♦  •    )  und   mithin  auch 

2^  2^        3^ 

1          1           1 
flj.    Denn  da  q -  =  —  4 ^^4*...   divergirl,    und 

2*        4*        6^ 


~Y  >  -T  >  —  >  — r  u.  s.  w.  80  muss   um  80  mehr  qi  diver- 
se        4*     5'        6* 

giren.     Die  frühere  Regel  entscheidet  mithin    nicht   über  den 
Werth  von  Um  P.    Es  ist  aber  ferner 

p»  =  Kill  (— 7  +  — i ) 

2^        3*        4«         5^ 

ond  da  in  dieser  Reihe  die  Glieder  unbegrenzt  abnehmen  und 

abwechselnde  Zeichen  haben,  so  hat  p^  einen  endlichen  Werth. 

Ferner  ist 

*-  =  "2  +   3   +  4  +  •  •  • 
also  divergent,  mithin  nach  II),  Um  P  =  0. 

Dagegen  wird  unter  der  in  V)  gemachten  Voraussetzung, 
wo  die  zweite  Regel  keijne  Entscheidung  giebt.  Im  P  durch 
die  erste  Regel  bestimmt,  sobald  nicht  q  und  q'  zugleich  un- 
endlich sind.    Ist  z.  B. 

^  =  (1  +  -\-)  (1  +  A)  (» +  A)  •  •  •  • 

2^  3^  4^ 

111 

so  ist    p^  s=  «m  (—  -j -f-  -^  ....)  =  OD 

2*         3*        4^ 

2    ^'  3    ^    4 

Da  aber  9  =  00    und  q'  =  0  so  folgt  nach  der  ersten  Re- 
gel äffl  P  =   OD. 

Verbindet  man  beide  Regeln,  so  bleibt  also  die  Beschaf- 
fenheit von  P  nur  dann  zweifelhaft,  wenn  q  und 9'  beide  un- 
endlich sind  und  zugleich  entweder  p^  welches  zunäobsl^ 
weil  es  q — q'  ist,  in  der  Form  oo  —  od  erscheint,  in  Wahr- 
heit 00  ist,  während  zugleich  9i,=qo  ist,  oder  der  Werth 
von  p^  nicht  bestimmt  werden  kann,*in  welchem  Falle  natür- 
lich die  Beschaffenheit  von  P  auch  dann  noch  zweifelhaft  bleibt, 
wenn  ;„  einen  endlichen  Werth  hat. 

138. 

Man  kann  jedes  Produkt  in  eine  gleichgeltende  Reihe 
verwandeln.    Man  hat  nemlich 


In  =  '•»»  b  +ö    +->.••••)=  00 


26» 

(1  +  *,)  (I  +  *»)  ^  1  +  h  +  (1  +  *»)  *2 

folglich 

(l+*l)   {l+*2)    (l  +  *s)=l+*l  +  {l+*l)*2+(l+*a)(I+*2)*5 

und  indem  man  so  fortfahrt,  findet  man 

Pb=(l+»,)(l+*2)....(U*«)=(l+*l)+(»+*l)*2+(l+*l)(l+A2)*5.". 

+  (14-*a)(l+*2)....(»+*^l)*„ 

Auch  die^e  Formel  kana  man  mitunter  benutzen  um  die  Be- 
schaffenheit von  lim  P  zu  Gnden,  indem  man  die  BeschaüeiH- 
heit  der  gleichgelteoden  Reihe  untersucht.  Bezeichnet  «an  in 
dieser  Reihe  das  rte  Glied  durch  t^.  so  ist 

t,    ={1  +Äi)(l  +*2)...(1  +  k^^)k^ 


und 


iL  =   (1   +  *     )  > 


ft. 


Je  nachdem  also  litn[- —  [l  -\-  k     )]  grösser  oder  kleiner  als 

r-l 

die  Einheit  ist^  wird  die  Reihe  und  mithin   auch  P  divergiren 
oder  convergiren.    Ist  Um  [- —  (1  -f-  *     )]  =  1,  so  können 

r-l 

die  weiteren  Regeln  benutzt  werden^   die  wir  früher  für  die- 
sen Fall  gegeben  haben. 

Man  bemerke  noch  gelegentlich,  dass  man  auch  umge- 
kehrt jede  gegebene  Reihe  in  ein  gleichgeltendes  Produkt  ver- 
wandeln kann.    Denn  man  sieht  sogleich,  dass 

ist 
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Dreiiehnles  Kapitel. 

IKe  Kettnbricke. 


139. 
Besteht  ein  Ausdruck  aus  zwei  durch  Addition  oder  Sub- 
traktion verbundenen  Theilen,  von  denen  der  zweite  in  Form 
eines  Bruches  erscheint ,  dessen  Nenner  wieder  aus  ywei  sol- 
chen Theilen  besieht,  von  welchen  der  zweite  in  Form  eines 
Bruches  erscheint  ^  so  nennt  man  diesen  Ausdruk  einen  Ket- 

tenbruch.  Z.  B.  der  Ausdruck  Oq  '\-  —  besteht  aus  zwei 
Theilen  y  von  welchen  der  zweite  in  Form  eines  Bruches  er- 
scheint    bt  nun  aber  0i  =  ai  -f-  ^  so  ist  Oq  +   ^ 


Ä2  «1  +  ^ 

»2 


ein  Kettenbruch.     Es  könnte  nun  aber  wieder  0»  =  a«  + 


seyn,   wodurch   man   den   Kettenbruch   «o  H r-r-  erhielte, 

Oi+b^ 


und  indem  man  so  fortgeht  sieht  man  dass 


die  allgemeine  Form  eines  Kettenbruches  ist.  Es  ist  bei  die« 
ser  Schreibweise  immer  zu  berücksichtigen,  dass  jeder  unmit- 
telbar über  einem  Divisionsstriche  stehende  Ausdruck  als  Zäh- 
ler anzusehen  ist,  zu  welchem  Alles,  was  unter  diesem  Divi- 
sionsstriche folgt,  als  Nenner  gehört. 

Die  Ausdrücke  Oq,  ai,   a^...  6i,  b^..,  können   jeden 
beliebigen  Werth  haben,  sie  können  ganze  oder  gebrochene, 
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rationale  oder  irrationale,  reelle  oder  imaginäre  Zahlen  seyn. 
Im  Folgenden  wird  jedoch  immer  vorausgesetzt,  dass  sie  reell 
sind.  Je  nachdem  m  einen  .endlichen  Werth  hat,  oder  unbe- 
grenzt wächst,  ist  der  Kettenbruch  1)  ein  endlicher  oder 
ein  unendlicher.  Die  Grössen  00,01,0,^...  sind  die 
Theilnenner   des   Kettenbruches,    die  Grössen  fri,  6^  •  •  • 

61  Oa 

seine   Theilzähler,   auch   ist  —  das   erste  Glied,    —   das 

zweite,    allgemein   -^  das  kie  Glied  des  Kettenbruches. 

Ist  m  eine  endliche  Zahl,  so  kann  man  den  Kettenbrucii  I) 
immer  auf  einen  gewöhnlichen  Bruch  zurückführen,  welchen 
man  seinen  reducirten  Werth  nennt.  Man  verwandle  zu- 
erst den  Theil  üq  -\ — ^  in  einen   gewöhnlichen  Bruch,   wo* 

«1 

durch  man  — erhftU,  setzt  man  in  diesem  Ausdruck 

Ol 

Ol  -{-  —  statt  Ol  so  folgt 

b 

^         «1+62  ^       J.   *2  «102  + 62 

In  diesem  Ausdrucke  könnte  man  wieder  02  +  ~  ^^^^^  ^2 
setzen    und    erhielte    hierdurch    den    reducirten   Werth   von 

00+  ^— r  >         und  indem  man  so  fortfährt,  erhält  man  zu- 
ai+b^ 

letzt  den  reducirten  Werth  des  ganzen  Kettenbruches  1). 

Dies  Verfahren  lässt  sich  aber  abkürzen.  Man  bezeichne 
durch  Af^  den  Zähler,    durch  Bf^  den  Nenner   des    reducirten 

Werthes  des  Kettenbruches  Gq  -^  -^        ,   was  in  der  Folge 

«2  + 
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kürser  $o  aiusgedrüokt  werden  soll,  da»  wir  A^  den   ZiUer, 
Bk  dea  Nenner  dieses  KeUenbruckes  nennen. .  Man  setze  auch 
noch  AqsszOo,  Bq  ^=^  l  so  hat  naji  mithin 
Ao        fh    Ai  bi    4«  bi 

R  ~  i  '  Ä  ~  ^0  T~  i.  >  »  =  «O  +  —  IX  u-  s-  w. 
*'Q  *         Ol  «1      ^^  «l  +  Öj 

Es  wird  hierbei  vorausgesetzt  dass  im  Laufe  der  Rechnung 
keine  etwa  mögliche  Zurückführung  eine&  Bruches ,  auf  klei- 
nere  Benennung   vorgenommen    worden  ist  *),     Die  Werlbe 

^')*-^f  »^  •••  nennen  wir  den  nullten,  ersten,  zweiten  Nfl- 

Dq      Dl       02 

herungsbruch  des  Kettenbruches  I).     Nun  wurde  gefunden 

Schreibt  man  il2=^2  (^o^^i  ^^i)  ~h^2^  ^^\  ^^^^^  ^i  ^^*^^ 
^0^1  -\-  ^1  und  Aq  statt  Aq  so  hat  man  A2=^a^  ^i-f-^a^o 
und  wenn  man  Bi  statt  a|  und  Bq  statt  I  setzt,  fi2  =  ^2'i+^2^o- 
Man  kann  nun  aber  leicht  zeigen,  dass  die  Formel,  vermöge 
deren  man  hier  A^  aus  den  zwei  vorhergehenden  A^  und  ff ^ 
aus  den  zwei  vorhergehenden  B  findet,  allgemein  statt  hat, 
es  ist  nemiich 

2)  A    =^  a  A       +  b  A 

3)  B    =  a  B       +  b  B 

Man  nehme  an,  diese  Formel  sey  bis  zu  einem  bestimmten  k 
richtig ,  ,man  habe  also 

A,        a,  A,      +  ft,  A^ 

k  k    k"!     *       k     ik-2 


B         a  B       -\-  b  B 


2 


um  hieraus     '        zu  finden,  hat  man  a,  H ^  statt  a 

B  k        a  .  k 

k+l  *+l 

setzen  und  es  ist  demnach 


zu 


2  A 

*)  Also  s.  B.  wenn  der  Rettenbrucb  1  +  —    ==-^  gesetzt  wird, 

PO  ist  ilg  ==  34,  0g  ==:  ^  und  nicht  etwa  iig  =  17,  0g  =?  12, 


£67 

A                  V   *     *     fl        /      ik-1     '       Ä    il-2 
\+l  ^    *+i 

A+f 

mithin,  wenn  man  die  Brüche  wegschafFt, 

=  Vi  ^"4  Vi  +  **v)+  Vi  Vi 

Vi  =  ^"a  Vi  +  Vi'  V  +  Vi  ^  V, 

=  Vi^v  +  **v«)  +  ViV 

oder 

Es  ist  also  bewiesen,  dass  die  Formeln  2)  und  3)  auch  noch 
gelten,  wenn  man  k  -^  1  statt  k  setzt,  sobald  sie  für  k  gel- 
ten. Nun  haben  wir  ihre  Richtigkeit  für  ft  =  2  unmittelbar 
nachgewiesen,  folglich  sind  sie  auch  für  alle  grösseren  Werthe 
von  k  gültig.  Will  man  dieselben  auch  noch  auf  den  Fall 
i  SS  1  ausdehnen,  so  dass  also 

i4,   =  dl  il^  +  fri  A  ^ 

Bi   =  ax  ßo  +  bi  Ä_x 
so  hat  man  nur  A_i  =  1,  ß_i  =  0   zu   setzen,    dann   ist 

in  der  That  ili  =  ai«  +  frj,  Äi  =  Oi  .  I  -|- fti  .  0  =  a^. 
Die  Formeln  2]  und  3]  sind  also  wahre  Recursionsfor- 
mein.  Sobald  man  A^  und  Bq  als  bekannt  voraussetzt,  kann 
man  vermittelst  derselben  jeden  Zähler  und  Nenner  jedes  fol- 
genden ^äherungsbruches    und    zuletzt   auch   ^,   d.  h.   den 

Bm 
Werth  des  Kettenbruohs  1)  finden. 

140. 

Man  kann  aber  diesen  Werth  auch  finden,  indem  man 
die  Reduktion  des  Kettenbruchs  1)  in  umgekehrter  Ordnung 
vornimint«  Man  bezeichne  durch  Q  den  Zähler,  durch  Df^ 
den  Nenner  des  Kettenbruchs 


266 

*)  %  +  K^r 

'+b 

m 


a 


Man  hat  demnach  - —  =  «-      +  n~~7"n^  *'®^ 

A-l  *-l     ik     '       Ä     A'      Ä-1  * 

und  daher  auch 

Setzt  man  nun  zuerst  A  =  m  ~  1  und  berechnet  Zähler  und 

b 

Nenner  von  a        4-   —  also 

m-i     '     a 

m 

C        =a       a+6:C=a 

SO  kann  man  hieraus  vermöge  der  Recursionsformel  5)  allmd* 
lieh  C      .  C       ...  und  zuletzt  Q  =  8^^^  CossAm  finden. 

Es  folgt  zugleich  hieraus  die  merkwürdige  Thatsache^  dass 
der  Zahler  des  Kettenbruchs  1)  identisch  ist  mit  dem  Zähler 
des  Kettenbruchs 

6]  a    -f  6 


+*^i 


«M_0         I 


« 


«0 

Denn ,  mit  Beibehaltnng  der  vorhergehenden  Bezeichnung,  sey 
C]f  der  Zfthler,  d^  der  Nenner  des  Kettenbruohes 


+ 


« 


Der  Zfthier  des  Kettenbruches  6)  ist  also  Cq  und  es  soll,  nach 
unserer  Behauptung,  Cq^szCq  seyn.  Es  ist  nun  leicht  zu  zei- 
gen, dass  wenn  von  k  =z  m  —  l  h\s  k^=h  wirklich  c^=Ck 
ist,  dies  auch  noch  der  Fall  seyn  wird,  wenn  man  k  =  h — 1 
setzt.  Nach  §.  139  Form.  2  ist  nemlich  der  Zähler  des  Ket- 
tenbruches 

a    +b 

m  fft 


a       + 

m-l   '. 


h+1 


a  +6 


a 


c^  =  a,  0^4- bc^  ,  also  auch  c^  .  =«.  0,4-0^0^  .  . 
da  nach  der  Voraussetzung  c  =  C  ,  c  =  C  seyn 
soll;  aus  dem  Vergleich  mit  Formel  5)  folgt  hieraus  unmittel- 

bar  c       =  6\     .     Da  nun  wirklich  die  Zähler  von  a   A 

A-l  Ä-l  m       a. 

m— 1 

b 

und  von  a        -| gleich  sind ,  d.  h.  c       ==  C      ,  so  ist 

m 

mithin  allgemein  Cj^  =  (7^  also  auch  Cq  =  Cq, 

141.    -'  % 

Sowohl  die  Formeln  2)  und  3)  des  §.  139  als  die  For- 
mel 5)  des  vorhergehenden  §.  geben  ein  einfaches  Verfahren, 
Zähler  und  Nenner  des  Kettenbruches  1)  unmittelbar  aus 
den  Theilnennern  a^,  a^y.^.am  und  den  Theilzäblern 6j,62...6im 
zusammen  zu  setzen.  Bedient  man  sich  der  Formel  2)  so  hat 
,man  zunächst 

Aq  =  a^ 

+  K 
Um  A^  zu  finden,   setzt  man   den   Gliedern,   aus   welchen  A^ 
besieht,  a^  vor,  und  6^  vor  a^,  und  findet 


^  m 

Nun  selzl  man  wieder  ö,    den  Gliedern   von  4,,   und  6,  den 
Gliedern  von  A^  vor ,  und  findet 

Indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht ,    findet  man  zuletzt  A  . 

m 

Ebenso  findet  man  B     vermittelst  der  Formel  3)   indem   man 

von  JSq  =  I  ,  Sj  =  flj  ausgeht. 

Will  man  die  For4nel  5)  des  §.140  benutzen,  so  beginnt 
man  mit  C  ^=^a    .  C       =a       a+6,  daraas  findel  man 

C        =s  a       a       a 

fii-2  m-2    m^l     m 

+    ö         6 
'        01-2    ffi 

m-l     m 

u.  5.  w.  bis  man  an  C,  3=  fi„»  und  C^  =  il,»  kommt. 

Man  kann  aber  auch  jodes  Ai^  finden;  ohne,  wie  es  bei 
dem  eben  beschriebenen  Verfahren  nöthig  ist,  die  vorherge- 
henden il^,  ilj  .  .  .  Af^^x  zu  berechnen,  vielmehr  findet  man 
bei  diesem  neuen  Verfahren,  welches  ebendeswegen  ein  in- 
dependentes  ilt,  unmittelbar  alle  einzelnen  Glieder,  aus 
welchen  A%  besteht.  Man  schreibe  zunächst  das  Produkt 
^0^1  ^s  ...  aj(,  hierin  setze  man  ti^ct^  *=^  6^  und  aidire  den 
hierdurch  entstehenden  Ausdruck  zu  dem  Produkte  hinzu,  so 
dass  man  nun  a^ay^a^  ,  ,  aj^^  -\-  \a^  ...  a^  hat.  In  dieser 
Summe  setze  man  wieder  statt  a^^a^  den  Werth  h^  und  addire 
den  hierdurch  entstehenden  Ausdruck  zu  den  bereits  gebildet 

ten ,  so  erhält  man  «^a,  a^  •  •  •  '^*  "h  ^i  ^2  •  •  •  ^*  "h  ^o*a ^%  •••  ^** 
Hierin  setze  man  nun  wieder,  wo  es  ang'eht,  statt  a^a^  den 
Werth  6,  und  addire  die  hierdurch  entstehenden  Ausdrücke 
zu  den  bereits  gebildeten,  auf  diese  Weise  fährt  man  fort 
indem  man  zuletzt  in  den  bereits  gebildeten  Ausdrücken  statt 


na    den  Werth  6    setzt,    und    die  hierdurch  entstehenden 

Atisdräcke  zu  den  bereits  gebildeten  addirt.  Hau  bezeichne 
die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  durch  [^o^i**-^ik]  ^^  ^i^^ 
[«0«^  ...  ajj  =  Ak  seyn.  Um  z.  B.  [^o^i^t^s]  zu  bilden, 
geht  man  von  ^o^i^sS  ^"^i  indem  man  ^0^1  =  ^1  ^^^^^9  ^^^ 
hält  man 

hierin  setzt  man  wieder  a^a^  =  6^  und  erhält  ' 

bierin  setzt  man  schliesslich  a^a^'=z  6,  und  erhält 

derselbe  Werth,  weicher  oben  für  A^  gefunden  wurde. 

Der  Ausdruck  {a^a^  •  •  •  ^&]  l^sst  sich  offenbar  in  zwei 
Gliedergruppen  zerlegen,  so  dass  alle  zu  der  ersten  Gruppe 
gehörenden  den  Faktor  a^  und  nicht  den  Faktor  bj^  enthalten, 
die  zur  zweiten  Gruppe  gehörenden  dagegen  den  Faktor  bj^ 
und  nicht  den  Faktor  a^.  Die  erste  Gruppe  ist  aber  nichts 
Anderes  As  ai^[aQa^.,,a     ],    da   in  dieser  Gruppe   mit   allen 

anderen  Elementen  als  a^  die  vorgeschriebenen  Veränderun- 
gen vorgenommen  worden  sind;  aus  demselben  Grunde  ist  die 
zweite  Gruppe,  in  welcher  b  an  die  Stelle  v^n  a  a  ge- 
treten ist,  nichts  Anderes  als  b    [aQa^,..a     ].     Hithin  ist 

dies  ist  dasselbe   Bildungsgesetz    nach    welchem  A    aus  A 
und  A       gefunden  wird.    Nun  ist  aber,  wie  man  unmittelbar 

»■•2 

findet ,  [öo^i]  ==  ^1  ^^^  [^o^\ ^9]  =  ^2  ^'so  auch  A^^  =  [^o'^i^h^i] 
und  allgemein  ^^^  =  [«0^1  •••^*]- 

Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  man  in  derselben  Weise 
jedes  £j^  findet,  wenn  man  von  dem  Produkte  a^a^.,.aj^  aus- 
geht und  dies  ebenso  behandelt  wie  vorher  das  Produkt 
aQa^>..aj^  behandelt  wurde,  indem  man  allmälich  b^  statt a^a,, 
dann  6,  statt  a^a^  u.s. w.  setzt. 

142. 
Die  Differenz  zweier  auf  einander  folgender  Näherungs- 


bräche  _*+i  -  ^   hat   den   Zfthler    ^_  .    B.  ~  ^_  ff.  .    . 

man  bezeichne  diesen  Ausdruck  durch  Z  .    .     Substiluirl  man 

aber  stall  j4  ,      seinen  Werlh  ^^i.^.  +  *i-i-i^i— i  ^^^ 
statt  0, ,     seinen  Wertb  a*      A^  +  6^ .    ff.      so  findet  man 

also  auch  Z    =  —  h  Z       und  Z  .    =(— l)'i  .    i  Z 

4  4    4-1  4+1       ^        '     4+14    4-1 

und  indem  man  diese  Belracblung  fortsetzt^  ergiebt  sich  mithin 
aun  ist  Z,  der  ZAhler  der  Differenz  ~  —  ^^^^^~^—'^, 

Ä,  »O  "l  'l 

also  Zj  =  ij,  folglich 

'4+1  ^   ^       ■'    ^^4+ 

und 

7)  V^        ^*_(-»**'*.-**+x 


^■■i  =  <-^r  4,.,  *,,....*, 


Setzt  man 


^         1^\ 


4+1  *  _4+a 

4+2^ 


44-1  m  P 

so  geht  -~—  in  ^—  über,  wenn  man  —   statt  a  ,       setzt, 

^4+1  ^m  »  *+' 

man  hat  mithin 
P 


Bm^   P 


A^  ^    y    "h     '     -^4+ 1-4-1  ^  p^^  +  *A+ 1*^4.1 


^4    +  *4+l  ^4.1         ^^4  +  *4+l*^».I 


«ä 


und 


m  k  im  km 

oder 

J 


^j        {~i]kqbib^...b 


B  Ä  BR 

m  k  km 


1 43. 


Seyen-nun  s ä mm t liehe  Theilzähler  und  Theilnenner  des 
Kettenbruches  1)  positiv,  mithin  auch  die  Ausdrücke  B^, 
ß^..,Bm*    Nach  Formel  7)  und  8)  wird  also,  sobald  m>k^ 

die  Differenz  ^ ~  positiv    oder    negativ   seyn,   je 

nachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist.     Nennt   man  einen 

Näherungsbruch  -5-  einen  geraden  oder  ungeraden,    je 

nachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
jeder  gerade  Näherungsbruch  kleiner  und  jeder  ungerade 
Näherungsbruch  grösser  ist,    als   alle  folgenden  Näherungs- 

brüche.     Die  geraden  Näherungsbräche   -^,  -^,-  ^  .  .  . 

Bq     u^      n^ 

bilden  also  eine  wachsende  Zahlenreihe,  die  ungeraden  Nä<- 

herungsbr^iche  -~^  -^,  -rr***  dagegen  eine  abnehmende. 

üi    H^     /^5 

A          J,  ^           A  A, 

Da  ferner  die  zwei  Differenzen  -^-  —  -jz —  und  -= -=- 

entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  folgt,  dass  jeder  spätere 
Näherungsbruch  ~^  zwischen  den   zwei   aufeinanderfolgenden 

*-i  A^ 

■55-^  und  ~  enthalten   Ist.     Setzt  man  *  =  1 ,  so  ergiebt 

4-1  * 

sich  hieraus,  dass  zwischen  den  Grenzen  ^=r-  und   -^,  d.  h. 

Bq  -Ol 

18 


i14 

zwischen  den  zwei  ersten  Nfiherungsbrüchen,  die  Werthe  ai-^ 

ler  folgenden  Näherungsbrttche  ~  ^  j}  .  .  .  enthalten  sind. 

Lässt  man  den  Kettenbruch  1)  in  einen  unendlichen 
übergehen,  indem  man  m  unbegrenzt  wachsen  lässt,  während 
man  noch  immer  die  Voraussetzung  beibehält,  dass  sämmtliche 
Theilzähler  und  Theiln^iner  positiv  sind,  so  müssen  sich,  so- 
wohl die  geraden  als  die  ungeraden  Näherungsbrüche,   indem 

A  A 

sie  immer  zwischen   ^  und  ^   eingeschlossen  bleiben,    ei- 

nem  endlichen  Werthe  unbegrenzt  nähern.  Es  sind  hier  mit- 
hin zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  nähern  sich  die 
geraden  Näherungsbrüche^  indem  sie  fortwährend  wachsen, 
and  die  ungeraden,  indem  sie  fortwährend  abnehmen, 
einem  und  demselben  Werthe,  dann  convergirt  der  Ketten- 
bruch und  die  Grenze  seiner  Näherungsbrüche  ist  sein  Wert  h. 
Oder  die  geraden  Näherungsbrüche  haben  eine  andere  Grenze 
als  die  ungeraden,  dann  oscillirt  der  Kettenbruch ;  man  kann 
alsdann,  ähnlich  wie  bei  den  oscillirenden  Reihen  (§.  43),  sa- 
gen, dass  der  Kettenbruch  zwei  Werthe,  nemlich  die  zwei 
Grenzen  seiner  Näherungsbrüche  hat. 

Im  ersten  Falle  sind  die  Näherungsbrüche  wirkliche  Nä- 
herungswerthe,  indem  jeder  gerade  Näherungsbruch  klei- 
ner ,  jeder  ungerade  grösser  als  der  wahre  Werth  ist,  so  dass 
dieser  zwischen  je  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Nä- 
herungsbrüchen enthalten  ist, 

144. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  man  aus  der  Beschaf- 
fenheit des  Kettenbruches  Kennzeichen  ableiten  kann,  aus  wel- 
chen sich  entscheiden  lässt,  ob  er  convergirt  oder  oscillirt. 
Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  hier  in  ähnlicher  Weise  zu  ver- 
fahren, wie  bei  den  unendlichen  Produkten.  Kann  man  nem- 
lich unter  der  Voraussetzung,  dass  m  eine  endliche  Zahl  ist, 
den  Kettenbruch  1)  in  eine  Reihe  verwandeln,  welche  den- 
selben Werth  hat,  so  wird,  wenn  man  m  unbegrenzt  wachsen 
lässt,  die  Reihe  dieselbe  Grenze  oder  dieselben  Grenzen  ha- 


m 

bän,  wie  der  Kettonbruoh.  Da  wir  nun  sehoh  Kennzeiehen 
gefunden  haben,  welche  über  die  Beschaffenheit  der  Reiben 
entscheiden,  so  werden  wir  die  Beschaffenheit  des  Kettenbru- 
ches aus  der  Beschaffenheit  der  gleicbgeltenden  Reihe  kennen 
lernen.  Da  wir  indessen  später  auch  die  Beschaffenheit  der- 
jenigen Kettenbrüche  untersuchen  müssen,  deren  Theiizähler 
und  Theilnenner  nicbt  sämmtlich  positir  sind,  so  wollen  wir 
uns  gleich  die  allgemeine  Frage  steilen,  wie  man  den  Ketten- 
bruch 1),  welches  Zeichen  die  Theilzähler  und  Theilnenner 
haben  mögen,  wenn  m  eine  endliche  Zahl  ist,  in  eine  gleich- 
geltende Reihe  verwandeln  kann. 

Die  Gleichung 

ß„  -  ßo  +  ^B,  -  bJ^^b^  - %>-^\b,:^  r;:^) 

ist  offenbar  eine  identische.  Berücksichtigt  man  aber  die  For- 
mel 7)  des  §.  142  und  bedenkt  zugleich  dass  ^^  ==  a^^ 
Öq  =  1 ,  so  hat  man 

wodurch  mithin  der  Keltenbruch  1)  in  eine  Reihe  verwandelt 
ist  Es  ist  hierbei  noch  zu  beachten,  dass  nicht  blos  der 
gan/e  Kettenbruch  1)  der  Reihe  9)  gleich  igt,  sondern  auch 
dasselbe  Verhältniss  zwischen  jedem  Näherungsbruche  und  ei- 
ner entsprechenden  Anzahl  der  ersten  Glieder  der  Reihe  statt 
findet.     Denn  es  ist 

B^~B,^^B,       bJ^^B^       bJ  o^B,       B,B^ 

u.  s.  w, 

Lfisst  man  m  unbegrenzt  wachsen ,  so  ist 

/,»,  — =/,f»,a„+--^^    ...  4-(-l)       ^       ^       ; 

und  es  käme  nun    darauf  an    zu  untersuchen,  ob    die  Reihe 

18* 


doilYergirt.  Zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  dieser  Reihe 
haben  die  Form 

ihr  Quotient  ist,    abgesehen    vom   Zeichen,    —^ .     Je 

k+i 
nachdem  also  dieser  Quotient  um  ein  Angebbares  kleiner  oder 
grösser  als  die  Einheit  wäre,  würde  die  Reihe  (und  mithin 
auch  der  Kettenbruch]  convergiren  oder  divergiren ;  hätte  aber 
dieser  Quotient  die  Einheit  selbst  zur  Grenze,  so  würden  die 
Betrachtungen  des  $,  58  ff.  anzuwenden  seyn.  Allein  die 
Werthe  von  B^  ^  und  B,  ,  ^  erscheinen,  bei  fortwährend  wach- 

sendem  A:,  in  so  verwickelter  Form,  dass  sich  die  Beschaf- 
fenheit des  Quotienten  nicht  leicht  angeben  lässt,  und  es  wer- 
den daher  weitere  Erörterungen  nöthig  seyn,  um  über  die 
Beschaffenheit  der  Reihe  Aufschluss  zu  erlangen. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  man  dem  Kettenbruche  I) 
und  daher  auch  der  gleichgeltenden  Reihe  eine  einfachere  Ge- 
stalt geben  kann,  welche  deren  weitere  Untersuchung  erleich- 
tern wird.  Diese  Umformung  beruht  auf  dem  Satze,  dass  man 
an  der  Beschaffenheit  eines  Kettenbruches  Nichts  ändert,  wenn 
man  irgend  einen  Theilzähler  bi^,  den  dazu  gehörenden  Theil- 
nenner  a^  und   den   darauf   folgenden-  Theilzähler  b         mit 

derselben     Zahl     mulliplicirt     (oder     dividirt).       Da     nemlich 

i — r —  =  i — X *^*»    s^    ^*r<*   ^s   awch,    wenn 

man  W  stall  a         +  b        setzt,   was  auch  W  bedeute,  ei- 

^-*.     —  -  -     ■       ■— 

J 

nerlei  seyn ,  ob  man  b^  oder  ?-A_ — -    schreibt.     Man 

W 


wird  daher  auch  statt  %-{- 


vn 

«»1  + 


schreiben  dürfen      On  +  ^—r 


P\  +P^jt+i 
«i .    + 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  man  den  Kettenbruch  1)  im- 
mer in  einen  anderen  verwandeln  kann,  dessen  Theilzähier 
sämmtlich  der  Einheit  gleich  sind.  Wenn  man  nemlich  statl 
des  Theilzählers  ft^  die  Einheit  als  Theilzähier    erhalten   will,  \ 

so  multiplicire  man  die  drei  Ausdrücke  6,,  a,,  ft,,  mit  --  so 

erhält  man  | 

I.   +  *^  •  h 

K         0, 


«2  +  ^3 


«5  + 

Um  nun  wieder  die  Einheit  statt   des  Zählers  ^  zu  erhalten, 

multiplicire  man  t^  y  a^,  b^y  mii  ~-  so  erhält  man 

,1 

«0  -r 


-+  — 

04  + 

Alsdann  erhält  man  wieder  die  Einheit  statt  ^-^  indem   man 

-T-^)  05,   64,   mit  |~~   multiplicirt,  dies  giebt 
62  öj  65 


«0    + 


W8 
1 


«1 

6i 

+    » 

05*2 

6> 

+ 

*4.*2  : 

6i6s 

*1*5 

«4  4- 

*5 

«5  + 

Man  sieht  wie  man,  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens,  den 
Kettenbruch  1)  in  einen  gleichgeltenden  verwandeln  kann, 
dessen  Theilzähler  sämmtUch  der  Einheit  gleich  sind.     Man  setze 

Ol  62  O1O5  ^2^4. 

SO  sind  dies  die  ersten  Theiinenner  des  neuen  Kettenbruches. 
Man  findet  aber  allgemein 


a      ,  b  t  h        ....  61 


2m+l  2fii-l  *  2m 


Ist  ilemlich  bis  zu  einem  gewissen  m  wirklich  h     =  a^   .  - 

2m  2m  q 

SO  wird  man  mithin  als  Fortsetzung 


6        ...61 

2m- 1        ^ 


2«-*« 


*'"      *»«•••*«    «2m+i+*2m+2  '"      ''2»+l    *2«  "  "    *-^ 


2m+2  '.,  2m+l      2m-l       * 

haben,    es   hat   also    wirklich    h  die   angegebene  Form, 

und  ebenso  findet  man  hieraus  wieder  die  Form   von  h      .    . 

2m-|-2 

Da  nun  Aj,  A27  ^3}  ^4?  ^^^  ^^ii*  durch  die  unmittelbare  Rech- 
nung gefunden  haben ,  wirklich  in  der  angegebenen  Form  10) 
enthalten  sind,  so  ist  diese  Form  allgemein  richtig.  Der  Ket- 
tenbruch 1)  ist  also  in  den  gleichgeltenden  Kettenbruch 

11)  Äo  +  ^     1 


*i  + 


A2  + 


verwandelt.     Bezeichnet  man  durch  Hi^  den  Zfthler,    durch  Lj^ 
den  Nenner  des  Näherungsbruches 


*ö  + 


S79 
1 


SO  ist  nun  nach  Formel  7) 

^  L  L         L  L 

und  nach  Form.  2)  und  3) 

Ferner  ist 


4» 


H        H 


oder 


145. 

Gehen  wir  jetzt  wieder  auf  die  Voraussetzung  zurück, 
dass  sämmtliehe  Theilzähier  und  Theilnenner  des  Kettenbru* 
chesl)  positiv  sind,  so  werden  mithin  die  Ausdrücke  Aj,  A2««* 
ebenfalls  positiv  seyn,  also  auch  die  Ausdrücke  Li^  L2.... 
Durch  Formel  15)  ist  demnach  der  Kettenbruch  in  eine  Reihe 
verwandelt,  bei  welcher  die  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind.  Lässt  man  nun  m  unbegrenzt  wachsen^  so  wird 
die  unendliche  Reihe  und  mithin  auch  der  unendliche  Ketten* 
bruch  1)  immer  und  nur  dann  convergiren,  wenn  die  einzel- 
nen Glieder  der  Reihe  unbegrenzt  abnehmen  ($.  59),  also  die 
Ausdrücke  L1L2J  L^L^  u.s.w«  unbegrenzt  wachsen. 

Jeder  Ausdruck  £j^  wird  aber,  wenn  k  ungerade  ist,  ein 
Glied  welches  ==  Aj  +  *3  +  •••+**>  ^ag^g^n,  wenn  k 
gerade  ist,  ein  Glied,  welches  der  Einheit  gleich  ist,  enthal- 
ten. Zunächst  sieht  man,  dass  dieses  Gesetz  allgemein  richtig 
seyn  muss,  wenn  es  bis  zu   einem  gewissen  Wertbe   von  k 


I 
/ 
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richtig  ist.  Man  nehme  nemlich  an,  4ass  fttr  ein  bestimmtes 
k^  welches  eine  gerade  Zahl  seyn  soll,  der  Voraussetzung 
gemäss 

lj_j  =  s  +  A,  +  *5  .. .  +  Aj.,;  Ljj  =  r  +  1 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  nach  Formel  14) 

also,  wenn  man  A       T-|-iS:äSi  setzt, 

^+1==«'    +*.   +A5...  +  A4+, 
ferner  ist 

V.  =  **+.  Vi  +  ^*  =  ^H^'^Hi  ^-  ''  +  ' 

also  wenn  man  h,.L,.^  4-  ^  =  '^i  setzt, 

V.  =  '"'  +  ' 

Da  nun  aber  wirklich  für  A  =  2 

L^^^  =  I^i  =  Ai ;  L^  =  X2  =  Ai  *2  +  1 

ist,  so  ist  damit  die  allgemeine  Gültigkeit  unserer  Behauptung 
bewiesen*).  Und  da  Aq,  Ai  .  .  .  positive  Grössen  sind,  so 
sind  auch  die  Grössen  5,  Ty  S^,  7,,  positiv.  Das  Produkt 
L       L     ist  mithin,   wenn  m  gerade  ist,    aus  zwei  Faktoren 

III— 1     in 

zusammen  gesetzt,  von  welchen  der  eine  Lm  in  der  Form 
^  +  1,  der  andere  L        in  der  Form  ^+A, +  A5...  +  A 

'  m-l  1113        I      „,_! 

dargestellt  werden  kann,  wo  M  und  N  positiv  sind.  Ist  da- 
gegen m  ungerade,  so  kann  L        in  der  Form  ^(-{-lund  L 

in  der  Form  iV  +  A^  -f"  *3  •••  +  *  dargestellt  werden.  Be- 
zeichnen also  P  und  Q  zwei  positive  Zahlen,  so  wird  man 
das  Produkt  L     ^  L     durch  Z'  +  A.  +  A«  . .  .  +  A     ^  oder 

durch  Q  -f-  *!  4"  *5  4"  •  •  •  4"*m  darstellen  können,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist.  Jedenfalls  wird  daher,  wenn 
m  unbegrenzt  wächst,  das  Produkt  L       L   ,  neben  einer  an- 

deren  positiven  Grösse,  noch  die  nur  aus  positiven  Grössen 
bestehende  unendliche  Reihe 

1<>)  Ä,    +    A5    +    A5    +    .    .    . 


*)  Dasselbe  ist  auch  leicht  aus  |}.  I4f  abzuleiten^ 
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enthalten.     Ist  also  litese  Reihe  divergent,  so  wächst  L      L 

«1—1    tu 

über  jede  angebbare   Grösse,   oder  es  sinkt  das   allgemeine 

1 
Glied —  der  Reihe  15)  unter  jede   angebbare   Grösse, 

MJ  Li 

-1      m 


dann  ist  diese  Reihe  und  mithin  auch  der  Kettenbruch  1)  con- 
vergent. 

Schreibt  man  nun  statt  der  Grössen  ft^,  A3  .  .  .  wieder 
ihre  Werthe  nach  Formel  10)  so  hat  man  mithin  den  Satz : 

Wenn  alle  Theilzähler  und  Theilnenner  des  Kettenbruches 
1)  positiv  sind,  so  wird  dieser  Kettenbruch  convergiren,,  wenn 
die  Reihe 

divergirt. 

Der  Kettenbruch  11)  convergirt  offenbar,  wenn  der  Ket- 
tenbruch 

'■+5+ 

• 
convergirt,  man  erhält  aber  den  letzteren  aus  11)   wenn  man 
A^  statt  Aq;   A2  statt  A,  u.  s.  w.  setzt.     Die  Reihe  16)   geht  in 

A2  +  A4  +  Aß  +  •  •  •  über. 

Hieraus  folgt  also,  indem  man  die  obigen  Schlüsse  wie- 
derholt, dass  der  Kettenbruch  1)  convergirt,  wenn  die  Reihe 

18)  Ä2   +•  A4  -j-  Ag  4*   •  •  • 

divergirt,  und  indem  man  wieder  statt  A2,  A4,  A5  •  .  .  ihre 
Werthe  setzt,  ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  Kettenbruch  1),  dessen  Theilzähler  und  Theilnenner 
sämmtlich  positiv  sind,  convergirt,  sobald  die  Reihe 

6,     .  b.bx    ,  by  bx  65    , 

62  »2^4  0264^6 

divergirt. 

Der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  in  den 
Reiben  17)  und  19)  wird  im  Allgemeinen  so  einfach  seyn,  dass 
man  leicht  im  Stande  seyn  wird  zu  entscheiden,  ob  diese 
Reihen  divergiren. 


1 


282 

Soll  z.  B.  die  Beschaffenheit  des  Ketteobruches 

1  4-  1  .  3 

1  +  3^ 

1  +  5^ 

1  + 

untersucht  werden,  so  isthier  00  =  0^  :=a2...  =  l,  &js=1.3, 
62  =  3 . 5 . . .  allgemein   bm  =  (2m  —  1)  (2i»  -f  1)  und   die 
Reihe  17)  wird 
1  3.5  3.5.7.9  _  1    1    L  I  jL  I 

r.'3  "*"  1.3.5.7  "'"  1.3.6.7.9711 3  "*"  7  "^Tf +'  * 

Die  letztere  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 

aas  welcher  sie  entsteht,  wenn  man  a  =  3,  6  ==4  setzt;  sie 
divergirt  also  ($.  46]  und  mithin  convergirt  der  Kettenbruch. 
Dasselbe  folgt  aus  der  Reihe  19)  welche  in  diesem  Falle  in 

5   +    9  ^  13  +  •  •  • 
Übergeht,  und  mithin  ebenfalls  divergirt. 
Wäre  der  Kettenbruch 
1  +  2_ 

1+2 

1  ^  4__ 
1  +  3 


1+6 

T+  5 


1  + 


ZU  untersuchen,  wo  die  ungeraden  Theilzähler  die  Reihe  der 
geraden  Zahlen  2,  4 ,  6  . . . ,  die  geraden  Theilzähler  die  Reihe 
der  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5  .  .  .  bilden,  so  würde  die 
Reihe  17]  in 

2   ^2.  4^2.  4.  6^  2  ,4.  6,»^ 
übergeben.    Diese  Reihe  convergirt  aber  (§.  62)  und  entschei- 
det daher  nicht  mehr  über  die  Beschaffenheit  des  Ketienbru-* 
che$,    Die  Reihe  19)  dagegen  wird 


{83 

1    ^  1  .  3  "^  1  .  3  .  5   "•"  •  •  • 
welche  divergirt^    da  jedes  Glied    grösser  als   die  Einheit  isl, 
mithin  convergirt  der  Ketlenbruch. 

146. 

Bei  dem  letzten  Beispiele  war  von  den  Reihen  l7)  und 
19]  die  eine  convergent,  die  andere  divergent.  Wenn  aber 
beide  Reihen  convergiren,  so  muss  der  Kettenbruch  I), 
wie  jetzt  bewiesen  werden  soll,  oscilliren.  Der  Kettenbruch 
wird  nemlich  nicht  convergiren  und  mithin ,  wie  oben  (§.143) 
gezeigt  wurde,  oscilliren,  sobald  die  Reihe  15)  nicht  conver- 
girt. Soll  dies  der  Fall  seyn,  so  dürfen  also  die  Glieder  die- 
ser Reihe  nicht  unbegrenzt  abnehmen,  d.  h.  der  Nenner 
L       L     muss,  bei  unbegrenzt  wachsendem   m,  immer  einen 

endlichen  Werth  behalten.     Da  nun  jeder  der  Ausdrücke  £ 

**  m-l 

und  L     grösser  als  A^  ist,    d.  h.    grösser   als   ein  bestimmter 

ffi 

positiver  Werth,  folglich  nicht  Null  werden  kann,  so  muss 
jeder  dieser  Ausdrücke  einen  endlichen  Werth  haben,  wenn 
ihr  Produkt  endlich  seyn  soll.  Es  sind  also  die  Bedingungen 
zu  finden,  unter  welchen  ein  Ausdruck  X^,  bei  unbegrenzt 
wachsendem  m,  endlich  bleibt.  Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen, 
dass  die  einzelnen  Glieder,  aus  welchen  L^  besteht,  sämmt- 
lich  unter  den  Formen  vorkommen  müssen,  aus  welchen  die 
Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  den  m  Elementen  A„ 
^2  •  •  •  Am  bestehen,  wenn  die  in  den  einzelnen  Formen  be- 
findlichen Elemente  als  Faktoren  angesehen  werden  und  die 
einzelnen  Formen  addirt  werden  sollen;  so  jedoch  dass,  wenn 
tn  eine  gerade  Zahl  ist,  in  £„,  ausser -diesen  Combinationsfor- 
men  auch  noch  die  Einheit  vorkommt. 

Wendet  man  nemlich  das  in  §.  141  gezeigte  Verfahren 
zur  independenten  Bestimmung  auf  den  gegenwärtigen  Fall  an, 
so  hat  man,  da  hier  die  Theilzähler  des  Kettenbruches  11) 
sämmtlich  der  Einheit  gleich  sind,  um  L^  zu  bilden,  zuerst 
A,  A2  •  •  •  A,n  ^^  nehmen,  d.  h.  die  ntte  Combinationsciasse  ohne 
Wiederholung  aus  den  Elementen  A^,  A2.  ..A^.  Alsdann  bat 
man  statt  A1A2,  A2A5  u.s. vi^.  die  Einheit  zu  setzen,  d.h.  man 


«84 

hat  diese  Produkte  aus  h^h2..  .h^  wegzulassen,  wodurch  man 
einen  Theil  der  Formen  der  m — 2ten  Combinationsclasae  ohne 
Wiederholung  erhält  u.8.w.  Ist  «t  gerade,  so  hat  nan  noch 
schliesslich  statt  A^  A2  •  •  •  A„|  den  Werth  1  zu  setzen«  Bezeich- 
net man  die  Summe  aller  Combinationen  ohne  Wiederholung 
aus  den  Elementen  A, ,  A,  . . .  A^  durch  C  (A, ,  Ag  . . .  A^)  so 
hat  man  demnach 

20)  L^  <  C'(A„  A,  .  .  .  AJ  +  1 
oder 

21)  L^  <  C'(A„  A,  .  .  .  AJ 

je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  also  jedenfalls 

22)  L^  <C'(h,,h,,  ..  .  A^)  +  1 

147. 

Man  kann  aber  C  (A^,  A^  .  .  .  hj\  durch  eine  analyti- 
sche Forme]  ausdrücken,  wie  zunächst  gezeigt  werden  soll. 
Denn  nach  $•  76  Form.  44)  ist 

(1  +«o)  (1  +  fto) =  l+(7+C'...  +  C\..  +  C' 

IS  m 

nun  ist  C  +  C .  • .  4*  ^'  ^^^  Summe  aller  Combinationen  ohne 
Wiederholung  aus  den  Elementen  Oq,  60,  ....,  also  nach  der 
im  vorhergehenden  §.  gebrauchten  Bezeichnung  durch  C'(aQ,bQy.,) 
auszudrücken,  mithin 

23)  (l+flo)  (1  +  6o)...  =  ^-\-C'{ao,  60,  ....)  . 
oder,  wenn  man  ao.=Aj,  b^-^zh^  ...  setzt,                                     'm 

24)  (1  +  A,)  (1  -f  A.)  . . .  (1  +  A,,)  =  1  ^-  C'iht,  h,..K) 
welches  die  gesuchte  analytische  Formel  ist. 

148. 

Nach  Form.  22)  ist  mithin 

Lm  <(\   +  A,)  (1   +  AJ  .  .  .  .  (l    4-  A«) 
Dieser  Ausdruck  gilt  für  jedes  m.    Lässt  man  nun  m  un- 
begrenzt wachsen,  so  wird,  da  die  Grössen  h^,  A^...  sämmt- 
lich  positiv  sind,  das  unendliche  Produkt 

(l  +  A,)  (1  +  A,) 

convergiren,  sobald  die  Reihe 

25)  Aj  -f  A,  + 


converglrt  (§.  134),  dann  wird  Lm  einen  endlichen  Wert h  ha~ 
ben  und  mithin  der  Kettenbruch  1)  oscilliren  (§.  146].  Die 
Reihe  25)  ist  aber  aus  den  zwei  Reihen  16)  und  18)  zusam- 
mengesetzt, sie  wird  also  immer  und  nur  dann  convergiren, 
wenn  jede  einzelne  der  Reihen  16)  und  18)  convergirt.  Fasst 
man  dies  mit  den  zwei  in  §*  145  gefundenen  Sätzen  zusam- 
men, so  erhält  man  den  allgemeinen  Satz: 

Wenn  sämmtliche  Theilzähler  und  Theilnenner  des  Ketten- 
bruchs 1)  positiv  sind,  so  wird  dieser  Kettenbruch  conver- 
giren  oder  osoilliren  je  nachdem  (wenigstens)  eine  oder 
keine  der  zwei  Reihen  16)  und  18)  (oder,  was  dasselbe  sagt, 
der  Reihen   17)  und   19))  divergirt*). 

Soll  z.  B.  die  Beschaffenheit  des  Kettenbruches 

26)  1  +  2 

~r+  2» 


1  +  25 


1  +  2^ 


1   + 


untersucht  werden,  so  ist  hier  0^=^^  =  a^  ...  =  1,  6j=s  2, 
6^  =  2* . . .  allgemein  6„  =«  2*".  Demnach  geht  jede  der  bei- 
den Reihen  17)  und  19)  in 

j_      1       r 

2   "^  2«    ^  25  "*"  '  *  ' 
über,  und  da  diese  Reihe   convergirt,  so    muss   der   Ketten- 
bruch oscilliren.    Berechnet  man  die  Näherungsbräche,  so  fin- 
det man  für   die  ersten    ungeraden  Näherungsbrüche  (bis   auf 
die  dritte  Decimalstelle) 

1;  1,  4;  1,  537;  1,  592;  1,  616;  I,  627;  1,  633; 
und  für  die  ersten  geraden  Näherungsbrüche 

3;  2,  384;  2,  229;  2,  172;  2,  147;  2,  135;  2,  130 
so  dass  wirklich  die   ungeraden   Näherungswerthe  gegen  eine 
andere  Grenze  convergiren,  als  die  geraden. 

Dieser  Kettenbruch   ist  ein   specieller  Fall   des  allgemei- 
neren 


*)  Man  kann  daher  auch  sagen:  der  Kettenbruch  convergirt 
oder  oscillirt,  je  Dachdem  dpa  Produkt  (1  4~  ^i)  (I  H~  ^2)  *  **  ^ü^^^" 
girt  oder  convergirt* 
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a  + 


für  welchen  die  Reihen  17)  und  19)  in' 

a    '      a         a 

^    *•      ^    ~t~    — 3      «      •    *    *    • 
X  X*  X^ 

übergehen  j  welche  Reihe  convergirt  oder  divergiri,  je  nach« 
dem  X  grösser  oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist;  unter 
denselben  Verhältnissen  wird  also  aach  der  Kettenbruch  os- 
cilliren  oder  convergiren. 

149. 

Wenn  ein  Kettenbruch,  dessen  Theilzdhier  undTheilnen- 
ner  sämmtlich  positiv  sind ,  convergirt,  und  es  ist  jeder  Theil* 
nenner  >^  I ,  zugleich  aber  grösser  als  der  darüber  stehende 
Theiizähler  oder  ihm  gleich,  so  ist  jeder  folgende  Näherungs- 
bruch dem  Werthe  des  Kettenbruches  näher  als  der  vorher- 
gehende. Wenn  nemlich  der  ganze  Kettenbruch  1)  conver-^ 
girt,  so  muss  auch  nothwendig  der  Theil 

ö, .    4- 

convergiren ,  denn  hätte  dieser  zwei  verschiedene  Werthe,  so 
müsste  dies  auch  bei  dem  ganzen  Kettenbruche  der  Fall  seyn. 
Man  setze  daher 

Ist  der  Werth  des  ganzen  Kettenbruches  W  so  hat  man  mithin 
W  =z  g  +  fej 
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Nach  Formel  2)  und  3)  ist  also 

und  zugleich 
Demnach 

k  k^     k^l      '  k' 

^,  .  (^,  .      ^.    —    ^,  ^,  .     )  fi 


Nun  ist 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  aber  a,  mindestens  der 
Einheit  gleich,  also  jedenfalls  B        >  B^.      MHhin   ist  der 

Nenner  des  Ausdruckes  W  —  ~w        grösser  als  der  Nenner 

Hl 
von    W  —   — ^.      Ferner    ist    nach    unserer    Voraussetzung 

^  1)  also  jedenfalls  A  <C  1.     Abgesehen  vom  Zeichen 

Vi 

Vi 

ist  mithin  der  Zähler  von   W  —  kleiner,  als  der  Zähler 

Vi 

von    W  -r  -^j  folglich,  abgesehen  vom  Zeichen 

^k 

w --'-:;>  w-  ^^ 
^k  B.^ 

d.  h.  jeder  folgende  Näherungsbrucb  ist  dem  Werthe  des  Ket- 
tenbruches näher  als  der  vorhergehende,  während  dieser  Werth 
zwischen  den  beiden  Nftherungsbrüchen  liegt  (§.  143). 


150. 
Wenn  in  dem  Keltenbruche  I)  die  TheilzShler  bi,  62»>s.w. 
gSmmIlich  der  Einheit  gleich  sind,  wthrend  die  Theilnenner 
ganze  positive  Zahlen  sind,  so  geht  dieser  Keltenbruch  in 

27)  «0  +  J_ 

«1  +  1 


«a  + 

» 

über  und  es  ist  vermöge  der  Formeln  2)  und  3) 

28)  A  =  «*^,.,  +  ^,., 

29)  B,  =  a,B^^  +  B^^ 

Ist  der  Kettenbruch  27]  ein  unendlicher,  so  convergirt  er^  da 
die  Reihe  17)  in 

öl    +   «5    +    ^5    +   •    •    • 

also  in  eine  divergirende  Reihe  übergeht.  Diese  Gattung  Ket- 
tenbrüche nennt  man  einfache,  sie  verdienen,  wegen  der 
wichtigen  Anwendungen,  welche  sie  zulassen,  eine  besondere 
Aufmerksamkeil. 

Offenbar  ist  der  Kettenbruch  27)  ein  besonderer  Fall  der 
im  vorhergehenden  §.  bejirachteten  Keltenbrüche,  da  hier  die 
Theilnenner  jedenfalls  der  Einheit  gleich  oder  grösser  als  diese 
sind.  Es  ist  also  auch  jeder  Näherungsbruch  dem  Werthe  des 
Kettenbruches  näher  als  der  vorhergehende,  uifd  dieser  Werth 
liegt  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Näherungsbrü- 
cben.  Es  hat  aber  dieser  Fall  das  Besondere,  dass  hier  Zäh- 
ler und  Nenner  eines  Näherungsbruches  keinen  gemeinschaft- 

liehen  Faktor  haben  können.     Denn  sind    -^  und  -—^—  zwei 

«aufeinander  folgende  Näherungsbrüche,  so  ist  hier,  nach  Form.  7) 

^h^i        ^k  (-1)* 


also 


B  B  B  B  , 

k+l  k  k    k+l 


^0)  ^*+x^*-^*Vr="-' 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu   nehmen  ist ,  je   nach- 
dem k  gerade^  oder  ungerade  ist.     Hätten  Aj^  und  B^  den  ge^ 
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meinschaftlichen  Faktor  p,  so  dass  etwa  A^  =  pf  nnifij^=pg 
wäre,  und  mithin  /*  und  g,  wie  A^  und  8;^,  ganze  Zahlen, 
so  hitte  man 

d.  h.  eine  ganze  Zahl  müsste  einem  Bruche  gleich  seyn. 

Aus  Form.  äO)  folgt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
kein  Bruch,  der  nicht  einen  grösseren  Nenner  hat,  als  irgend 
ein  Näherungsbruch,  dem  Werthe  des  einfachen  Kettenbrucbes 

näher  kommen  kann  als  dieser  Näherungsbruch.    Wäre  —  ein 

solcher  Bruch,    welcher  dem  Werthe  des  Kettenbruches  näher 

Wäre  als  ^ —   so  müsste  er  jedenfalls,  wie  dieser  Werth,  zwi- 

Vi 

sehen  ^-  und      T    liegen.     Es  müsste    also  (ohne  Rücksicht 

"k     Vi 

auf  das  Zeichen] 

'_  _  i*  <  Vi  _  ^ 
*    *»    Vi    ^* 

also  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen] 


$Bk  —  Äit  1 


oder 


«*'        »*  Vi 

* 

^Bk  —  Akt  ^     1 


k+i 


seyn ,  was  nicht  seyn  kann,  da  der  Voraussetzung  nach  t  nicht 
grösser  als  ß         seyn  soll,  und  sB    —  A  t,    als  die  Diffe- 

renz  ganzer  Zahlen ,  mindestens  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zei- 
chen) der  Einheit  gleich  ist. 

151. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  einfachen  Kettenbrüche  er- 
giebt  sich  eine  sehr  wichtige  Anwendung  derselben.  Es  kommt 
nemlich  in  den  Anwendungen  der  Mathematik  sehr  häufig  vor, 

19 
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dass  (gewisse  Zahlenverhftltnisse  durch  Brüche  ausgfedrückt 
werden ,  deren  Nenner  sehr  gross  i^t  und  die  ebfendeswegen 
nicht  bequem  in  den  Rechnungen  gebraucht  werden  können, 
meistens  genügt  es  aber^  wenn  man  Ndherungswerthe  nimmt, 
welche  aus  Brüchen  mit  kleinerem  Nenner  bestehen,  mit  wel- 
chen daher  leichter  gerechnet  werden  kann.  Dies  ist  nament-« 
lieh  der  Fall,  wenn  jene  Zahlenvorhältnisse  ursprünglich  .irra- 
tionale sind,  die  also  überhaupt  in  rationalen  Zahlen  nur  an- 
nähernd ausgedrückt  werden  können.  Es  entsteht  aber  dann 
die  Frage,  wie  man  sich  solche  Näherungswerthe  verschaiTen 
kailn,  welche,  während  ihr  Nenner  nicht  üb^r  eine  gewisse 
Grösse  hinausgeht,  dem  wahren  Werthe  näher  kommen,  als 
jeder  andere  Bruch,  welcher  keinen  grösseren  Nenner  hat. 
Diese  Frage  kann  durch  die  so  eben  erläujlerte  Eigenschaft 
der  einfachen  Kettenbrüche  gelöst  werden. 

Man  kann  jeden  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenneii  ganze 
Zahlen  sind,  durch  ein  Verfahren,  welches  man  schon  in  der 
Arithmetik  anwendet,  um  den  grössten  gemeinschaftlichen  Fak- 
tor zweier  Zahlen  zu  finden,    in   einen  einfachen  Kettenbt'uch' 

M 

N 

und   N   keinen    gemeinschaftlichen    Faktor   haben  ,^    sey    nun 

jif 

M  =  aN  -}-  N\  so  dass  a  die  grösste  in       enthaltene  ganze 

M        ■    N' 
Zahl*)  und  also  N'<CN  ist.    Man  hat  demnach  ^  =  <*+»ri 

iV     ■     ' 
Sey  ferner  Oi  die   grösste  in  —■,  enthaltene   ganze  Zahl   und 

JV=  o,  N'-\-N^  also  ^  =  L  und  I  =  a  +  -— ,  „  i 

N 
Nun  ist  N2  <.  N']  ist   also   a,  die  grösste  in  ~    enthaltene» 

N         1 
ganze  Zahl,   so   sey  iVx  =  ögiVa  +  ^3   «'so  — ^  = 


verwandeln.     Sey  der  Bruch      ,    wir   setzen    voraus    dass  M 


*)  hl  ilf  <  JV,  eo  ist  mithin  <t  =  0. 


'f 


m 

M  1 

and  - ,  =  a  +  — r  «  •    Fähr»  «««  ""f  <••«  «nffegebene 

«2  +  ^^ 

I 
■ 

Weise  fort,  so  erhält  man  eine  Reihe  g^anzer  Zahlen  iVi ,  Ar2, 
iVs  . . .  u.  s.  w.  von  welchen  jede  kleiner  als  die  vorhergehende 
ist,  man  muss  also  zuletzt  an  eine  Zahl  iVm  kommen,  welche 
der  Einheit  gleich  ist.     Dann  hat  man 

fi     ^    =z   a         N        +iV=a^iV^    +    l     also 


=  a        +  -; —  t)der,  wenn  man  a    statt»  N    ^  setzt, 

«•1  m-l 

III-2  ,      i 

iV  m-i  ^  a 

m-l  «» 

also  —  =  a  -|-  1 


«1  +  1 


«2    + 

+  1 


a 


wodurch  der  gewölinliche  Bruch  in  einen   einfachen  Ketten- 
bruch verwandelt  ist.    'Berechnet  man  nun  die  Näherangsbrüche 

dieses  Kettenbruches,   so  wird  jeder  Näherui^sbruch  --  deni 

M 

Werthe  —  näher  seyn,  als  jeder  andere  Bruch,  dessen  Nen- 
ner nicht  grösser  ab  ^j^  ist: 

Wir  haben  z.  B.  früher  (§.  81)  die  Zahl  e  bis  auf  10  De- 
cimalslellen  angegeben.  Gesetzt  man  nähme  statt  dessen 
ß  =  2,71  indem  man  nur  die  zwei  ersten  Decimalstellen  be- 
nutzt. Man  wünscht  aber  Näherungswerthe  der  Zahl  e  zu  ha- 
ben, welche  Brüche  mit  kleinerem  Nenner   als  100  sind,   sich 

271  * 

jedoch  dem  Bruche  r^r^  mehr  nähern  als  jeder  andere  Bruch, 

welcher  keinen  grösseren  Nenner  hat.    Mail  verwancHe,  nach 

19* 


m 

«  * 

271 
dem  oben  angegebeneii  Verfahren,   tt^v  J"  einen    einfacl^en 

Kettenbrach,  so  findet  man 

=  2+1 


100 


1  +  1 


2  +  1 

2  -f   I 


4  4-J_ 

1" 

die  Näherungsbrüche  sind 

^    Ji9    84    271 
^^  "*'    3'    7'  Sr  100 

19 
Der  Bruch  —  z.  B.  kommt  also  der  Z^hl  2,71   näher  als  je* 

der  andere  Bruch  dessen  Nenner  nicht  grösser  als  7  ist.    Man 

19 
bat    -  =  2,714  ...  so  dass  dieser  Werth  noch  in  der  zwei- 
7 

ten  Decimalstelle  mit  2,71  übereinstimmt. 

152. 

Da,  wie  aus  der  Formel  29)  folgt,  und  wie  man  auch 
an  dem  eben  berechneten  Beispiele  sieht,  die  Nenner  der 
Ndheruiigsbrüche  rasch  wachsen,  so  kann  man  wünschen 
Brüche  zu  erhalten,  deren  Nenner  zwischen  den  Nennern  zweier 
auf  einanderfolgender  Näherungsbrüche  liegen,  und  die  eben- 
Mlls  die  Eigenschaft  haben,  dem  wahren  Werthe  immef*  näher 
zu  kommen ,  je  grösser  ihr  Nenner  ist.  Auch  solche  kann  man, 
unter  einer  sogleich  näher  zu  bestimmenden  Voraussetzung, 
bilden;  man  nennt  sie  eingeschaltete  Näherung&brüohe. 

Sind  nemlich^— —    und    _    zwei  gerade  Näherungsbrti- 

Ä-2  * 

Ak 
che,  so  sind  beide  kleiner  als  der  wahre  Werth,  jedoch  — 

grösser  als    - —  untf  dem  wahren  Werlhe  näher.     Ist  nun  Cj^ 
grösser  ute  die  ganze  Zahl  r,  so  bHde  man  den  Bruqh 
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Mr  (°*   -  0  -**.!   +   -**- 


2 


Nun  ist  nach  Form.  30],  da  *  — 2  eine  gerade  Zahl  ist, 


^^iV,-V,Vx  =  ^ 


Ferner  ist 


gjj     Mr      Vi       V2Vi"-ViV2  1 


^  *-l  ^     Ä-1  *^     A-1 

also 

^^    *»-. 

und  es  folgt  zugleich   aus  31)  dass  Mr  und  iV,.  keinen  gemein- 
schaftlichen Faktor  haben. 

Auch  ist 

^r  Ä-2  '^      Ä-2  ^       Ä-2 

Nun  ist  a^  >»  r  also  auch 

Ferner 

JV,    fi*    Nr    «j«^i+V»  ^••**  ~    ^••** 

-/  i^t  also  ebenfalls  kleiner  als  der  Werth  des  KettMbrucbea, 

Ä— 2 

und  zwar  demselben  näher  als  — — ,  jedoch  weniger  nahe  als 

Ah  *-i 

— .    Nun  ist  ^ —  aisein  ungerade rNäherungsbrifch  grösser 

^*  Vi 

als  der  WeHh  des  ganzen  Kettenbruches,  es  liegt  also  4ie^r 


294 

I  Werth  zwischen  -^  und  ^=r-^.     Gäbe  es  nun  einen  Bruch    - 

mit  nicht  grösserem  Nenner  als  Nrj  welcher  dem  Werthe  des 

I  JNf 

Keiienbruches  näher  wftre  als  -f  und  zugleich  kleiner  als  die- 

Nr 

*  Jlf  L 

ser  Werth,  so  müsste  --  zwischen  ~  und  — ^    liegen^  und  es 

^  »-1 

müsste  also,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen, 

1  _  Vi        «r        \-i 

'         Vi        ^^        Vi 
d.  h. 

iB^      —  tA, 

A-i  Ä-i  1 


seyn,  was  nicht  seyn  kann,  da  t  nicht  grösser  als  iVr  seyn 
soll  und  *Ä^^^  -^  M^^^  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  nicht 

kleiner  als  die  Einheit  seyn  kann. 

Jndem  man  also  aj^  -  r  allmälich  =   1 ,  2,  ...  a^  —  1 
setzt,  erhfllt  man  aj^  —  1  eingeschaltete  Brüche,  welche   zwi- 

»-8  Ah 

sehen  — —   und  —  liegen,    die  sftmmtlich  kleiner   als  der 

Werth  des  Kettenbruches  sind  und  diesem  näher  kommen,  als 
jeder  andere  Bruch  mit  nicht  grösserem  Nenner,  der  kleiner 
als  dieser  Werth  ist. 

Ä-Ä  Ak 

Sind  und  —  zwei  ungerade  Näherungsbrüche,  so 

V2  ^* 

sind  beide  grösser  als  der  Werth  des  Kettenbruches ,  jedoch 

Ak  • 

:^  diesem  Werthe  näher.    Wiederholt  man  die  vorhergehende 

Betrachtung,  so  sieht  man,  dass  auch  hier  sich  immer  zwi- 
schen den  beiden  Näherungsbrüchen  aj^—  \  andere  einschal- 
ten lassen ,'  indem  man  allmälich  in  dem  Werthe'  Ton  -^  statt 

aji  die  Werthe  1,  2, '.  .  .,  aj^  —  I,  srtzt,  und  duss  jeder  dfe- 
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ser  eingeschalteten  Brüche  grösser  als  der  Werth  des  Ketten- 
bruches und  demselben  näher  ist,  als  jeder  andere  Bruch  mit 
nicht  grösserem  Nenner,  welcher  grösser  als  dieser  Werth  ist. 

271 
Als  wir  z.  B.  oben  die  Nfiherungsbrttche  von  -^  berech- 
neten,  fanden  wir  die  zwei   aufeinanderfolgenden  geraden 

8  84  ^*-2         8 

Näherungsbrüche  —  und  --.     Setzen   wir    daher    - —  =  ^, 

3  31  B^^^         6 

^k        84  .^  ^.  ,  Aj,        4.19-f  8      _    . 

\^%  A 

sehen  —^  und  —-     lassen     sich     daher     die     drei    Brüche 

rTT^Ts  -  ^'^'  2.7+3  -  ^'^^^  •  •'   3T7~+  3 

8 
5=  2,708 . . .  einschalten  ,  sie  liegen  zwischen  —  =  2,666 .  \ . 

84 
und  —  =   2,709  ...    Die   Möglichkeit    solche    eingeschaltete 

Ol 

Brüche  zu  bilden  setzt  also  voraus,  dass  a^  !>  1,  ist  a^=l 
so  finden  sie  nicht  staitt. 


153. 

Im  Vorhergehenden  (§.145—148)  wurden  völlig  entschei- 
dende Kennzeichen  der  Convergenz  eines  Bruches  mit  nur  po- 
sitiven Theilzählern  und  Theilnennern  gefunden.  Bei  weitem 
schwieriger  aber  wird  die  Untersuchung,  sobald  die  Zeichen 
der  Theilzähler  und  Theilnenner  beliebige  sind,  wovon  auch 
der  Grund  leicht  einzusehen  ist.  Ein  Kettenbruch,  dessen 
Theilzähler  und  Theilnenner  sämmtlich  positiv  sind,  kann  nenn- 
lieh  auf  eine  Reihe  mit  abwechselnden  Zeichen  ^urüokgeführt 
werden  (§.  145],  die  Convergenz  einer  solchen  Reibe  hängt 
aber  nur  von  der  einzigen  Bedingung  ab,  dass  ihre  Glieder 
unbegrenzt  abnehmen.  Sind  dagegen  die  Theilzähler  und  Theil- 
nenner eines  Kettenbruches  nicht  sämmtlich  positiv,,  so  wer- 
den auch  die  Glieder  der  gleichgeltenden  Reihe,  nicht  mehr 
abwechselnde  Zeichen  haben^   und    die  unbegrenzte  Abnahme 
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der  Glieder  dieser  Reihe  reicht  also  nicht  mehr  aus,  um  über 
ihre  Convergenz  zu  entscheiden.  Ein  Eettenbruch  dieser  letz- 
teren Art  kann^  wie  die  gleichgeltende  Reihe,  convergiren, 
oscilliren  oder  divergiren  In  dem  besonderen  Falle,  wenn 
alle  Theilzfihler  positiv,  alle  Theilnenner  negativ  sind,  kann 
man  die  Reschaffenheit  des  Kettenbruches  allerdings  auf  die 
eines  Kettenbruches  mit  nur  positiven  Gliedern  zurückführen. 
Da  man  nemlich,  ohne  den  Werth  des  Kettenbruches  zu  an- 
dem,  jedBn  Theilnenner,  den  dazu  gehörenden  und  den  fol- 
genden Theilzähler  mit  —  1  multipliciren  kann  (§.  144),  so 
hat  man 


—  ai  — Ä 
Setzt  man  nun 

Jl  =  — ^-  so  ist  wieder  -  fi  =  -^^^A.  = ^ 

also  —  («0  +  ^1 )  =  —  «0  +  *i 

«1  +  *2  —^1  +  *3 


'^2  +  Äl  — %  —  '^l 

und  indem  man  diese  Retrachtung  fortsetzt,  sieht   man  dass 
überhaupt  der  Kettenbruch 


—  «0  +  * 


1 


— «i+frs 


—  02 


+    *i 


«m 


nichts  anderes  ist,  als  der  Kettenbruch  1)  negativ  genommen 
und  daher  in  denselben  Fällen,  wie  dieser,  wenn  man  m  un- 
begrenzt wachsen  lässt,  convergirt  oder  oscillirt. 

Aus  derselben  Retrachtung  folgt  zugleich,  dass  man  jeden 
Kettenbruch  mit  negativen  Theünennern ,  ohne  Aenderung  sei- 
nes Werthes,  in  einen  anderen  verwandeln  kann,  welcher  nur 
positive  Theilnenner  enthält,  da  man  ja  nur  jeden  solchen  ne- 
gativen Theilnenner,  den  dazu  gehörenden  und  den  darauf 
folgenden  Theilzähler  mit  — l  zu  multipliciren  braucht.  Man 
hat  daher  nur  die  Kettenbrüche  von  der  Form 


t9l 

32)  ao±.bi 

ai±.b2_ 

«2  + 


^m 


ZU  betrachten,  indem  wir,   wie  bisher,   die  Grössen ao,a]  ... 
bi,  63  . . .  als  positive  yoraussetsen  *). 

Diesen  Kettenbruch  kann  man  nun  wieder  auf  die  Form 
33)  ho  ^J_ 

^1 


^m 


bringen,  wo  Aq?  Ai«**  dieselbe  Bedeutung  wie  in §.  144 haben. 
Bezeichnen  nun  Hj^  und  Lj^  bezüglich  Zfthler  und  Nenner 
des  Kettenbruche« 


±.  1 


go  findet  man,  statt  der  Reihe  15),  hier 

WO  die  Zeichen  in  beliebiger  Ordnung  auf  einander  folgen 
können.  Lässt  man  nun  m  unbegrenzt  wachsen,  so  ist  wie- 
der der  unendliche  Kettenbruch  33)  in  eine  unendliche  Reihe 
verwandelt,  aus  deren  Beschafienheit  sich  die  des  Kettenbru- 
ches ergiebt.     Da    wir   aber  früher  gesehen  haben,   dass  es 


*)  Der  TheiineDner  a^  hat  natärlich  auf  die  BeichaffeDheit  des  Ket- 
tenbrnehes  keine«  Einllais,  man  kann  ihn  daher  immer  bei  dieser Uo- 
tersnohung  als  positiy  Toraussetzen  auch  wenn  er  ursprünglich  ne- 
gaÜT  ist. 

")  Aui  Formel  7)  M(t  nemli«!)  -=J^ =    —   ' 
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keine  erschöpfenden  Kennzeichen  einer  Reihe  mit  belie- 
biger Zeichenfolge  giebt,  so  ist  vorauszusehen,  dass  auch 
keine  solchen  für  einen  Kettenbruch  mit  beliebigen  Zeichen 
zu  finden  sind. 

Indessen  können  wir  die  früheren  Betrachtungen  benutzen, 
um  wenigstens  einen  hierher  gehörenden  Satz  zu  finden.  Die 
Reihe  34)  wird  nemlich,  bei  unbegrenzt  wachsendem  iTtsioher- 
lieh  nicht  convergiren,  wenn  die  einzelnen  Glieder  dersielben 
einen  endlichen  Werth  behalten ,  d.h.  wenn  lifnLjf^  ein  endli- 
cher Werth  ist.  Nun  ist  die  Grösse  Lk  auf  dieselbe  Weise 
aus  den  Grössen  Ai,  A2*--  zusan^mengesetzt,  wie  in  demFalle^ 
wo  alle  Theilzähler  positiv  waren,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  jetzt  einzelne  Glieder  in  dem  Werthe  von  L^  negativ 
sind,  während  im  früheren  Falle  alle  Glieder  positiv  waren. 
Nimmt  man  also  in  £j^  alle  Glieder  positiv  und  bleibt  der  hier- 
durch entstehende  Ausdruck  für  jedes  k  ein  endlicher  Werth, 
S0  muss  dies  um  so  mehr  der  Fall  seya,  wenn  eipzelne 
Glieder  negativ  sind.    Es  folgt  mithin  aus  §.:  14Ö  der  Satz: 

Der  Kettenbruch  32)  kann  nicht-  convergiren,  wenn  jede 
der  zwei  Reihen  17)  und  19}^  cppvergirt.  Auf  diese  Weise 
können  wir  uns  z.  B.  überzeugen,  dass  der  Kettenbruch 

1  —  2 

1-2^ 


1  -25 


1  — 


dessen  rter  Theilzähler  =  —  V  und  dessen  rter  Theilnenner 
=  l  ist,  nicht  convergirt,  da  jede  der  Reihen  17)  und  19) 
in  diesem  Falle,  wie  schon  §.  1 48  gefunden  wurde,  convergirt. 

154. 

Nach  den  Kettenbrüchen  mit  nur  positiven  Theilzählern 
und  Theilnennern  kommen  am  hflufigsten  (He)enijgen  vor,  bei 
welchen  alle  Theilzähler  negativ,  alle  Theilnenner  positiv  sind, 
und  in  Beziehung  auf  diese  lässt  sich  allerdings  eine  ziemlich 
weitgretfende  Regel  rüeksichtlich  ihrer  Convergenz  aufstellen, 
Jüan  drücke  einen  solchen  Kettenbruch  durch 


36)  Oq  —  *i 

«2    • 


• 


• 


aus,  so  dass  man  noch  immer  die  Grössen  Gq,  aj,  »j'^- 
ft^ ,  62  •  •  •  8*^  positive  voraussetzt.  Bezeichnen  wir  wieder 
durch  Ali  ^^^  Zähler,  durch  Bj^  den  Nenner  des  Kettenbruches 

^0  —  ^1 

«1  —  62 


«2  — 

80  ist  nach  Formel?),  wenn  man  erwfigt,  dass 
{-bi).{-b^)..(-b^^)  ^  (-  1)*+'  bi  62 -..64^1  offenbar 

\+i  _  \       8»+i  *^^'- -^+1  _  _  ^^  ^«  •  •  •  ^^^l 

Demnach  ist 

—  ön  ""^  "31"    "~"  iz — HT"    •  •  •  •    "~~" 


B  Bi       Bi  B2  B       B 

also  geht  der  Kettenbruch  35)  bei  unbegrenzt  wachendem  m 
in  die  Reihe 


36)  ao  - 


6|  ftj  62 


^1         ^1 J82 

über.  Sind  nun  die  Grössen  B^^  B^...  sämmtlich  positiv,  so 
sind  alle  Glieder  dieser  Reihe,  das  erste  Oq  ausgenommen,  ne- 
gativ, die  Reihe 

hl     .     bjb^ 

-7^  + 


Bi  Bi  B2 

welche  nur  aus  positiven  Gliedern  besteht,  kann  also  nur  con- 
vergiren  oder  divergiren,  nicht  oscillir^n,  mithin  kann  in  die- 
sem Falle  auch  der  Kettenbruch '35)  nur  convergiren  oder  di- 
vergiren. Soll  aber  die  Reihe  36)  divergiren,  so  kann  sie  nur 
eine  über   alle  Grenzen    wachsende  negative  Grösse  seya. 


soo 

Kann  man  daher  Bedintj^ungen  nachweisen,  unter  welchen  A^ 
und  Bfn  für  jeden  Werth  von  m  positiv  sind,  so  muss  dann 
der  Kettenbruch  nothwendig  convergiren. 

Da  der  erste  Tbeilnenner  üq  keinen  Einfluss  auf  die  Be- 
schaffenheit des  Kettenbruches  hat,  so  darf  man  immer  vor- 
aussetzen, dass  er  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Sind  nun 
die  folgenden  Theilnenner  so  beschaffen,  dass  aligemein 

a,  =5  ft,  +  1 

80  werden  auch  A^  und  B^  positiv  seyn.  Zunächst  ist  klar, 
dass  unter  dieser  Voraussetzung  sowohl  A^^  als  B««  mit  m 
wachsen  werden.  Deqn  ,man  bezeichne  durch  c^  eine 
Grösse,  die  nur  positiv  (oder  Null)  seyn  kann.  Man  hat  also 
a^  z=:  b^  -\-  l -{-  c„|.  Nun  ist  im  gegenwärtigen  Falle  (nach 
Form.  2)  und  3) 

A     ^=z  a    A        —  b   A 

B    =  a   B       —  b  B    ^ 
also  auch 

A   =(b    +1+C  )il       —bA    ^=A       +A   [A      —A      ) 

+  c.A     ^ 

B  ={b   +1+C  )B       —bB     ^  =  B      +b   IB      —B      ] 

m       ^  m  '         '     m'     m-l         m    m-S  iii-l        m^    m-l         m-2 

m     m-l 

Ist  nun  A       >  ii     ^   so  ist  auch  A    >  ii      .     Nun    ist 

m-l  m-8  m  m-l 

Ai  =  a^ai  —  bi  =  «o  (*i  +  l  +Ci)— Äi  =  ao  +  {flo  — ')*i 
+  «0  ^1  >  ®'^®  ^1  >  ^0  (da  %  —  1  positiv  ist) ,  d.  h.  Ai  >  Aq 
also  auch  allgemein  A     ^  A         und   da    Gq  positiv   ist,   so 

m  m""i 

muss  umsomehr  ^i,  ils ...  positiv  seyn.    Ferner  ist  J9  >-£ 

m  m-l 

sobald  B    ,  >  B      ,    Nun  ist  Bi  =  a,  und  da ,   nach  der 

m-l  m-2  *  ' 

Voraussetzung,  «i  >   6i  +  1,  also  a|>  1,  d.  h.  Oi  >  Ä©? 

so  ist  J9i  >>  Bo  •  mithin  allgemein  B   ^  B      .Da  nun,  wie 
*  "  ®  m  «-1  ' 

schon  bemerkt,  der  Werth  von  a^  keinen  Einfluss  auf  die  Be- 
schaffenheit des  Kettenbruches  hat,  so  können  wir  die  Bedin- 
gung, dass  Oq  ^  1  ist,  fallen  lassen,  und  haben  d«nn  den 
Salz: 


m 

Der  Kettenbrach  35)  convergirt,  wenn  allge- 
mein am  "^  bfn  -{-  1. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  sämmUiche  Theilztthler 
und  Tkeilnenner  ganze  Zahlen  sind,  wird  also  dieser  Ket- 
tenbru^  convergiren,  sobald  a^  >>  6^,  insofern  dann  min- 
destens Om  "=  ^m  "^  ^  seyn  muss. 

Bringt  man  den  Kettenbruch  35)  in  die  Form 

37)  *o  -  1 

1-1 


2 


WO  Aq,  hl ...  wieder   dieselbe  Bedeutung  wie  in  33)  haben, 
so  geht  die  Reihe  34)  in 


Li'        Li  L^ 

über,  und  der  eben  ausgesprochene  Satz  heisst  nun: 

Der  Kettenbruch  ^37)  wird  convergiren,  wenn 
allgemein  h^  >r  2  ist. 

Es  wird  unter  diesen  Verhältnissen  zugleich  der  Werth 
des  Kettenbruches  35)  zwischen  Oq  und  üq —  1  liegen,  d.  h. 
mit  anderen  Worten,  es  wird  der  Werth  des  Kettehbruches 

38)  -   bi 

«1    —    *2 

02    — 

zwischen  0  und  I  liegen,  und  dies  wird  auch  bei  jedem  sei- 
ner Näherangsbrüche  der  Fall  seyn.  Man  betrachte  nemh'ch 
den  Näherungsbruch  welcher  mit  a^  schiiesst.  Nach  der  Vor- 
aussetzung   ist    a^  =  6,^   +  «^    wo  «^  >"  1    ist,   mithin 

^f>l  hier,«,  folgt  «^,  - ^  =  b^,  +  a^, -^  >  6^, 

6  b 

a  Om 

m 


SOS 

i»*l.      m  m-2     _m-l        .    <1 

<  a  a    ^—6 

'1       '  m 


m 


Man  sieht  dass  man  diese  Betrachtui^g  in  derselben  Weise 
fortsetzen  kann,  und  dass  also  auch 

61  >0 

ai  —  62_  <  1 

Dies  gilt  wie  gross  man  auch  m  nehmen  mag,  mithin  liegt 
der  Werth  des  Keitenbruches  38)  zwischen  0  und  1. 

Sind  in  dem  Kettenbruche  38)  sämmfliche  Theilzähler  und 
Theilnenner  ganze  Zahlen  und  zugleich  allgemein  ttj^^^^jt-hl, 
so  sind  zwar  die  Nflherungshrüche  noch  immer  kiein^f  als 
die  Einheit,  nähern  sich  aber  diesem  Werthe  unbegre^t,  so 
dass  der  Werth  dieses  Kettenbruches  genau  der  Einheit  gleich 
ist  und  mithin  Aq  =  1  der  Werth  des  Kettenbruches  35)  ist. 

Man  setze 

39)  ^  =  1  _  6, 


«1  —  65 


«2 


so  muss,  wie  schon  oben  gezeigt  wurde,   B'    <^£'        seynu 

Da  nun  hier  nur  ganze  Zahlen  vorkommen ,  so  ist  die  Diffe- 
renz B'    —  B'        eine  ganze  positive  Zahl ,  also  B"     um  eine 

ganze  positive  Zahl  grösser  als  ff      ,    d.  h.    bei  unbegrenzt 

wachsendem  m,  wächst  auch  B'm  unbegrenzt.  Dagegen  wird 
für  jedes  m  der  Werth  von  A^  der  Einheit  gleich  seyn.  Ist 
nemlicfa  Ä'       =  l    A'       =  1  so  muss  auch  X   zua   Ä     , 

m— 2  m— 1  m  m      m-1 

—  h   A    ^  =  b   (A       _  4'      )  -f  4'        =1  seyn.    Nun 


363 


ist  ^  =^  1  also  il'o  =  1 ,  ferner  :^=  I  — ^  =  I  —  -^ 


1 


6i  +  l 


also  Ai  =  l  mithin  allgemein  A'^  =  1   und   da- 


her  Um  ^  =  0  also  der  Werlh  des  Kettenbruches  39)  t=0 


m 


und  der  des  Kettenbruches  35)  =  Oq  —  1. 

155. 

Bei  den  convergirenden  Kettenbrüchen  mit  nur  positiven 
Theilzählern  und  Theilnennern,  ist  der  Werth  derselben,  wie 
oben  (§.  143)  bemerkt  wurde,  immer  zwischen  zwei  unmittel- 
bar aufeinander  folgenden  Näherungsbrüchen  enthalten^  so  dass 
die  denselben  gemeinschaftlichen  ersten  Ziffern  auch  dem  wah- 
ren Werthe  angehören.  Bei  den  Kettenbrüchen  von  der  Form 
35),  bei  welchen  allgemein  a^^  >^  b^  -|-  1  ist,  und  die  daher 
convergiren,  ist  dies  nicht  der  Fall,  vielmehr  bleiben  hier  die 
Näherungsbrüche  während  sie  beständig  abnehmen, 
irniner  grösser  als  der  Werth  des  ganzen  Kettei]ü)ruches. 

Da  nemlich  in  der  Reihe  36)  alle  auf  a^  folgenden  Gli^-! 
der  negativ  sind,  so  erhält  map  einen  desto  kleineren  Werth, 
je  mehr  Glieder  dieser  Reihe  man  zusammen  nimmt,  d.  h.  ei« 
nen  je  späteren  Näherungsbruch  man  berechnet^  wo  man  aber 
in  der  Reihe  stehen  bleibt,'  itnmer  vernachlässigt  man  noch 
die  folgenden  negativen  Glieder.  *  Man  kann  aber  zu  jedem 
Näherungsbruche  einen  anderen  Ausdrut;k  bilden^  welcher 
klein  er. als  der  Werjh  de$  Keltqnbruches  ist,  so  dass  dieser 
Werth  ^  wieder  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen  ist. 
Ebenso  nemlich  wie  früher  gezeigt  wurde,  dass  der  Kettenbruch 
38)  posiiiv  isl  und  zwischen  0  und  1  liegt,  ergiebt  sich  auch  dass 


"*+2 


ein  ächter  positive^  Bruch  ist,  ma^n  setze  seinen  Werth  =  M, 
den  Werth  des  Kettenbrucheä  35)  aber  =  fF,  so  ist 


«1  —  6b 


«»  — 


Ok  —  H 
Hat  man  nun  den  Näherungsbroch  «o — ^i 


Ol 


—  b. 


«2 


berechnet,  welcher  mithin  grösser  als  W  ist,   so    bilde   man 
dazu  den  Kettenbruch 
40)  Oq     bi 

<h  — 6« 


«a 


-6, 


a,-\ 


welcher  sich  yon  dem  vorhergehenden  nur  dadnrch  unterschei- 
det dass  der  letzte  Theilnenner  a^ — 1  ist.  Bezeichnet  man 
nun  Zähler  nnd  Nenner  dieses  Kettenbruches  bezüglich  durch 
Zj^  und  iVj^  so  ist 

z,  =  («,  -  1)  v^-  ft,  ^,., 

also  da  ajt  s=:  (j^  -|-  aj^ ,  wo  a^  >~  1  y 

Setzt  man  wieder  Oq  >  1  so  ist  ^      >  ^ju«'   *'^®  jeden- 

4 

falls  Zj^  eine  positive  Grösse,  ebenso  zeigt  man  dass  Ni^  po- 
siltv  ist,  mithin  ~  positiv.  Da  aber  M  ein  Achter  positiver 
Bruch  ist,  so  ist 


«j^  —  1  fljt  ^  Jf 

also 


m 


difraus  folgt  l?ieder 

•                                                                                  «                     ^ 

6, 

6, 

ft-i 

^      *-i 

o,       -  6. 

> 

A-l           k 

ik-l          * 

a.— 

l                   a,        H 

ft 

k 

mwi 

■ 

a,       —  b. 

<   rt      —6, 

ft-8           A-l 

^       *-2           *-l 

o. 

b                                 «.       —  *. 

Ä-1 

k                               A-l          i( 

*»*  1                   %- 

M 

Setzt  man  diese  Betrachtung  fort,   so   ej'giebt  sich,   dass  der 
Kettenbnich  40)  kleiner  als  W  ist.' 

Die  nach  Formel  40)  berechneten  Werthe  mögen  mit- 
telbare Näherungsbrüche  heissen.  Auch  diese  haben  die 
Eigenschaft,  dass  sie  dem  Werthe  des  ganzen  Kettenbruches 
desto  näher  kommen  je  grösser  k  ist.    Denn  es  ist 

Ä+l  _  '   *+l         '      k        A+1      *-l 


k         k+1 


ferner 


Vi"* 


^.  —  >rf. 


Zi                  .                         .  k        -  k-i 

-  =  ao-  6i         =  ao-br_     =  ^  _  g 

"k                 ai                      Oj_  *           »-1 

—  6*  — *» 


«»- 1  «» — _L 

1 

Hieraus  findet  man 


^*-i .  ^* 


Der  Nenner  N.N,.^  ist  positiv,  und    da  -~ —  5>  -^  »<>  ißt 

^  A-1  * 


A-1 

20 


m 


auch  X     B.  —  A,  B 


A-i    k 


l  B       positiT.    Isl  mithinä.  ^>i       4. 1 


80  ist  auch  — -^  >  — ,  d.  h.  die  mfttelbaren  Näherunffswer- 

Vi  /* 

the  wachsen  und  kommen  daher  dem  Wenfae   des  Kettenbru- 
ches   immer    näher.      Nur    in   dem   besonderen   Falle  weiiri 

Vi    \ 

Man  habe  z.  B.  den  Kettenbruch 
1  —  1_ 

3  —  1^ 

5—1^ 

7  —  1 


• 

wo  mithin  sftmmtliche  Theilzähler  der  Einheit  gleich  sind, 
während  die  Theilnenner  aus  den  auf  einande^rfolgenden  un- 
g^eraden  ganzen  Zahlen  bestehen,  so  findet  man 

Näherungswert  he.  MittelbareNäherungswerthe. 

-|-  =  0,66666  ....  A  =  0,5 

y  —   0,64285  ....      ^  ==  0,63636  .  .  . 

|i  =  e,64210v 5t  =  0,64197  .  .  . 

95  81 

*>40  ^         479 

^  =  0,64209  ....      -—  =  0,64209  .  .  . 

841  74d 


Der  Werth  des  Ketienbruches  muss  also  ebenfalls  mit  den 
Ziffern  0,64209  beginnen ,  und  ist  mithin  schon  bis  auf  5  De- 
cimalstellen  genau  gefunden. 

156. 

Es  wurde  früher  (§.  149)  bemerkt,  dass  wenn  der  Ket- 
tenbmch  1)  nur  positive  Theilzähler  und  Theilnenner  hat  und 
convergirt,  auch  jeder  Theil 


t' 


cfonvergiren  muss.  Bei  den  Eetfenbrtichen  mit  beliebigen  Zei- 
chen ist  dies  anders.  Ein  solcher"  Kettenbruch  kann  conver-; 
giren,  während  ein  Theil  desselben  divergirt.     Denn  ist  z.  B 


.i 


A-f  1 


00 


so  ißt  anck 


und  daher 


a    ^   — ^^^- — 


^       =0 


k  k+l 

Dieser  Theil  des  Kettenbruches  kann  also  ganz  vernachlässigt 
werden  und  der  ganze  unendiiofae  Kettenbruch  32)  ist  alsdann 
dem  endlichen  Kettenbruche 

■'^O   ^^    tl.  ■  ;•    •;      ; 

«1    Ti 


gleich.  Es  folgt  hieraus  ein  wesentlicher  Unterschied  zwi- 
sehen  einem  divergirenden  Kettenbruche  und  einer  divergiren- 
den  Reihe.  Wenn  eine  Reihe  divergirt  und  man  sondert  eine 
Anzahl  ihrer  ersten  Glieder  ab ,;  sä  biif^n  die  übrigeVi  Glieder 
noch  immer  eine  divergirende  Reihe.  W^enn  aber«  der  Ketten'-' 
brueh  32)  divergiren  soM,  so  darf  der  Theil 

41)  ai  ±Lb2 


20 


nicht  divergireiiy  sonfit  hfttte  der  Kettenhruch  32)  den  Werth 

a«  ^r  ^-^— s=a-..    Yielmehr  muM  alsdinn  derTheil  41)  den 
dt  QO 

Wprth  Null  haben ,  denn  nur  unt«r  dieser  Bedingung  wird  der 

Kettenbruch  32)  =  Aq  ^  ^  =  ^  cx>.     Es  ist  also  einerlei^ 

ob  man  die  Bedingungen  sucht,  unter  welchen  32)  divergirt, 
oder  unter  welchen  41)  den  Werth  Kuli  hat.  Ein  divergiren- 
der  Kettenbruch  hat  daher  insofern  6^1  grösseres  Interesse  als 
eine  divergirende  Reihe  oder  ein  divergirendes  Produkt,  inso- 
fern er  immer  zugleich  den  Werth  eines  aus  ihm  tf#ssenden 
convergirenden  Kettenbrochs  angiebt. 
Dass  z.  B.  der  Kettenbruch 

1  —  2 

2-3 


3  —  4 


4  — 

divergirt,  beweist  man,  in  dem  man  zeigt,  dass  der  Kettenbrach 

2  —  3_ 

3  -  4_ 
4  — 

den  Werlh  Null  hat,  was  man  auf  folgende  Weise  findet. 
Berechnet  man  die  Nftherungsbrttche  des  letzteren  Kettenbru- 
ches,  welche 

1    1    1    A 

1  '  3'  8'  25'     •  '  * 

seyn  werden,  und  setzt  daher  -^o  =  2,^  =  3>^,  =  4  ... 
so  findet  man  allgemein  >^^  =  r  -f  2.  Ist  dies  nemlich  bis 
zu  einem  gewissen  Werth  von  r  richtig,  so  folgt  -^^4.1 =(H-3)-/^^ 

-  {r+3) ^^1  =  (r+3) K-^^j)  =  (r+3) [(r+2)-(r+l)]  =  r+3. 

Nun  ist  die  Formel  schon  fär  r  =r  0,  1,  2  als  richtig  nach- 
gewiesen ,  also  gilt  sie  allgemein.  Setzt  man  fernler  Bi  =:  3 
JB2  =  8,  B3  ==  23  ....  so  findet  man  aligemein  B^=  [r-{-2) 
[2^-3  +  3.4  +  3.4.5+....  +  3  .  4  .  '.  .  r], 
sobald  r  >r  2.    Ist  dies  nemlich  bis  zu  einem  gewissen  Werthe 


am 

d0s  r  ricbtigr,  so  folgt  B^j=«=(r+3)  {r+ll)[«+*f  ...+3.4,..f^ 
—  (r+3)  (r+l)  [2+3+.,.+  3 . 4..,.(r- 1)]  =  (r+3)  [2+3+...+8 . 4...I') 
+(r+3)(r+l)[2+3+...+3.4...r]-(r+3)(r+l)[2+3+...+3.4.~(r— 1)] 
=  (r+3)[2-f-3+...-f3.4....r]+(r+3){r4-l).3,4...r  also  Ä  .^ 
==  (r+3)  C4 +3...  -f  3. 4...  r+  3.4.,.(r+l)].  Da  nun  die  Formel 
fttr  r  =s  2,  r  =  3  richtig  ist,  so  gilt  sie  allgemein.  Dem- 
nach hat  man,  sobald  r  ^^ 

A 1 

B^        2  -}-  3  +  3  .  4  +...  +  3  .  4...r 

und  da  die  Reihe  2  +  3  +  3.44-3.4.5+...,  wel- 
che den   Nenner  dieses   Ausdruckes  bildet,   divergirt,   so  ist 

^:^0,  d.  h. 

r 

2  —  3        *=  0 


4  — 


Alis  diesem  Resultate  folgt  datin  auch  weiter 

3  =2 

T^  4 


4  —  5 


und;  wie  man  leicht  findet,  allgemein,  für  jede  ganze  Zahl  m 

m  =1»  —  1 

m — 1»+  1  ^  —  2 

jn-f- 1—111+2 


m-f-2  — 


Ist  nemlich  dieser  Ausdruck  für  irgend    einen  Werth    von  m 
richtig  y  so  muss  er  auch  für  m  -|-  1  gelten ,  denn  setzt  man 

»•  +    1  =0? 

m  +  1  —  »1  +  2 


m  +  2  — 


so  ist  mithin  = ^  also 

—  m 


X  sz 

m  -  \ 


Da  nun  dieser  Ausdruck  wirkliGh  fär  in  »  3  glitt  ]bftl,  so  gilt 
er  andi  für  jeden  grösseren  Wertli. 

157. 

Im  Vorhergehenden  wurde  die  Verwandlnng  eines  Ketteri- 

bruches  in  eine  Reibe  dazu  gebraucht,  die  Beschaffenheit 

des   Kettenbruches   zu  ermitteln.     Man   findet  aber  zugleich 

durch  dieses  Verfahren  den  Werth  jedes  Kettenbruches,  den 

man  auf  eine  Reihe  von   bekanntem   Werthe  zurück  fahren 

kann.    Sey  z.  B.  der  Werth  des  Kettenbruches 

1 

T+1 


1  +  4 


1  +9 


1  + 

t 

ZU  finden.  Hier  ist  mit  dem  Kettenbruch  1)  verglichen,  ao=0, 
aj  =s=  02  =  «5  . . .  :^  1 , '  *i  =  1 ,  ^2  =  '  j  *5  =  2*  allgem^n 
b^=  [r  —  \)^  sobald  r>l.  Die  Reihe  9)  des  §.  144  geht 
daher  in 

1  1       ,    1.1.2^        .   I,1.2«.3^..r2 

+ 


•  •  •  • 


Bi       B1B2       -©2^5  B^B^i^ 

über.  Nun  ist  hier  Br  =  B  4-  (r—  1)«  B  ;  ist  also 
B       =  (r— 1)  jB    ^  so  ist  auch  B^  =  rB  Da   aber  in 

r-l  ^  r-2  ^  r-1 

der  ThatBj  =  1,  8^  =  2  also  3^=  2Äi,  so  ist  auch  Äg=  3.2, 
^4  =  4. 3.2  und  allgemein  B^^r  (r— 1)  (r— 2)...l.  Das 
allgemeine  Glied  der  Reihe  ist  demnach 

±:  2^^^>>^^  _  ^       1 

(1.2. ..r)  {1.2...r +  1)  r-f  1^ 

und  die  Reihe  wird  1  —  ^  +  ö"  —  T  « •  •  •   deren  Werth 

/  o  4 

log  2  ist  (§.  83  Form.  1^) ,  dies  ist  mithin  auch  der  Werth  des 
Kettenbruchs. 

158.   . 
Wenn  man  das  Verfahren,  durah  welches  ein  Kettenbrucb^ 
in  eine  Reihe  verwandelt  wird,  ^umkehrt,    so    kann   mqn  da- 
durch jede  gegebene  Reihe  iq  einen  Kettenbruch  verwandeln. 


311 

Wie^fmiff^.  mch  »ine  B«ilw  bMchaSen  sey,.  so  wird  ««n 
sich  dieselbe  immer  in  der  Form 

42)        «0  +  -  —  ;i-  +  -  -  - 

CCi  CC2  fl^s  ^4 

denken  können,  sobald  man  für  Uq,  «i,  a2i>-'*  sowohl  positive 
als  negative 9  rationale  oder  irrationale  Zahlen  setzen  kann. 
Vergleicht  man  nun  diese  Form  mit  der  Reihe  15)  des  §.  144 
so  ergiebt  sich 

«0=^0;  ai  =  Li'^  a2  =  LiL2;  a^^^L^L^^  a^'=.L^L^  u. s. w. 
also 

Zi  =  «1 ;  L2  =  — ;  ^5  =  — — ;  i*  =  ——I 

«1  tt2  **1  0^5 

und  allgemein 

«2  .  «4. . .  • .  a.  «1 .  <i^ . . . .  «^^,,1  - 

L    = ?^5  L  ^  ^ ^^; 

nun  ist  (§.  144  Form..  14) 

L     =  h    L        +  X 

2r  2f     2r-l   ~      2r-« 


oder 


also  auch 


L     —  L 

.  8r  2r^2 

*2r=   — L 

2r^l 


U2  •  0^4  •   •  •   ^0  ^2  -  ^4  •  •  •  tt 


Sr  *      ' Sr-8 


43)      •*,.  = 


«l-as-«,^!  «l<*5-«j^j 


S'  a^  .<%..•!{ 


Si^l 


«a     «♦  •  .  •  «j^g 


und  ebenso  findet  man 

44)  A     .  .  =  ( ^  )    (Va.t  "  **  J 

2r    . 

Indem  man  in  diesen  Formeln  allmälich  r  =  1,  2,  ...  setzt, 
findet  man.  also  die  Werthe  von  A2;  k^...^  i^uch  ist  Ao=^^o 
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«Ml  h,  =*:  Li  «=>  a, ,  miaiiii  fobt  iet  SetteiArach 
S   144  in 

45)ao+l_  • 

«1+1 


«1*       (a5-«2)ai*'l 


02"    («♦-asjga»  1 


f 


I 

1      ' 


«2*     •.. 

—  • 

über,  ia  welchen  also  die  Reihe  42)  verwandelt  ist.  Man 
kann  aber  diesen  Kettenbruch  auf  eine  einfachere  Gestalt  brin- 
gen.   Nimmt  man  nemiich  den  Theil 

1 

heraus,  so  kann  man  statt  dessen,  ohne  den  Werth  von  45] 
zu  Andern,  nach  f.  144^auch  schreiben 

f^n-  a.^  a^  —  «i  +  «1' 


«»       ^        TZ —^--i  («5-«2)«, 


2 


(«5~«a)«i*  '^        '^^ 


i  «2* 


«2 


Der  Kettenbruch  45)  geht  hierdurch  in 
«o+L_ 


^2-«i     (a3-«2)öi*  ,     1 


«2*     {a4-a5)  <*2^  .     1 

4«  l»» 


«2 

Über.    Nimmt  man  wieder  hieraus  den  Theil 


«1* 


«»«  («4  — Oj)  «2 


2 


SO  kam  man  statt  dessen 
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TZ     •     ft  I  O 

«1*  «s 


— ,(a5-«2)— .+  — ,  «.» 


(«4—05)  «a*  («4— «3)  «a* 

aj»c^2  «1*«$' 

scbreäea,  so  dass  man  nun  statt  45)  den  Kettenbruch 

46)  «o+J 


«5- 

2 

+ 

1 

(«5- 

«4)' 

«1* 

ai»«3* 

«8» 

4- 


hat.    Gesetzt  nun  man  habe  dur^hFortseUung  dieses  Verfah- 
rens gefunden,  dass  man  statt  45)  auch  setzen  kann 

47)  «0+1 


«l+«l* 

«£-« 

1+V 

«5-« 

• 
• 
• 

+«8r-2 

'2r-3 


so  dass  ß  = 


(V«2iwl) /«-*'2r-2v*    ^     _ 

vr~"i — /  -TP 

l 


(«2r+1^2r)  .«i"«2r-K'^ 


1 

und  dictser  Kettenbruch,  von  dem  Gliede , ^ = 

^    2r+l      2rV    *        2r-K 

2r 

= ^  an,  mit  dem  Ketlenbruche 45)  identisch  ist,  so  kann 

*2r+l 
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man,  indem  man  den  Theil 

ao . . .  a         * 
CEi . . .  er 

■  ■■■■-■■  Mm       ^^  ^—^^1  .  ■     M       »  ■  — ^»^IMB    ■       ■        ^^P^—     ■  ^       ■■  ■    ■  ^—1 ^^M 

^    2r  2r-l'   /    *  2r-2\  1 


*  2r-l  ^   «r+l  2r'   /    '  21-1' 


(-z— 4-) 


wtt  . . .  (Bf 
*  2r 

»1 . . .  «^     ^   o 

(               2r»l\* 
)    multi- 

«2 • •  •  ff «     « 
*  2r-.2 


plicirt,  statt  dessen  auch  setzen 

(ff      )» 

(ff     —  a       )  +    ffi . . .  ff «        * 


(ff           .           ff        )         «1    ...   «^             ^ 

^   2r+l           2r'    /  ^            2r-l\ 

ffo    •   .  «ff^ 

2r 

1 

• 
• 

wodurch  der  Ausdruck  47]  in 
48)  «0+1 


«i+«i' 


ig-Wj 


+«.' 


• 


2r     2r-l  '  •  *      2r-l\ 
.  .  *« ^         / 


^HgM*« 


2r-2 


WO  y  = 


1 


■     '     '^        Ar 


("2r+2"^2r+l)    /  "«-'Vx^  1 

\« M      .   /  T  "^ 


"»•"8r+ 1 


(tber^eht.    Ifimmt  man  nun  hier  den  Theil 
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•    *  2r-l\ 

*  8r-.2 


^    2r+l  ir'   /^*  2r-l\  _| 1 


*  2r  ^   2r+2  2r4-l' 


2r+2  2r+lY  2r\ 


a2  .  *  •  fl^.     * 


heraus  und   multiplicirt  Zähler  und  Nenner  mit  \ ) 


V  a^,.,a 


2r-l 


SO  verwandelt  er  sich  in 


«Sr 


2r+l  2r     '     /    *  2j 


*         2r— 1 


und  man  erhält  statt  48] 
49)  «o+i_ 


• 
• 

.2 


"2r 


a 


2r— 1 


WO  d 


1 


('•2r+2-**2r+l)  ,  "»'-"Br  ^* 

'2r-fl 


CT::;;r7:)  +  ' 


r 
Nun  erhält  man   den  Ausdruc^  49)   aus   dem   Ausdrucke  47) 

indem  maQ  r  -f^  1  statt  r  sejtzt.     Ist  also   der  Ausdruck  47) 

für  irgend   ein   r    richtig,   so   gilt  er  allgemein   für  jedes  r. 

Wie  aber  die  F'ormel  46)  zeigt,    gilt  dieser  Ausdruck  in  der 

That  wenn  r  ==5  9  setzt,     Es   folgt   demnach,    dass  man  difi 
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Reihe  42),  wenn  sie  convergirt,  in   den  gleicbg^Ueniien  Ket- 
tenbrach 

50)         ap  4-  1 

«1 4-  «1* 


«2  —  «! +  «2* 


«5  —  «2 +  «5 


«4— «5  + 


verwandeln  kann,  in  welchem  das  allgemeine  Glied  die  Form 


t 


— hat.     Auf  diese  Weise  erhält  man  aus  der  Reihe 


r+1  ♦• 


1  _i  +  i_i 

2   +    3  4    • 


WO    nun  ao  =  0^  «i  =  1,  a^  =  3  allgemein  a^.  =:=  r  zu 
setzen  ist,  den  Kettenbruch 

1 

1  +  1 


1  +  2« 


1  + 


wahrend   oben  aus  diesem  Kettenbrache  die  Reihe  gefunden 
wurde. 

Aus  S.  79  Form.  5  folgt,  wenn  man  a;  = —  1  setzt, 
e      =  _  =1_14.,;--  _,-— ^  + 


e  1.2        1.2. 3    '    1.2.3.4        *     *  ' 

Mit  der  Reibe  42)  verglichen ,  setze  man  hier  oq  =  0,  «1=1, 
A,  ae  {,  «s  =s  1 , 2,  a« :=  1 . 2 . 3  U.8.  w.  so  erhält  man  aus  50) 

J _1_ 

e    ~  1  +  1 


0+1 


1+{1.2)« 


2{1.2)  +  (1.2.3)« 


3(1.2.3)  +  (l.j.3.4)» 

4(1. il. 3.4)  + 


Nun  ist 
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1 

l+j 1        _      1 

0+  1  "~  1  +  1     ^  \  +« 

X 


ä 


also 
1 
e 

1 

1 

1  +  1  +  (1.2)« 

2(1.2)-|-{1.2. 

3)» 

• 

oder 
e 

3(1.: 

2  +  (3.2)» 

2(1.2)  +  (1.2.3)' 

2. 3) +  (1.2 
4(1. 

.  3 . 4)« 

2.3.4)  + 

• 
\ 

3(1. 2. 3)  4- (1.2. 3. 4)« 

4(1.2.3.4)  + 

2  (1  .  2)* 

Schreibt  man  nun  ^  .  ^,.   ^.  statt 


2  +  3(2.3)  2(1.2)  + (1.2.3)« 

3  3  (2  .  3) 

ferner      ^   .    ,  ,^   ^    ^v  statt 


3+4(2.3.4)  3(l.2.3)  +  {1.2.3|.4)* 

I  1^.  s.  w. 

so  ergiebt  sich 

e  «  2  +  2 

2  +  3 


3  +  4 


4  + 


Betrachtet  man  die  allgemeinere  Form 


-  _x  — *-r  j   2       j  2^3  ,   1.2.3.4 

so  ist 

1        .         1.2  1.2.3 

«0=1,  «1  =  1,  «,=-,«»  =  -^,  «♦  =    -^  . 

also  zunächst 


m 


«•=1  + 


X 


K2  ^  I        /-Un* 


oder 

e*  =  1  +  « 


l.2.3_  1_^ 


1— «  +  J 

X  X     ^   X    ' 


and  indem  man  die  Bruche  wegschafft  findet  man  schliesslich 

e*=  \  +  x 

1  —  X'\-X 


2--ir+2a? 


3  — j?-)-^ 


•       4-«  + 

■«.  • 

f 
Wollte  man  dagegen  unmiUelbar  die  Reihe 

e*=  1  +  a:  +  Y72+i-:2:3+ 1.2.3.4 +••• 

in  einen  Kettenbruch  verwandeln,  so  könnte  ntan. 

A             1                   >                1-2        _      1.2.3 
«0=0,  «1=1,  «2  =  —-^,  «3  =  -^,  «4  — ^5- 

setzen  und  fände  zunächst 

J 
^  =  — — 


•  •  • 


1+-J 


12  12* 


1.2 ,3 


.2 


(-+')+ 


und  nach  gehöriger  Reduktion  a> 

_     J ■■ 


1  -  X —  1  .X 

2+a?  -  ix 


3+0? 


Nun  ist  aber,  was  auch  »  bedeute, 

1  X 

=  1   + 


1  —  a?  1  —  » 


14-«—* 

also  hat  man  auch 

e*  =  1  +  0? 


1-1.0? 


2+0?  —  2o? 


3+op  — 


Diese  letztere  Form  hätte  man  unmittelbar  gefunden,  wenn  man 

1  1.2  1.2.3 

«0  =  I7  «1  =  — )  «2  =  — -ir>  «5  =  — Ts—  "»s.w, 

gesetzt  hätte.  ^ 


159. 

Da  im  Vorhergehenden  nachgewiesen  worden  ist,  dass 
man  jede  Reihe  in  einen  gleichgeltenden  Kettenbruch  und  je- 
den Kettenbruch  in  eine  gleichgeltende  Reihe  verwandeln  kann, 
früher  aber  (§.  138)  gezeigt  wurde,  dass  man  jede  Reihe  in 
ein  gleichgeltendes  Produkt,  und  jedes  Produkt  in  eine  gleich- 
geltende Reihe  verwandeln  kann ,  so  folgt  hieraus  von  selbst, 
dass  man  auch  jeden  Kettenbruch  in  ein  gleichgeltendes  Pro- 
dukt und  jedes  Produkt  in  einen  gleichgeltenden  Kettenbruch 
verwandeln  kann.  Man  kann  aber  diese  Beziehung  «.wischen 
Kettenbrüchen  und  Produkten  auch  leicht  ohne  Einmischung 
der  Reihen  nachweisen. 

Soll  nemlich  der  Kettenbruch  1}  dessen  Warth  — ^  ist, 
in  ein  gleichgeltendes  Produkt  verwandelt  werden,  so  hat  man  nur 


"   (|)  (^)      c'-^^) 


ZQ  setzen,  aUo,  wenn  m  unbegrenzt  wftchst,  und  der  Ketten- 
bruch I]  convergirt,  so  wird  derselbe  hierdurch  in  ein  con- 
vergentes  unendliches  Produkt  veFwandelt,  und  es  ist 

ol)        —  =ao. 


•  •  •  • 


oder  wenn  man  Äi  =  Pi\  Gq  Bi  =  pi  und  allgainein  AB    .  =  P. ; 

^m  „        ^1      h      Ps 

Bm  Pl      .P2       Pi 


52)         „•"  ==  «0 


Es   ist   zugleich  jeder  Näherungsbruch   -^  gleichgeltend  mit 

^* 

P      P  A 

dem  entsprechenden  Theile  äq  •-*•  —  •*•  -^   des  unend* 

Pi       P2  P* 

liehen  Produktes. 

Es  wurde  oben  der  Kettenbrush 
«  =  2  +  2 

2+3 


3  +  4 


4  + 


gefunden.  Soll  dieser  Kettenbruch  in  ein  Produkt  verwandelt, 
werden,  so  berechnet  man  die  Näherungswerthe  und  findet 
zunächst 


öo=2;  5^  =  «;  ^  =  ir;  ^  = 


120   ^      720 


ß,  ~  2  '  Bj  ~  9  '  fi,       44  '  Ä*  ~  265 
Allgemein  ii«  il^  =  (*+  2).«^     :  B.  =(*  +  «)  0^     ±i  1,  wo 

das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  k 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Dieses  Gesetz  findet  nenilich ,  wie  man  sieht,  bei  den  er- 
sten N^herungsbrttchen  wirklich  statt.    Denn  es  ist 


321 

4^=^3.2;  Äi»=3.1-1;  i,  =  4.6;  8,^4.2+1;  ^,  =  5.24; 
Bs==.5.9 — 1  U.S.W.  ' 

Sey  also  bis  zu  einem  bestimmten  k  wirklich 

4^  =  (*+2)^^^;fi^  =  (*-f-2)Ä^_^-l 

80  ist 

Vi  ^  (*  +  2)^j+(*   'r  2)  Ä^^  =  {*+  2)  {A^  +  A^J 

=  (*  +  2)(*+3)^^_^  =  (*  +  3)^^ 

Vi  ~  (*+2)»t4-(*  +  2)  Vx  =  (*  +  2)  (»4  + Vi) 
=  (*  +  2)  [(*  +  3)Äj_^:tl]  =  (4+3)B^q;:l 

Dds  Gesetz  ist  also  allgenaein  gültig.     Demnach  ist 

A  B     =P  =z(k+2]A      B      :  Ä     B  =0  ^A     \ik+2)B     ±.1] 

und  wenn  man  — — '-  ^  üfj;  -j —  =  Wj    setzt,    so  ist   Jff^ 

Vi  Vi 

=  (*  +  2)'Bj_^;  n  =  ^  =  (*+2)  Vi-^  =  *»  -  *• 
ferner  *^^^  =  (&+3)fl,  =  (*  +  3)m^;  «»^,  =  *,+,^l. 
Nun  kann  man  statt  des  Ausdrucks  52]  auch  setzen 


oder 


l_-  UMl  Mo  Mx 

m  lllt       »»2       »15 


Im  gegenwärtigen  Falle  ist  also 
_  JÜL^         4(1/1-1)  5[4(«i-l)+l] 

Nun  Ist  Oo  =  2 ,  Jlf i  =3  also 

_          3       8^     45     264 
''"^•2^'¥'44'2"65 

160. 
Soll  ein  Produkt 

""""  •        •        •  •  •  • 

©1        ©2        ^5 

21 


3« 

in  «inen  Keltenbritch  verwandelt  werden,  so  setze  man  statt 
dessen 

OOj  I     •    — ^     •  •     ^^    •    •     •    •  • 

«l        «2        <>5 

Soll  nun  dieses  letzlere  Produkt  in  einen  Kettenbruch 
1)  Oq  -h  fti 

verwandelt  werden,  so  setze  man  nach  Formel  51] 

i  =flo;  «,  =  i*, ;  t>,  =  «o^i  =  *i;  i*A = w«;  i<,ßa  =  f»  «iso 

^  =  J;  B.  =  ^*;  ^5Ä,  =  ti3;  A^B^  =  fi^  also^jtr  ^; 
jB,  SS  -i-^;   ferner  A^  =  -?--^;  A4  =  -^ —  und    allgemein 

Nun  ist  i4i=«i  «o  +  *i==öi+6j   und  Bi=:a,  also 

6j  =  ili  —  fi,  =  ttj  —  f>i ;  flTi  =  ©1 
Ferner 

il,  =  ^9  ^1  +  ^2 ;  Äj  =  a^  ^i  •[-  ^2 
mithin 


«2 


Ai  -  Bi        «it5i(tti— ri) 


O2  ==  if 3 a,  ifj  = :      «1      = 

ül     ttlf?l(«l  — ©,)  «l— t?l 

Ist  i>  1  so  findet  man  ebenso  aus  den  Gleichungen 

durch  Elimination  die  Wcrthc 

^..  ^,  .   —  ^^  ^. 

k     ^-t  A       i^-2 

^*  ~  v/,    Ä,    -T^    Zi 

k'l     Ä-2  Ä-l     A-2 


und  mithin' 


3S3 

b    = 

A-8    Ä-1  k^%    hß^X 


A    B  ^      —  B    A 

^       _  2A     2*-2  2A      2*-2 


2*        ^       B  ,      ^  B       A 

2*-l     2A-2  2A-1     2*-2 

A    B  ^       —  B    A 

b      =s        2*     2A-1  2* .  2Jfc-l 

2*         A^^    B  ,      —B       A 

2ft-2     2it-l  24*2     2&.1 

a  _       2i■^l     2A^l""^2ifc■^1^2A^l 

2*+l  ~       ^,^Ä  ,        —  B     A  ^ 

%k    2A-1  2i     2A-1 

-^^.  1     ^  .  *"■  B  ,  ,    A  , 

.  2*+l      2&  2*+l      2A 

«*+i  ""   ~Ä      Ib      —  B        ^ 

2»-l      2Ä  2Ä-1      2*     , 

Setzt  man  in  diesen  letzten  Ausdrücken  statt  Ai  ß     u.s.w. 
ihre  früher  gefundene«  Werthe,  so  efgiebt  sich 


8* 


*«  = 


_ 

«'l*» 

•  •  ••  V 

-1     «1 

••"2*-8 

«1 

•••"f*-i 

*1- 

•Vs 

«1- 

•  •  «2*. 

1  s 

•••*2»-2 

*r 

-Vi 

s- 

•  "2*-! 

*,.. 

•'"tk. 

2      «1 

•  •  •  "s»-8 

\' 

2&-2 

•r 

•Vs 

««• 

•••2».f       S 

•••V 

-2         2ft-l 

2A  ~ 

Vl''2* 

"l- 

•••»». 

• 

.1      *! 

• -v 

1                          S*- 

-1  " 

"2»-! 

«8- 

•"« 

s- 

•Vi 

•2^ 

•"2* 

«r- 

•Vi 

"l- 

"2»-! 

«,.. 

l«*.« 

^•• 

•Vi 

"«•• 

•  V2 

«^    ... 

2 

^ik'i 

"l--. 

•Vi 

f,.. 

•V2 

"!-• 

•Vi 

D    .  t  • 

"j*.» 

"«•• 

'V2 

«i- 

•Vs 

r,.. 

•V2 

««*■ 

-% 

2jfc-l  2Ü^1 

und  ebenso  findet  man 
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•r-S*-i    •i-S*-i  ^fc^sA+i  -  Sit^fc+i' 

ö_     .       = . = «^ 


2  »I:  2  8lr     .  2^  2k 

i        _  _   ^*+^ «H:i 

2X:  2Ar 

Man  hätte  also  nur  di«se  Werthe  in  den  Kettenbruch  1)  zu 
setzen  um  die  gesuchte  Verwandlung  des  Produktes  53)  in 
einen  Kettenbruch  zu  erhalten.  Man  kann  aber  diesen  Ket- 
tenbruch noch  sehr  vereinfachen*     Man  setze  neinlich 

54)        P  ,      =  Jt^ -^  .  -^t} ^ 

2A-1  u  \       .  . . «         t?    ,       . . .  C 

2^-2  2  2A'-2  2 

so     dass    mithin     P  ,  .       =   P  .  .    — -^-- -^  ,     also 

'  «2  »2 

Aus  54)  folgt  aber  Px  =  -^ —   .  -^— ^   mithin   muss   man 
Pj    =   Ui  Vi     setzen.       Unmittelbar     aus     54)     fände     man 

Pi  =  —  .  —  i  statt  des  an  und  für  sich  bedeutungfslosen  Aub- 

drucks  «gt^o  hat  man  also  die  Einheit  zu  setzen. 
Ferner  ist 


1  "«"«t       (%x.'',»j.,-«'.»j.,«' 


a 


8*  ik         ^ik+Tik+i        2»+l   2*+2) 


«*-l         2*+l   8»+l  8A+1        *^8J|+l 

Demnach  ist 

«+» *2»+l~''2*+l 


«..  .    +b 


«  .  —  c 


2»+l       8*+2  "2*~^2* 


P 

*'2*''2*  "2*  ~  *2*  "2*+ 1~  *»*+ 1 


ti  iVVM~V2*+l)        «2it+2-  "2*+, 
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Gesetzt  aber  man  habe,   weil   man   in    dem  vorhergehAndeiT. 
Theile  des  KettenbrUches  die   Brüche  weggeschafft  hat,  statt 
dessen  zu  schreiben 

55) 


2A-1      ^^2k^2k+l        ^2k^%k+l^ 

U             —  D 
2k+2          2k+2 

-2*"2*                  \k  -  Sit 

U             —  D 
,     2*+l           2ife+l 

SO  geht  dieser  letzte  Ausdruck^  indeip  man  Zahler  und  Ken- 

P 

t  2k»l 

Her  nril  «  .  —  t?  ,    multiplicirt  and  mit ilividirtj    und 

zugleich  zur  Abkürzung  V-^Ä"='^ife^  Va/t+i-^itV+i 


^2k  ^®***'   '" 


2^-1  2^+1     2k    2k 

Hl —  mm         u    v 

2k       ^2k    2k+2   2k  2k 
2*+l     3Ar-l 

Über,  und  demnach  ist 

^k+x  _ 

'  = — m  ,    tn     .    u  ,v 


i  4-6  2*-l     2k+l    2/r   2k 


a           -Lfr             2i^         2k    2k+2  2k  2k 
^»+2^^^*+3  ^ J— 

2Ar4-l     2X^1 


1  VW+.1        "•jä^+Ä 


''2it-l    *'2it+lV+1^2*+l     ^2Jt+2 
2it<4*2 

oder  wenn  man  in  —  ■ Zähler    und    Nenner    mit 

^2Jt+l"^   2ik+3 

2k   2k 

tt  .  .    •  .  .    *»»  ,  .      multiplicirt    und  mit  — dividirt,  und 

2k+l    2k+l     2^+1  '^  P  ' 

2«^1 

,  '  ^  '      -      * 

zugleich    bemerkt,    dass    man    statt   — '^ = auch 


''^f  .     setzen  darf, 
2k+i  \ 


2*   2k 
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■ acs  — M  MI  »      O 

2*+l~   2/t+2  = 


fi  .— m  .m_.  .   tt..  .    r 


a        4.6  2i(r       2^   2^+2  2^+1  2^4-1 

2*+2^   24+8 ^ 

2Jt+l  2*+l     2Af}>8    2Jt+l 

fit   ,  , 
2ik-(-2 

Demnach  hat  man  s\f\\  —   ^'TT         **"" 

^*2*+l ""*«*+ 1^  ^"2*+8'^*2*+3^  ''2Ä+1  jJjA+2~J*+2' 
''2»+ 1  ^*'2Jk+2''2*+8""'^2*+  2  '^2lk+8^         ^^2*+4""*^2*+ J 


%k^%   2ik-|*2  2il+2  2A+2  2ifc+8  lft+5 

*2*+8 

lu  schreiben.     D.  h.  wir  haben   für  —       .  dieselbe 

^2*+8''"   2*+i 

vorhanden  voransgesetit  haben  (Form.  55).  Ist  diese  Voraus- 
setzung richtig,  so  geht  mithin  die  Verwandlung  des  ursprüng- 
lichen Kettenbruches  in  derselben  Weise   fort.     Nun  beginnt 

aber  der  Kettenbruchy  wenn  man  statt  Oot  ^\i  %>  <*3>  f^u  &2>  ^39  b^ 
ihre  Werthe  setzt,  mit 


«lt>l    .  , 

(«atlS—C^f?,)         fl4.-.f)4 


ttgfa 


>,— r,  «s— 1>5 


^2— «>2 


«a^a       «t  — t>t  «5 — «>5 
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Es  ist  also  wirklich   an  die  Stelle  von ^  *er  Ausdruck 

03  +  04. 

_  {u,^t>i){un-t,]u,f>,:{u^-V2)   ^^^^^^^^  ^  „„j  jj^   gemachte 

Ml  Ol    («2^5  —  t?2<^5)  '^^  —  ^4. 

ti2tJ2       «'a""«'2  «3— «'s 

Voraussetzung  ist  richtig.    Nach  Form.  56)  kann  man  also  nun 

statt  jedes  Gliedes  —  den  Ausdruck ; — — 

«*  Vi  "fe  -  Vi  "t 

setzen  und  man  hat  daher  schliesslich 
57)        "-l."^.."^ 

«1       «2        t?5 


tl2««5-«2«^3     — («2-^2)K-<^4)tf3<^5 


tl, — V, 


1 


OIIC 

«1 

»,  — OS 

«5         _ 

•               •  •  •  •^*T 

»5 

»1 

1- 

«1— »1 

«1  —  («a— 

«a)«,»! 

«1«2 

-»,«j  — 

Soli  Ä.  B.  nach  Formel  57)  das  in  g.  135  feetrachtele  Produkt 

1  1  1  1  2     4     4     6 

(l-3-)(l+3)(l-5)(»+5)---=3-3-5-5---- 

in  einen  Ketlenbruch  verwandelt  werden,  so  setze  man  «i  =•  2, 
©j=:3,ni2  =  4,  ©2  =  3  U.S.W,   und   erhält  demnach  H^^^^^ 

—  vlv        =  :t  I  ,  und  «.  —  ©^  =  it.  1  wo  das  obere  oder 

unlere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  *  gerade  oder  un- 
gerade ist.    Hieraus  folgt  vermittelst  einfacher  Reduktion 
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8    4     4     6  _         1 


3'3'5*5 3  +  2.3 


1  +  3.4 


1  +  4.5 


1  + 


also 


1   1  1    i  1         _  2_ 

1'33'5'5 3+2.3 


1  +  3.4 


1+4.5 


1  + 


Man  hat  aber  allgemein  a t—  =^a — 1  + 


c-\-a>  1  +  * 


2  i 

also  «ach  2—  ^— — =  1  + 


c — 6+  » 


3+»  '     1  +  2 


1+« 
wodurch  die  letzte  Formel  in 

1  •  3*3'5  •  5 "^T+1.2 


1  +  2.3 


1  +  3.4 


1  +  4.5 


1  + 
übergeht. 

*)  DatB   dieiei    aneodlicke    Produkt  =  --   ist,     fiiidei    naa    an 
Note  VI  Formel  U). 


Note  I. 

Ceker  die  Entwickelang  des  Polynoms^  weBB  der  ExpeneBt  keine 

ganze  positiTe  Zahl  ist. 

1. 
Wenn  die  Reihe  1 -f-öia?+ «2^* +•••  convergirt,   auch 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt  ^    so  ist^  wenn  m  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet  (§.  56), 

1)        (14"^^+ÖJ2«* +  ••••)*"=  l+-^l*+'-  +  ^r^*'  +  -- 

und  zwar  bestimmt  man  A^  auf  independentem  Wege  durch 
die  Formel 

2)  Ar  =  'Cp 

wo  sich  die  Combinationen  auf  die  Elemente  a^,  ai...bezie-^ 
hen  y  indem  man  die  Einheit  als  das  Element  a^  ansieht.     Die 
rekurrirende  Formel  dagegen  heisst 

r 

(Kap.  5  §.  30  u.  §.  32.) 

Es  frfigt  sich  nun,  unter  welchen  Umständen  die  Reihe  1] 
ihre  Geltung  behält,  wenn  m  keine  ganze  positive  Zahl  ist, 
und  wie  man  dann  Ä^  independent"  oder  rekurrirend  finden 
kann.  Es  ist  klar,  dass  die  durch  Formel  2)  ausgedrückte 
independente  Bestimmung  nicht  mehr  brauchbar  ist,  sobald  m 

m 

keine  ganze  positive  Zahl  ist,  da  das  Symbol  ^Cdann,  wenig- 
stens nach  unserer  Definition  der  Combinationen  mter  Klasse, 
keinen  Sinn  mehr  hat.  Die  Recursionsformel  3]  dagegen  be- 
hält für  jeden  Werth  von  m  einen  bestimmten  Sinn.  Es  ent- 
steht daher  die  Frage,  welche  independente  Formel  statt  2) 
anzuwenden  ist,  wenn  m  keine  ganze  positive  Zahl  ist,    und 
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ob  in  diesem  Falle  noch   immer   die  Formel  3)  zur  rekurri- 
renden  Bestimmung  gebraucht  werden  darf. 

2. 

Nimmt  man  an,  dass  nicht  blos  die  Reihe  1  -}-axa?4"Ö2^*"l~— 
convergirt,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  son^ 
dern  dass  zugleich  a^x  ■{-  a,^x^ -{-  ,..  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  setze  man 
o^  a?  -)-  «a  ^*  +  •  •  •  '^  y*    Man  hat  daher  für  jedes  reelle  m  (§.  57) 

Nun  ist  (§.31),  wenn  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

h  k  k 

/===a?%i+a2^+....)*+*Q>^*+*+^Q?ic*+^+...+*+'"Q?a^^ 
also  da  man,  bei  unserer  Voraussetzung,  das   Gleichheitszei- 
chen brauchen  darf, 

4)        /  =  *Q,/+*+iq9^+^+...-h*+'4**+'+ 

wo  sich  die  Combinationen  auf  die  Elemente  Oi,  a2,..bezie- 

1  1 

hen.    Schreibt  man  daher  ^Cp  statt  ai,    ^Cp  statt  a,,   aUge- 

1                                     11 
mein  ^Cp  statt  a^  so  ist  ys=  ^CpX'\-^Cpx^  j- und  demnach 

12  1111  11 

2  a  2  $ 


+'^h''Cpaf+.... 


Da  nun,  nach  unserer  Voraussetzung,  die  Reihe  4]  convergirt, 
atfeh  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  haben  wir  nun 
als  Werth  von  (l-^y)^  eine  Doppelreihe,  bei  der  nicht  blos 
jede  einzelne  Horizontalreihe  ^  sondern  auch  deren  Summe 
convergirt,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Man 
erhält  demnach  denselben  Werth  wenn  man  die  Verticalreihen 
addirt.     Setzt  man  also 

11  22  T     r  h     k     k      ' 

5)        ^  =  »g3'-Cp  +  '"lB'-C)»  +  ...  +  "'»'C]p=»-2"'»*Q> 

i,r 
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so  ist  für  jedes  reelle  m,  sobald  ajo? -fa,^^ +  • '-auch  wenn 
man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  kleiner  als  die  Einheit  ist, 

6)        (l+aia?-|-..+araJ*'+  ...)•"=  \+ÄiX-\'A2^'^+..-^Araf+... 

übereinstimmend  mit  i)  nur  dass  nun  A^  durch  5)  zu  bestim- 
men ist.  Für  ein  ganzes  positives  m  hat  man  demnach  zwei 
verschiedene  independente  Bestimmungen,  die  durch 2)  und  5) 
dargestellt  werden. 

3. 
Wenn  man  in  Formel  6)  auf  beiden  Seiten   mit  1  ■{-  aiX 
-|-a2«^ -h**«*  multiplicirt,  so  erhält  man 

(1-f-öl^ +  ß2^*+-*--)  =(l+^l^  +  ^2^*+"+-4^^-f-...) 

(1  +  Ox  a?  +  02^?*  +  •  •  +  ^r  ^'^  +  •  •  •) 

und  demnach,  wenn  man 

setzt,  .     . 

7)  Br  =  Ar+  «1  A^^^  +  02  A^^  -f  . . .  +  fl^ 

Andererseits  ist  nach  Form.  5) 

Br  =  S'^+^fßrCp 

Nun  ist  (§.18  Form.  12) 

''Cp=z-[ai'^^Cp+2a2'^^Cp+....  +  (r+l  —  k)a  ^       *  Vp] 

Setzt  man  in  dieser  Formel  statt  k  allmälich    alle  Werthe  von 

4-1* 

1  bis  r,  nachdem  man  auf  beiden  Seiten  mit  "* "'  83  multipli- 
cirt  hat^  so  findet  man 


•"+^»»-Cp=-'"+^g5ra^ 


.  -+^»••4  a=  i"'+^«{«ir^C)>-|-2a2r*4+....+(r-2)a     ."^Cp) 
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r 

r 
Setzt  man  ferner  in  diesen  Ausdrücken 

*+^»  =  m  +  1 


r 
80  fndet  man 

»»+  I 
Ä-  =  — ^-  ra^ 

r  r-l 


I     I      r-2  r-2  ^r-2 


oder 


+  ÜL±imi(r_l)a      'Q, 

r  r-l 

«•+  i 

+  ra^ 

r 

Berücksichtigt  man  aber  die  Formel  5)  so  sieht  man,  dass  man 
statt  dieses  Ausdrucks  auch  schreiben  kann 

also  nach  Formel  7)  ... 


ass 

m  +  1 

tibereinstiinmend  mit  Formel  8) ,  womit  also  die  Gültigkeit  die- 
ser Recursionsformel  für  jedes  reelle  m  nachgewiesen  ist,  so- 
bald die  Reihe  l-f-^i^  +  a2A?^-f  *••  ^^^  gestellten  Bedin- 
gungen entspricht. 

Note  II. 
Zu   S.   44. 

1. 
Wenn  eine  Reihe  mit  nur  positiven  Gliedern,  die  nach 
einem  gewissen  Gesetze  auf  einander  folgen ,  convergirt^  so 
wird  sie  auch  noch  convergiren ,  wenn  man  die  Glieder  in  ei- 
ner anderen  Ordnung  auf  einander  folgen  lässt,  und  auch  den- 
selben Werth  behalten.  Insofern  man  nemlich  in  diesem  Falle, 
je  mehr  Glieder  der  gegebenen  Reihe  man  addirt,  sich  desto 
mehr  einem  bestimmten  Werthe  nähert,  ist  es  ganz  gleichgül- 
tig, in  welcher  Ordnung  diese  Addition  .ausgeführt  wird.  An- 
ders aber  ist  es,  wenn  die  convergirende  Reihe,  von  welcher 
man  ausgeht,  positive  und  negative  Glieder  enthält.  Behält 
man  alsdann  dieselben  und  mit  denselben  Zeichen  versehenen 
Glieder  bei,  lässt  sie  aber  in  einer  anderen  Ordnung  aufein- 
ander folgen,  so  kann  es  seyn,  dass  die  hierdurch  entstehende 
neue  Reihe  zwar  ebenfalls  convergirt,  jedoch  einen  an- 
deren Werth  als  die  ursprüngliche  hat,  oder  sie  kann  auch 
divergiren.  Es  wurde  z.  B.  in  §.  59  nachgewiesen,  dass 
die  Reihe 

convergirt.  Hier  sind  die  Glieder  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  der  Nenner  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist, 
und  so  geordnet,  dass  auf  jedes  Glied  mit  dem  ungeraden 
Nenner  2r — 1  das  Glied  mit  dem  geraden  Nenner  2r  folgt. 
Man  bilde  nun  aus  denselben  Gliedern  eine  neue  Reihe,  da- 
durch, dass  man  die  ungeraden  Glieder  in  derselben  Ordnung 
wie  früher  aufeinander  folgen  lässt,  während  zugleich  nach  je 
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zwei  Gliedern  mit  ungeradem  Nenner  ein  Glied  mit  geradem 
Nenner  folgt  ^  so  erhält  man  die  Reihe 

o^     14.1_1    .1.1       1       .  JL  4._1_     1. 

^       "^  3        2  "*■  5  "^  7  ~  4   •  ■r4r-^"*"4r~l     2r"^  •• 

welche  ebenfalls  convergiren,  ab^  einen  anderen  Werth  als 
die  Reihe  1)  haben  wird.  Ist  nemlich  W  der  Werth  der  ersten 
Reihe ^  also 

80  ist  /im  (1  +  i  -  1  .  .  .  +  ^-1^  +  i;:^-^) 

Die  Reihe  ^^  +  ^  ...  +  ^-^  enthalt  aber  r 

Glieder,  und  ihr  Werth  ist  mithin  immer  zwischen  den  Gren- 

1  1 

aen  r  .  -z =•  und  r  .  ;; — -t  ^^^  um  so  mehr  zwischen  den 

4r  —  1  2r  -}-  I 

l        1        .        1  1      .         .t 

Grenzen  r  .  7-  »s  ->-  und  r  .  —  =  -^r^  eingeschlossen.     Setzt 

4r       4  2r         2 

man  daher 

SO  dass  k  eine  zwischen  -j  und  <^  liegende  Zahl  bedeutety 
so  folgt 

Man  sieht  aber  sofort,  dass  man  dasselbe  Resultat  wküi, 
wenn  man  nicht  bei  dem  Gliede  —  —-  stehen  bleibt,  sondern 

«».  (1  +  I  -  I  .  .  .  +  4jr^3  +  4;r-!rT)  *"'«•• 

/iw  (1  +  ^  —  -^...-f^ o)  betrachtet,   woraus  sich  er- 
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giet^t  dass  dte  Reibe  2]  eine  convergirende  ist  und  den  Werth 
ff  4-  *  hat. 

Aus  S.  59  folgt,  dass  auch  die  Reihe 

')      .-A  +  A-Jr.+-^--^ 

2^       37       47  •       (2r  — 1)^         {2r)^ 

convergirt,  ihr  Werth  sey  W.     Man   ändere   nun   wieder  die 
Ordnung  der  Glieder,  wie  oben,  so  erhält  man  die  Reihe 

4,  ,+i_>+...+_^+  > 


3^       2^  (4r  — 3)^       {4r— l)i        (2rp 

welche  aber  divergiren  wird.    Denn- es  ist 

,.1_1     +_J_.__! L_ 

»  -r    1  1  •••T  1  -|  i  1  — 

3*         2^  (4r  — 3)^        (4r— 1)»        [2rf 

1,11  .1  1 

i  -  -  +  :t  - -r  •  •  • + 


2^         32         42  (2r— ip         (2r)i 

H r  + r  + . . .  + 


(2r  +  l)«        (2r  +  3)^                    (4r— ])^ 
Nun  ist  aber -\ ...  -j >  r  . 


(2rfl)'       (2r+3)^  (4r-1)^  (4r— 1)^ 

1  r^ 

also  umsomehr  >  r . ^   d.  h.  >  -— .    Diese  Summe  wächst 

(4rp  ^ 

demnach  mit  r  tiber  jede  angebbare  Grenze  und    mUhin   da 

1        1     •  1  1      •  r       1 

«^l  +  _ _,..+ _ .)=  W+limX ^ 

3^1      27         (4r  — 1)^       (2r)^  *  L(2r+1)^ 

-|-  j-  + . .  H ~  I  so  muss  die  Reihe  4)  divergiren. 

(2r+3p  (4r— 1)2J 

2. 

Zwei  Reihen,  welche  dieselben,  aber  in  verschiedener 
Ordnung  avfeinander  folgenden  Glieder  enthalten,  haben  den- 
selben Werth,  wenn  sie,  indem  man  alle  Glieder  positiv  nimmt, 
in  eine  convergirende  Reihe  übergehen,  bei  welcher  daher 
der  Werth  von  der  Ordnung  der  Glieder  unabhängig  ist. 

Denn  man  habe  eine  convergirende  Reihe   mit  nur  posi- 
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tiven  Gliedern,  welche  die  Reihe  A)  heisse.  Aus  dieser  bilde 
man,  indem  man  einzelne  Glieder  negativ  nimmt,  die  Reihe  fi). 
Aus  der  Reihe  B)  bilde  man  die  Reihe  (7),  indem  man  die 
Ordnung  der  Glieder,  nach  irgend  einem  Gesetze,  ändert. 
Es  wird  jedoch  hierbei  vorausgesetzt,  dass  in  dor  Reihe  C), 
wie  in  der  Reihe  fi),  die  Glieder,  welche  einen  endlichen 
Werth  haben,  sich  in  einer  endlichen  Entfernung  vom  Anfangs- 
gliede  befinden.  Die  Reihen fi)  undC)  sind  convergirende 
Reihen,  da  selbst,  wenn  alle  Glieder  positiv  genommen  wer- 
den, nach  der  Voraussetzuifg,  eine  convergirende  Reihe  ent- 
steht (vgl.  §.  49).  Hat  die  Reihe  A)  den  Werth  W,  so  heisst 
dies,  die  Summe  ihrer  r  ersten  Glieder  nähert  sich,  bei  un- 
begrenzt wachsendem  r,  unbegrenzt  diesem  Werthe,  während 
zugleich  die  Summe  jeder  beliebigen  Anzahl  darauf  folgender 
Glieder,  welche  R  heissen  mag,  unbegrenzt  klein  wird.  Die 
Reihe  B)  habe  den  Werth  W\  so  dass  die  Summe  ihrer  r  er- 
sten Glieder  (welche,  abgesehen  vom  Zeichen,  mit  den  r  er- 
sten Gliedern  der  Reihe  A)  übereinstimmen]  sich  mit  unbe- 
grenzt wachsendem  r  unbegrenzt  diesem  Werthe  nähert.  Nun 
kann  man  die  Reihe  C)  immer  so  weit  entwickeln,  dass  unter 
ihren  r-^-k  ersten  Gliedern  die  r  ersten  Glieder  der  Reihe  B) 
enthalten  sind.  Hätte  nun  die  Reihe  C)  einen  von  W  ver- 
schiedenen Werth,  welcher  W -}- h  heissen  mag,  so  würde 
die  Summe  ihrer  r-^-k  ersten  Glieder,  bei  unbegrenzt  wach- 
sendem r,  sich  diesem  Werthe  unbegrenzt  nähern  müssen. 
Allein  die  Summe  d^  r  Glieder,  welche  ndt  den  r  ersten 
Gliedern  der  Reihe  fi)  übereinstimmen,  nähert  sich  dem  Werthe 
W'^  die  Summe  der  k  übrigen  Glieder  muss  sich  also  der 
Grenze  h  nähern.  Aber  selbst,  wenn  alle  k  Glieder  das  {po- 
sitive Zeichen  haben ,  so  kann  ihre  Summe  immer  als  ein  Theil 
von  R  angesehen  werden,  und  da  R  bei  unbegrenzt  wachsen- 
dem r,  unbegrenzt  kleiner  wird,  so  muss  dies  um  so  mehr 
bei  der  Summe  dieser  k  Glieder  der  Fall  seyn.  Demnach  muss 
A  =r  0  seyn ,  und  die  Reihen  B)  und  C)  haben  denselben  Werth. 

3. 

Wird  die  convergirende  Reihe,  von  welcher  man  ausgeht, 
divergent,  wenn  man  alle  Glieder   positiv    nimmt^  so   müssen 
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unter  einer  unbegremten  ZaU  ihrer  erste^n  Glieder  auch  un- 
begrenzt  viel  positive  und  unbegrenzt  viel  negative  vorkom- 
men. Wfire  die  Anzahl  der  positiveti  oder  der  negativen  Glie- 
der begrenzt,  so  könnte  man  dieselben  ganz  vernachlässigen 
lind  die  Roihe  mfisste  div^rgiren.  Bildet  man  aus  dieser  Reihe 
eine- andere,  durch  Veränderung  der  Ordnung  der  Glieder,  so 
kaiui  man  voraussetzen,  dass  m  der  neuen  Reihe,  wie  in  der 
ursprünglichen ,  die  Glieder,  welphe  einen  endlichen  Werth  ha- 
ben ,  sich  in  einem  endlichen  Abstände  vom  Anrangsgliede  be- 
finden. Man  setze  ferner  voraus,  dass  die  Ordnung,  in  wel- 
cher die  positiven  Glieder  auf  einander  folgen,  so  wie  die 
Ordnung,  in  welcher  die  negativen  Glieder  auf  einander 
folgen,  dieselbe  bleibt. 

Man  nenne  die  Reihe,  von  welcher  man  ausgeht,  die 
Reihe  Ä),  die  aus  ihr,  durch  Versetzung  der  Glieder,  gebil- 
dete, die  Reihe  B). 

Man  wird  den  Anfang  der  Bntwickelung  der  Reihe  B) 
immer  so  weit  fortführen  können,  dass  darin  alle  negativen 
Glieder,  welche  unter  den  k  ersten  Gliedern  der  Reihe  A) 
vorkommen,  und  keine  anderen  negativen  Glieder,  enthalten 
sind;  seyen  hierzu  k^l  Glieden  der  Reihe  B)  nöthig.  Man 
bezeichne  die  Summe  der  k  ersten  Glieder  der  Reihe  A)  durch 
Aj^f  die  Summe  der  k±-l  ersten  Glieder  der  Reilie  B)  durch 
B^,^    Die  Ausdrücke   Al  und  ß^_^,  werden   sich    also  nur 

dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  der  eine  derselben 
eine  Anzahl  positiver  Glieder  enthalt,  welche  in  dem  anderen 
fehlen.  Nennt  man  die  Summe  dieser  positiven  Glieder  Pk  so 
hat  man  vMuB 

LftastflMNi  nun  k  unbegrenzt  wachsen,  so  sind  mithin  drei 
Falle  zu  unteraebeiden: 

1.  Ist   lim  Pi^  =  0,   so  ist  lim  B        =  lim  Af^^    dann 
haben  die  Reihen  A)  und  B]  gleichen  Werth. 

2.  Ist  lim  Pj^  ein  endlicher  von  Null  verschiedener  Vl^erlh, 
so  ist 

22 


' 
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Am  Bj^,  =.  Ä»  -rfjk  +L  Ito  P* 

die  Reihe  S)  con?ergirt  also,  bat  aber  einen  anderen  Werlh 
als  die  Reihe  ^.  . 

3.  Wächst  Pf,  mit  k  über  jede  angebbare  Gremd,  sd 
divergürt  die  Reibe  B). 

Der  zweite  und  dritte  Fall  sind  schon  oben  durch  Bei- 
spiele erlfiutert  worden.  Ein  Beispiel  des  ersten  Falles  bietet 
die  Reihe 

5)        -  2   +  ^"T+a   ••* •"  2r^2r-l 


im  Verhältniss  zur  Reihe  1).    Nennt  man  letztere  die  Reihe  ji) 
und  setzt  Ä  =2r  so  ist  A^  =  l  —  -^  •  •  •  +  2"Hi  —  b'r 

_         1  1  j_ 

also  Pi  =  —    7   und    Hm  P*  ^  0.     Hätte   man   B... 

"  2r  —  I  *.21* 

l+'--+^-^  +  ^   gesetzt,   so   hätte 

man  sogleich  P;i  =  0  gefunden. 

Note  in. 
Zu    S.  76. 

In  diesem  §.  wurde  nachgewiesen,  dass  es  keine  irgend-^» 
wie  aus  r  zusammengesetzte  Grösse  t^  giebt,  so  beschaffen, 
dass  die  nur  positive  Glieder  enthaltende  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  e,.  ist,  convergirt  oder  divergirt  je  nachdem 
lim  [tr^r]  =  0  od^r  >  0  i^^*  Wohl  aber  kann  man  zeigen, 
dass  diese  Reihe  immer  convergirt,  wenn  zu  der  Bedingung 
lim  [trV^=iO  noch  eine  bestimmte  andere  hinzukommt.  Sey 
tg.  eine  beliebige  aus  r  zusammengesetzte  Grösse,  welche  po- 
sitiv ist,  und  a  irgend  eine  bestimmte  positive  Grösse^  so 
hat  man  die  identische  Gleichung 
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Sey  nun  allgemein 


a  .     a       ^  r+8 

.    r+2  r+2    r+2  r+2  . 


a  a  *+i  * 

so  folgt 

r+1       r+2  r+ii  a  *■+!  r-|-*-l'  ^ 

Ist  nun  lim[trt>r]='0  und  sind  zugleich  die  Grössen  ti^,  ti       ... 

r-|-l 

positiv  oder  Null,  so  ist 

r+1    ^       r+2     '  '        r+k    ^       a 

die  Reihe 

1)  t?i    +   «2  +    .   .    . 

wird  also  convergiren,  wenn  Um  I — ^^J  =  0  und  zugleich 
Im  Ur  ^  0.  Da  nun  Um  [t^  t>r]  =  0  vorausgesetzt  wird,  so 
ist  die  Bedingung  «in  \^~^\  =  0  von  selbst  erfüllt,  da  a 
positiv  (also  nicht =0)  ist.     Die  Bedingung /tm «r ^ 0  führtauf 

«„  \k^Jl±l!:±'  -  «^  1  >Ooder/imr-J^V-— 1=^» 
L  o  a  r+ij—  M»^  .  j)«       «   J 

d.  h. 

lim  r*'*'- 


Man  hat  mithin  den  Satz: 

Wenn  «;  das  allgemeine  tilied  einer  Reihe  mit  nur  posi- 

22» 
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tiven  Gliedern  ist,  und  sich  ein  di^  Gtilsse  r  enthaltender  po- 
sitiver Ausdruck  tr  finden  lässt,  so  beschaffen,  dass  iimtfjc^^sszO 

W   A     iM  ni 

und  zugleich  lim  \ — -" —  i       ( >  0  so  convergirl  die  Reihe. 


Dies  ist  s.  B.  nicht  der  Fall  bei  der  Reihe 

—  +  —'-  + 

wenn  man  tf  =  r  «etzt.     Denn  nun  ist  zwar  lim  \trV^  =  0, 
aber 

0  .  ,  »-+1       ^  ^    ^     log  r  ^  ^   ' 

r+l 

also,  da  sich  — mit  unbegrenzt   wachsendem  r  un- 
begrenzt der  Einheit  nähert, 


-[^-^.]=« 


K^r 


Setzt  man  — *  .  -  =  »»r 

also  M)r  -  '^i%i  =  »•'•e^^, 

* 

so  ist  t  .    x>  .  ^  —  '  I  <.*?  I  «  =  ^*  I  -  ^^   I  « 

r+l    r+l  r+2    r+2  r+l    r+2 

U.   S.   W. 

mithin 

Nimmt   nun  mr  mit  wachsendem  r  ab,    so    sind   die  Grössen 

« 

*  4-1      ^  4-9 

»^+1       »"l-a  ^    i^^ij^g  Brüche,  mithin 


pif.  ifi|. 


"^'  ^."r+t  "♦■  "H-*  +  *r+8   +  •  •  •  • 

Ist  daher  lim  Pr^|>0  so  kann  nicht  lim{x>  ,    +©   .    +...) 

L«l^  J  r+X    '      r+a  '      ' 

sfe  0  seyn,  d.  h.  die  Reihe  1)   muss  dann,  divergiren.     Setzt 
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fr^r  _ 


man  zur  Abkürzung  -^^— ^  =  »,.  so  hat  man  mithin  den  Salz: 


Mf. 


Wenn  «i»[/^iv]  =  0>  ^i^  mr  =  0  zugleich  aberßmii,,>0 
so  divergirt  die  Reihe  1).    Bei  der  Reihe 

_L__  +  _1_  + 

2  hg  2^  3  hff  3 
ist,  wenn  man  Ir  ==  r  setzt,  Um  [<,»r]  =  0,  lim  »»,  =  0  aber 

1  log  r J 

•-  -  toJ7  •  F+l)[%{r+l)-/oi,r]  -  ^^_^,^,^^(i^i) 

= 1    ,,.,y        Nun    ist    lim    [(l   +   j)"^'] 

%   [(1  +  v)l 

=  /<m[{l  +  y.  (l  +  i)]  =  e(§.79),  also  Am»,  =  ~-  >0, 

mithin  die  Reihe  diverg\pnt. 

Hat  man  eine  Grösse  ^  gefunden,  für  welche /tm[^^t>^]  =  0 
so  muss  jedenfalls  eine  der  zwei  Grössen  m^  und  n,.  Null  wer- 
den, da  ir^r  =  m^n^  Nun  }ässt  sich  aber  wirklich  für  jede 
Reihe  eine  Grösse  f^  finden,  so  beschaffen ,  dass  Hmltf.t>^]  =  0 
]wfthrend  zugleich  eine  der  zwei  Funktionen  m,.  und  n^  grösser 
als  Null  ist.  Dann  wird  also  die  Reihe  convergiren  oder  di- 
vergiren  je  nachdem  lim  n^  =  0  oder  Um  i»,.  =  0.  Hat 
man    nemlich    eine    convergirende    Reihe,    so    kann     man 

i^  =  —-2- — i setzen,   dann  ist  lim  [trVr]  =  0 

Um  Hr  =s  0.    Ist  dagegen  die  Reihe  divergent,  so  selze  man 
/    =  — ; ; ;^ ; -,   dauu  ist  wicdor  lim  Lf)^  =  0 

ntr  =  0  also  Hm  n,.  =  q&. 

Diese  Betrachtung  hat  indessen  nur  insofern  Werth,  als 
sie  die  Möglichkeit  zeigt,  in  jedem  Falle  eine  Funktion  t^  zu 
finden,  welche  den  geforderten  Bedingungen  genügt.  Zttr 
Beurtheilung  der  Beschaffenheit  einer  vorgelegten  Reihe  ist 
jedoch  dieser  Werth  von  ir  i^i^'ht  anwendbar,  da  er  das,  wa§ 
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man  finden  Ivill,  bereits  als  bekannt  voraussetzt,  nemlich  ob 
die  Reibe  convergirt  oder  divergirt. 

Note  IV. 
Zu  §.  80. 

Man  kann  auf  Ähnliche  Weise  auch  darthun,  dass  e  nicht 
die  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten  seyn  kann«   Wäre  es  nemlich  möglich  dass  die  Gleichung 

1)  oe*  *(-  6«  +  c  s=  0 

statt  fSnde,  so  dass  a,  6,  c,  rationale  Zahlen  bedeuten,  so 
könnte  man  immer  yoraussetzen ,  dass  a,  6,  c  ganze  Zahlen 
sind,  da  man  ja  im  entgegengesetzten  Falle  erst  die  Brüche 
wegschaffen  könnte,  auch  kann  man  a  positiv  nehmen.  Nun 
folgt  aus  1) 

ae  -^  ce      =  —  b 

und  hieraus,  wenn  man  statt  e  und  e~    ihre  Werthe  setzt, 

+  ^^2  1.2.3'  1.2...^''**'  1.2...y^g+l  (9-hl)te+2)''"  •/ 
Hultiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  1.2... 9  und  setzt 

80  mdsste  mithin  g  eine  ganze  Zahl  (oder  NuU)  seyn.  In  die- 
sem Ausdrucke  ist  aber  —c  oder  c  zu  nehmen,  je  nachdem 
q  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Je  nachdem  c 
positiv  oder  negativ  ist,  nehme  man  daher  für  q  eine  unge- 
rade oder  eine  gerade  Zahl ,  so  wird  der  Ausdruck  ^4^^  c  je- 
denfalls positiv  seyn.    Nun  ist  der  Werth  der  Reihe 

1  l 


*^        ?+i  "^{?+i)(<r+2)"^ 


1 

positiv  und  kleiner  als  —  ($.  80)  und  dasselbe  gilt  (§.  59)  von 
der  Rei)ie 
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Demnach  ist  g  <  .    'Andererseits   ist   der   Werth   der 

9 

Reihe  2)  grösser  als  — p-,  also  auch  g  >   -r-^.    Daher  kann 

g  nicht  Null  seyn.  Da  nun  q  willktihrlich  ist,  so  kann  man 
immer  q>a'z^c  nehmen ,  alsdann  kann  aber  g  keine  ganze 
Zahl  seyn.  Hithin  kann  auch  die  Gleichung  1]  nicht  statt  haben. 
Dieser  Beweis  gilt  auch  noch  in  dem  Falle  wenn  b=tQ 
ist,  d.  h.  es  kann  auch  die  Gleichung 

ae^  -^  c  =  0 
nicht  statt  finden,  oder  auch  das  Quadrat    der  Zahl   e   ist 
irrational. 


Note  V. 
Zu  §§.  122  bis  125. 

I. 

Die  Formeln  35  bis  42  kann    man  durch   folgende  ein- 
fache Betrachtungen  erhalten. 
Es  ist 

v  + 1  =  (.-+  -Ij)  (*+i)  -  (a:-'+-i-,) 

X  X 

'    1 

oder,  wenn  man  a?  -|-  —  =  ti  setzt, 

X 

1)    «-  +  ^  =  (--^+-ii)«-(-"-  +  -^) 

X  X 

also,  wenn  n  =  2 

a?«  +  --  =  II«  —  2 

X* 

wenn  »  =  3 

wenn  »  ■»  4 

oj*  +  1  =  [afi  +  1)  ,i-(a?2+I)  =  „4_4«2^5} 

X^  X  X 

Setzt  man  diese  Betrachtungen  fort,  so  findet  man 
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'  a:"  ^1.2  1  .2  .  3  ^ 

Das  aligemeine  Glied  dieser  Reihe  ist 

AI  ±  «(«— *•— t)  {n—r—2)...[n—2r+\)  ^«-gr 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist|  je   nach- 
dem r  gerade  oder  ungerade. 

Die  allgemeine  Richtigkeit  dieser  Formel  ist  leicht  nach- 
zuweisen. Das  Vorhergehende  zeigt,  dass  sie  bis  ft  =  4  rieh- 
tig  ist.  Man  nehme  an,  sie  sey  bis  zu  irgend  einem  Wertbe 
von  n  richtig.    Setzt  man  n-f-  1  statt  ft,  so  wird  man^  nach 

Formel  1),  in  der  Entwickelung  von  x  ^    -] x"  ^^^  Glied, 


X 


welches  die  Potenz  u       ^    enthftlt,  finden,    indem  man  das 
Glied  in  der  Entwickelung  von  x^  -f~  ~hy  ^^^^^^^  ^^^  Potenz  u 

X 

enthält,  mit  u  multiphcirt,  was  ±i-^- ^ '—^ hi        ' 

W^\  1 

giebt,  und  hiervon  das  Glied  der  Entwickelung  von^      -f~ 


9 


welches  die  Potenz  u^  t=  u         ^^       enthält,    abzieht. 

Um  aber  diesen  letzteren  Ausdruck  zu  finden,  hat  man  in  dem 
allgemeinen  Gliede  A)  statt  n  nun  »--1  und  r — 1  statt  x  zu 
setzen;  dies  giebt 

—  («— 1)  [n—T      1)...  (n  — 2r  f»  2)     «-ar+i 
"*"  1     .     2    .     .     .     (r— 1)  ^ 

der  gesuchte  Ausdruck  wird  also 

~~L      1  .  2  .  3     .  .  .     r      "^1.2...  (r-1)   J^v 

-1.2....     (r-i) [— V ^""^^y 

_^(»4:1)(»  — r)(ii— r>-l) ...(»  — 2r-f  2)     n+i-2r 

t     .     <&     •     o     •     •     .     r  « 

der  Satz  gilt  demnach  für  ii-f-l  wenn  er  fflr  n  gilt*  und  ist 
mithin  allgemein  richtig. 
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2. 

Setzt  man  x  =  cos  a  +  sin  a .  t  also     -  =  cos  a  —  sin  a,% 

so  ist  x~-\ =  2  CO«  a  =  tt,  a?**  +  :^  =  2  co^  na.      Di« 

X  {» 

Formel  2}  verwandelt  sich  alsdann  in 

3)    2co5»a=2*(co«a)*— fi.2      [cosa)    i+T^V^      [eosa] 
.     »(«— r— 1)  (n— r— 2) ...(«— 2r4-l)  -ii-2r  ,         ,ii-2r_ 


•••• 


1     .     2     .     .     .     r 

Ist   n    gerade    =  2r   so   schliesst    dieser    Ausdruck    mit 

2r.(r 1). ...  1 

il  _J —  ■  /■'■'"      er  ::*-  2,  wo  das  obere  oder  untere  Zei- 
1  .2  ...  r 

eben  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  r  gerade  oder   ungerade, 
d.  h.  je  nachdem  n  ^^  ik  oder  =  4i  -f~  2» 

Ist   ft   ungerade  ss  2r  -{-  1    so  schliesst   die   Reihe  mit 

.    (2r+l)r.(r— ]).... 2    ^  ^   ^  ^  .  , 

+L  ^^ \    \ 2  CO«  a  =  ±-2n  cos  a.       Setzt 

1  .  2  ....  r 

man  aber  in  dem    allgemeinen  Gliede  r  —  k  statt  r,  so  geht 

es,  wenn  n  :=  2r  in 

^  2r(r  +  ^-l).  (2^  +  1)  ^^  ,* 

'  1  .  2     .  .  .  .     (r  —  *)  ^         ' 

==  4^  2r  (r+A-  l)(r+*-2) ...  (r-4+2)(r-t+l) g«»^^^,    » 

I  •  iV  •  a  •  •  »nT 

^  2r  fr«— (*-l)>]  [r»  — (*-2n...r„«k,        ,«     , 
~  1     .    2    .     .    .24  ^"'^"^      ®''®^- 

fi  n' 

Setzt  man  r  =  —  also  r*  =  ^  so  kann  man  statt  r^—(A—l]2 

5      w*  — (2*  — 2)* 
auch   ^— schreiben,     statt  r*  —  (*  —  2)*   auch 

n»— (24^4)«  n* 

~^ U.S.W.     Schreibt   man   noch  ^  statt  2r*  so 

geht  B)  in 

n«     11»  _  2»  »a_(2*  — 2)« 


.  • 


-         .  1     .    2    ....    2* *     t*^'*^ 

^.  ^'  (n»-2«)  ...(!»*  -  (2*  -  2)»)  ,         .* 
=  -  1     .    2    .    .    .    2* ^"'""^ 


1 


-I- 


346 

über.  Dividirt  man  nun  in  Formel  3)  alle  Glieder  mit  2  und 
begrinnt  mit  dem  letzten  Gliede^  so  sieht  man,  dass  die  Ent- 
wickelung  von  ^  cos  na  mit   1   beginnt  and   das  allgemeine 

Glied  ±.    — ^ '- — 5 —^ — -^  [casa)     ist,  Oberem- 

stimmend  mit  Formel  39)  des  §.  125.,  aas  welcher  dann  For- 
mel 35)  des  §.  122  folgt. 

Ist  »  =  2r  -f-  1  und  man  setzt  wieder  r  —  k  statt  r  in 
dem  allgemeinen  Glied«,  so  wird  dieses 
1^  (2r  -I-  I)  (r  +  t)  .  .  .  (2t  4-  2)  ^u+l  ^^  ^jtt+l 
1     •     2     •  •  •     (r  —  kj 

(2r-H  l)(r-  A+  1)  .  • ..  (r-{-*)  o«»+lf«„-^«*+» 

I     .    2    ...    2*  +  I)  ^        ' 

„      .            »—1            ^      «4-2*— 1  .  .  ,       «— 2t-f  1 

Nan  ist  r=  -^,r-{-k=  -^ ,  r-*+l  =  —j^— 

ii8 (24—1)* 

also  (r  — *-f-^)  (»■  +  *)  —   -^ ""^  demiMich  das 

allgemeine  Glied 

^  i».(n«-l)(n»-3«)..  .  ««-(2t--l)'  u 

-  1     .    2     .    .    .-.    2*  +  l ^  ('^") 

übereinstimmend  mit  Formel  42)  des  §.  125,  ans  welcher  For* 
mel  38)  des  §.  124  folgt.  Uebrigens  könnte  man  die  For- 
meüi  35)  nnd  38)  auch  direkt  ans  Formel  2)  dieser  Note  ab- 
leiten ,  indem  man  —  x  statt  x  setzt.  Denn  je  nachdem  n  =  2r 
oder  =:2r4-l  erhielte  man  hiemach 

1  1  I    Sr-S 

«^— i^-l«--)         -(2r  +  l)(«__)        +.... 

X 

und  hieraus,  wenn  man  wieder  x  =  cos  a  -j^  sina.i  settt^ 
die  erwShnten  Formeln., 

3. 

Aus 

^m+l  1  1       21II-1  1  2m-3  J 

oder 
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3M+1  1  1  Sm-1  1  Sm-1  I 

2III-3  1 

—  («       + 


8ffi-'3' 
X 


folgt,  wenn  m  =  1 

^'  XX  X  XX 

also,  wenn  m  =  2 

'^^  +  i  =  (*-'-)'  (*'  +  i  +  2(*'  +  i)  -  (^+  h 

X^  X  X^  X^  X 

1  1  ♦  1  * 

=  (x  +  -)  [(X  -  -)    +3(x--)    +1] 

Setzt  man  diese  Entwickelang  fort,  so  findet  man  allgemein 

2111+1  1  ~  1      ,         1   im  1    2m-2 

(2m  — r)  (2m  — r  -  1). ..  (2»i-~2r+  1)  1  2m-2r 

+  1     .     2     .     ,     .    r  l^~a?^         ••••■I 

Dass  diese  Formel  für  m  +  1  gilt,  wenn  sie  für  m  statt  fin-^ 
det,  also  allgemein  richtig  ist,  erhellt  aus  Folgendem.  Aus  4) 
ergiebt  sich 

+   ^HT^    =(x-^)     (X  +  ^^) 

X  X       * 

2m+l  1  2m- 1  1 

fl/  X 

1    2m-|-2-2r 

Das  Glied  mit  der  Potenz  [x )  in   der  Entwicke- 

X 

2iii-fS  1 

Irnig  von  X  +  ~2m4^  erhftit  man  demnpicli,  wenn   man 

X 

1    2m-2r 

das  Glied  mit  der  Potenz  (x )  in  der  Eotwiekelung 

2fii4*l  1  1   2 

von  X         +  ,     mit  (# )     midtiplicirt,    dazu    das 
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1    tai-2r-{-2 

Doppelte    des    Gliedes     mit    d«r    Potenz    (x  —  — ) 

1    8ffi-8(r-l}  Sm-fl  1 

={« )  aus  der  Entwickelnng  von  x         "h"v~j~r 

X 
1    2ffi-8r-|-8 

addirt     und   das   Glied    mit    der    Potens     (x  -^ ) 

X 

I    2(«-l)-8(r-2)  2m-l         *1 

s=  [m )  aus  der  Entwickelang  von  x       -j — j — ; 

X 

abzieht.    Dies  giebt 

(2m-r)(2iii-r-lM2m-2r-f  1)        (2m-  (r-l)(2m-r)....(2ii»-2r+3) 

1.2..    T7  ^      1     .     2     .     .     .    (r— 1) 

_  (2m— 2--(r>-2))  (am— 2-  (r— 2)—  1 ) .  > .  (2m—2— 2(r— 2)+ 1) 

1        .         2     ...         (r  -  2)  ~ 

_(2m-r)(2m->r^l ),..(2«-2r+3)  .(2m-2r+2)(2m-2r+ 1)   2m-r+ 1      . 
~    1     .     2     .  .  .     (r-2y~'  (r  — 1)  r  ""^  r— 1    '*' " 

_  (2m  +  2  — >■)  (2m  +  1  — r)  (2m—  r)  . . .  (2m  —  2r  +  8) 
"■  1     .     2    ....     r  "" 

^  (g(m  4>  1)  -r)  (2(m  +  1)  -(r+  1)) ... .  (2(m  +  1) -2r+  ]) 
*^  1     .     2     ....    r 

wodurch  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Setzl  man  wieder  x  =  cos  a  4-  m  a.i  so  ist  x  —  — 


s  isina.i  und  es  folgt  aus  5) 

co«(2m4-na       ^^       »s«*   21»  2m-2         2111-2  8111-2 

co$a  '  i  \        i         \       i 

oder 

cos  (2m  +  Da  ^21»  8iii  2m-8  2fl»-2 

^^ ^^  =  :t  2      (iina)      ^r (2m—  1) 2        (nna) 

wo  nun  das  allgemeine  Glied 

.    (2m  -  r)  (2m — r  —  1) ...  {2m  —  2r  4- 1)  ^2m.2r  ^  .      2prr9r 
-  1.2...     r— ^^  ^  ('•^^^ 

i0t,  und  dafl  obere  oder  untere  Zeiehen    zu   nelnn^  ist,   je 
nachdem  m  — r  =  2*  oder  =  2*  +  1  ist,   d.  h.  Je  nachdem 
2fli  -f  1  in  der  For»  4*  +  1  oder  4*+  3  enthalten*  ist,      . 
Das  letzte  Glied  erhält  man ,  wenn  man  m  =  r  setzt,  und 
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0»  ist  dfther  ae:  J^ —    ■  ■'"■  ^  =:  U     SetsI  man  in  dem  allge- 

Menien  GHede  r^=zm.^^k  so  geht  dasselbe  in 

^  (m  +  ifc)(m+*-  1)...(8*+  1)  .,«*'  f^  „^«* 
1     .    2    .    .    .     (m  -  *)  ^        ' 

.    (m  +  A)  (m  +  *  —  1)  . . . .  (m  -  *  +  I)  „8*     .     ,«» 

über,  also,  wenn  man  2m  +•  1  :p:n  setzt,  mithin  m  ==  , 

n  +  2ft-l                            «—24+1        . 
m  +  ^  ==  2 '  «I—  *  +  1  = 2 und 

.,  ,        .      „        n*— (2*— 1)« 
(m  +  k)  (m-k+1)  -  L__l 

SO  geht  mithin  das  allgemeine  Glied  in 

1     .     2    ...    2*  ^        ' 

über,  wodurch  man  die  Formel  37)    des   §.  124  und  aus  ihr 
die  Formel  41)  des  §.  125  erhält. 

4. 
Aus 

2m         1  1      ^  2fii-l  1  8m-2  1 

2m        ^  a?^   ^  '      8«-l  2m-2' 

OP        '  X  X 

folgt 

1         1 .  /  .  1 


*  -  .» 


-"-  i  =(*-^^  (*'  +  h  +  ("  - 1^  ^^''  +  h  +  (*  +  ^ 

Auf  diese  Weise  findet  man  allgemein 

2m       1  1        2m-l  1  2m-d  1  1 


X 


2m 
X  '  X  X 

Setzt  man  wieder  x  z=z  co$a  -h  ma.i  so  erhält  man 
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^'^^^  ^  2[«ot(a«— l)a  +  eos(2m—S\a  +...■+•  coi  a] 
sina 

was  sich  auch  ans  Formel  17)  des  $.  Ii7  ergiekt  wenn  omui 

dort  yß  s=z  a^  a  ss=  2a ^  r  ss  m  setzt. 


5. 
Man  hat  auch 

21»  1  1  2III-8  1      ^  2M-2  1 

XX  X 

2III-4  1 

nun  ist 

••  -  i  =  (*  +  ^)  (-  -  \) 

also 

Man  findet  allgemein 

21»  1  I  ]   2m*1  1    2fli-8 

(2m-3)J2m-4)  ^  2m.5 

+  r  .    2      '  ^'''^  x^         +  •  •  0 

Pas  allgemeine  Glied  dieser  Formel  ist 

(2m  —  r  —  1)  .  .  .  .  .  (-2111  —  2r)        _    1   am-(2r+i} 
1     •     •     •     •     r  ji^ 

« 

und  es  ist  leicht,  in  ähnlicher  Weise ^  wie  dies  bei  den  vor- 
hergehenden Formeln  geschehen  ist^  die  allgemeine  Richtig- 
keit dieses  Ausdrucks  nachzuweisen. 

Setzt  man   wieder  x  =  coi  a  -{^  sin  a.i  so  ergiebt  sich 
hieraus 
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sin  2ma  ^--^     ^m-i  2111-1 

"  =   —  1)        2  («tu  a) 

oosa 

m-2      2m-S  2m*  3 

+  (—  1)        2  (2m  —  2)  (m  a)  

■,  m-r-l    am-(2r+l)(2j»~r— 1)..,.(2j»— 2r),  .        2iii-{2r+l) 

+  (-  1)  2  -^j ^— ^-; («««) 

X      •      •      •      •      • 
~i"   •   •   •  • 

und  wenn  man  r  —  k  statt  r  und  m  =  r  setzt,  so  verwandelt 
sich  das  allgemeine  Glied  in 

(-1)       2        — j__-_j-_^  (mo) 

oder,  wenn  man  ifc-|~  1  s*'*^  ^  setzt,  in 

(-^)    '^  1  ....  (2*  +  1)       (""'»^ 

Der  Zahler  dieses   Ausdrucks    hat    das   Mittelglied    r  =  m. 

Setzt  man  nun  2r  ==  n  also   r  =  y  so  wird  (r  +  k)  (r  —  A) 

(«  +  24)     («-2A)        it»  -  2»A»        ...     ^       „ 
=  i — ^ — i  .  — 2 —  =  2»  — '  "'*•'  daher  das  allgemeine 

Glied 

,        *     n.  (n*  -  2«)  (»*  ~  4*) ....  (n»  —  2''' A^) ,  .      2*+i 

(- '^    •        1.2 2^+1—  (*•" ") 

ttb«reiastimmend  mit  Formel  36)  des  §.  123  aus  welcher  sich 
Formel  40)  des  S.  125  ergiebt. 

6. 
Die  vorhergehenden  Formeln  können  noch  in  mancherlei 

Weise  benutzt  werden.     Setzt  man  z.  B.  a;  +  —  =  1   also 

OD 

1  l/3 

x^  —  Ä7  =—  1  so  ist   X  =  -T-  ±i  ^  t,    nun  ist 

2  2      ' 

—  \±Ly^%  =  e     3"(s.ll0)also  — e"»   =^-V*  «nd 

—  fh 

—  e  ^    =  -—  -|-  Y-—  tj  die  zwei  Werthe  von  x  sind  mithin 


1 


an 

—  e*     and    —  e*    nnd  setzt   man    x  =         e'     «o   ist 

L  —  _     — 

«  *     «Iso  nach   Fomel  2)    dieser  Note,    da   nun 

1 

*+  -  =  ^ 

X 

(-i)-(.-^V«"^Ö=i-irco*2?^=i-*+'Y^^- 

^  «(«— r— 1)  (»— r  — 2)....(«— ?f-f  1)  _ 

1.2....r  "*" 

oder 

'  3  11 — o         (ii — 4)(ii  —  5) 

n  *      ~  T72"  *^      1.2.3     "• 

{«-r— 1)  {fi  — r-2)...(ii  — 2r  +  l)    . 


1     .    2    .     .     .     .    r 


•  •  •  • 


Je  nftehdem  nun  n  in  der  Form Qm,  6fii:±il,  6m:t:2,  Om-f-d 

»+^  2iur 

enthalten  ist,  wird{— 1)       2co«    0    =  — 2,  —  1 ,  1,  2,  also 

12      3 
der  Werth  der  Reihe  = ,  0,  — ,  -   seyn.     Ist  n  eine 

ü  H       II 

Primzahl  (abgesehen  ton  der  geraden  Primzahl  2)^  so  kann 
sie  nar  in  der  Form  6m  :±.  1  enthalten  aeyn  ^  folgUob  ist  die 
Reihe  immer  Null,  sobald  n  eine  PriuMEahl  ist.  Z.  B.  iistfi:=rl7 
so  wird  die  Reihe 

14  13  .  12    _    12  .  11  .  10        11  .  10  .  9  ,  8 

2"^2.3  2.3.4+    2.3.4.5 

_  10-9.8.7.6        9.8.7.6.5.4  _  8,7.6.5.4.3.2 
2.3.4.5.6    "'"2.3.4.5.677        2.3.4.5.6.7.8 

—  1  _  7  4.  26  —  55  +  66  —  42  +  12  —  1  =  0 

Setzt    man    x =1    so    folgt  *   =  — "'  .  ^      also 

X  2 

1        1  «L 1/5*  I 

—  = 2 ,  A?  -f  —  =  ]/5 ,  demnach  folgt  aus  For- 
mel 5)  und  6)  dieser  Note 
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2 


7. 

Uebrigens  lassen  sich  diese  Formeln  auch  noch  verall- 
gemeiiiern  und  daraus  mancherlei  merkwürdige  Ergebnisse  ab- 
leitea.    Statt  der  Forrori  1)  z.B.  könnte  man  auch  die  Formel 


nehmen,  aus  welcher ^  der  Formel  2)  entsprechend, 

«-a     n.(» — 3) 


folgt.     Daraus  ergiebt  sich  sogleich,  dass 

[x  +  y)»  —  x"  -   y* 

immer  durch  »(jir  ^  y]xy  theilbar  ist,     wenn  n  eine  ungerade 
Zahl  ist. 

Ferner  da  (jf  +  y)*  =  x^  +  xy  +  y^  +  xy,  also  wenn 

man  «  =  2Ä+  1  setal,  [x+yf'^''^^  =  {x+y)(x+yf^^^^ 

=  (x-^-y)  {**+^+y*+*y)     j  so  wird  wenn  man  jc*-fj:y  j  y* 

=  Aj  xy  =  B  setzt,  die  Entwickelung  von  (A+  B)      =A 

+  (4— p).**"^"''  .  B+  ...+  fi*"^  in  allen  Gliedern  Ä  ent- 

halten,  mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes,  welches  fi^^  =  (xy) 

ist.    D.h.  der  Ausdruck  (jp  +  yf  ^*"''^  wird,  durch  ^v^+A-y+y* 

dividirt,  den  Rest  (jcy)*"''  geben.    Nun  ist  nach  Form.  7) 

2*_2      ,     ,     8(»-8)  ,  {•2*-3)(2*-4) ,     ,„,«(*-»)        T 

— rT"^*"*"*^     +  1.2.3  (^)  (''+y)     — •••j 

dividirt  man  also  mit  »«  +  ipy  +  y«  so  giebt  («  +  Jf)  w« 

23 
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Rest  {xjf)  '  ,  ferner  [x-^y]    "  '  den  Rest  (oy)      u.  s.  w.     Mit- 

bin  giebt  (x^y)        —  («  "h  y         )  rf'i'ch  x^-\'Xy'\-y^ 

dividirt;  den  Rest 

Ist  nun  II  ==  Gm ^  1  so  ist,  wie  oben  bewiesen  wurde , 

1      2*-2,  (2*~3)i24-4)       _       n~3     (fi-4)(n-^5)        _ 
1.2+     1.2.3        -""'      1  .  2"*"  1.2.3       

mithin  wird  (a?  -f"  vT  -*  (^  +  y*)  •'^c*'  durch  «*  +  ay  -|-  y* 
theiibar  seyn,  sobald  n  =  6m^l.  Ist  dagegen  nessem-l-d 
so  ist,  wie  ebenfalls  oben  gezeigt  wurde, 

2fc— 2         (2*~3)  (24  -  4)           _   3^ 
*  TT  "^         1.2.3        n 

mithin  giebt   die  Division  von   [x  -f-  y)"   —  («*  +  ^'•)  durch 

it-i 
3         *-i  -— 

aj^+ay-hy*  den  Rest  n[xy)  (a?+y)  -    M      =3{H-y)(*y)      > 

n 

oder,  wenn  n  =  6»i  -+-  3,  so  ist  [x  -}-  y)*  —  (a?*  +  y*) 
—  3  (a?-f-y)  (^)  *    durch  »*  +  ^+y*  theiibar*). 


Note  VI. 

Entwifkeltig  verscUedeier  Produkte  uid  isuAi  in  Terbinilui^ 

stehender  Reihen. 

1. 
Wenn  der  Ausdruck 


X  =  a?»»  -f"  «1^        +  023?**"    .  .  .  .  +  ö 


n 


wo  «1,  02...  a^  nicht  x  enthalten.   Null  wird,    wenn  x^=^x^ 
ist,  so  wird  x— x^  ein  Faktor  von  X  seyn,   d.  h.  es  wird  X 
durch  x  —  x^  obse  Rest  theiibar  seyn. 
Nach  der  Voraussetzung  ist 

*)  Für  n  =:  6m  rH  1  hat  schon  Gaachj  den  betreffenden  Satz  be* 
wiesen;  man  rergleiche  Comptes  Rendus  de  TAcad.  des  Sciences 
T.  9  p.  362. 
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a?i»  +  ai«!*^    4-  02«?!*"  ... .  H   a„  =  0 
fflso  auch 

Nun  ist  aber;  wenn  r  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet, 

a?'^— a?i^=(«— a?i)(a?      +^i*     -f^i^      ...  +  «i     ) 
wie  man  unmittelbar  findet,  wenn  man  die  angedeutete  Mul- 
tiplikation ausführt.     Es  ist  also  für  jedes  solche  r  der  Aus- 
druck op*"  —  xi^  durch  x — x^  ohne  Rest  theilbar.    Nun  ist 

^  -  »  «-1  «-1  »-2  #1-2 

j[         ar— a?i"  a?      — a?i  a?      — xi 

a?— a?^      «  —  a;*  a?  —  a?*  x  —  Xi  «-i 

also  ist  auch  X  durch  a; — x^  ohne  Rest  theilbar  und  man  hat 

X  w-l  n-2 

zi:  a?         -j-  6i  a?        .  ,  .  .  +  6 

a?— aj^  n-i 

wo  wieder  bi,  bo  . .  >  b        Grössen  bedeuten ,  die  kein  x  ent- 

n— 1 

hatten.  Ist  ferner  x^  ein  von  xi  verschiedener  Werth ,  wel- 
cher ebenfalls,  statt  x  gesetzt,  X  zu  Null  macht,  so  muss  aus 
demselben  Grunde  x — X2  ein  Faktor  von  X  seyn,  und  da 
g'-s^  sich  nicht  durch  x  —  X2  theilen  lässt,  so  muss  x  —  X2 

ein  Faktor  von  x       +  bix       +...-(-  6       seyn ,  d.  h.  es  muss 

X  n-2  n-S 

=Z  X         -f-   Cjü?         .    .    .    .    -f-   c 


[x—Xi]   (x  —  »2)  '     n-i 

seyn,  wo  c^,  .  .  .  c       Ausdrücke  sind,  die  kein  x  enthalten. 

Setzt  man  diese  Betrachtung  fort,  so  findet  man  den  Satz: 

Hat  man  n  verschiedene  Werthe  a?i,  a?2--^n  welche  statt 
X  gesetzt  X  zu  Null  machen,  so  ist 

=  a?        =1 


[x  —  Xi)    [x X2)    .    .    .    {^"^X^ 

oder 

X  =  [x  —  x^)  {x  —  a?2)  •  •  .  (x  -  a?n) 

Hat  man  X  =  a^x^  -{■  (h^  +  •  •  +  «nj  ^^  wieder 
Oq,  01  .  .  .  a^  Werthe  sind,  die  kein  x  enthalten,  und 
bezeichnen  wieder  «i,«2»»»*„  die  Werthe,  welche  statt  x  ge- 

23» 
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X 

setzt  X  zu  Null  machen,  so  worden  sie  auch  —  d.  h. 

«0 

«•  -| »      -f-  •  •  •  +  —  «0  Null  machen ,  also  Ist  auch 

«**  +  —  «       ...-f -J»  =  {«  — «i)  {«— a?2).-.(*  — *J 

und  mithin 

X  =  Oq  [x — xi)  (x — «2)...  (a? — «J 


2. 
Aus  §.  122  Form.  35  folgt,  dass  man,   wenn  fi  eine  ge- 
rade Zahl  ist,  und  (lina)^  =  x  gesetzt  wird, 


1)  cosna  =  1  -j-  aj  «  +  %**  •  •  •  "f"  ^n* 


n 
2 


n 


2  m%  r«.a 


_  n»  (n«  -  2») 


hat,  wo  ai  =  —  r — -,  02  =     ,  .     u.s.w.  ist.     Nun 

wird  aber  €0$  na  Null ,  wenn  man  für  a  einen  der  11  verscliie* 

denen  Werthe  "t^-,  :±.  --.,..  :±.  ^    ^  *     setzt,  d.h.  wenn 

2n         2fi  2fi 

man  Tür   x    einen    der  —    verschiedenen    Werthe    {$%n  — -)*, 

2  ^       2ii'  ' 

(wii  —)....  (s%n  — - — — )  nimmt.     Setzt  man    also  cos  na 

=s  X,  so  hat  man 

X  =  a^x^  -|-  .  .  ,  ,  -j-  fl^aj  -|-  1 
und  demnach,  in  Folge  des  vorher  bewiesenen  Satze^, 
co*fia  =  «»[^ -(««£)']  [*  -  ('»«£)*]••[*  -•('•»^^;--)l 

Setzt  man  a  =  0  und  mithin  «  :=  0,  so  ist  cotna=:  1  und 
es  folgt  daher  aus  der  letzten  Gleichung 

1 


o»  = 


,  .    «  «       ,  .  3»r  »  ,  .  (»— 1)«» 
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2 


SeUt  man  aber  ^  —  [sinjj    =  —  [sin  — )    f\ ^~^  i) 


[sin  ^r-) 


37r.2  ,  .    37r  2 


67t  ,     tJTT  *  /  d?  v 

a?  —  («m  -—)=  —  («•«       )   M ~ — -  \  u.  s.  w.    und    be- 

[sin  -    ) 
^       2n^ 

rücksichtigt  den  Werth  von  a„  so  folgt 
und  wenn  man  wieder  (nn  a)*  statt  «r  setzt 

r       («ifiainr,      (««a)«-|    f  («« g)'     1 

co,«o=  1--— ^  J  1---3--J....  1 — ^(jizrT);^;^ 


y 


a 
oder,  wenn  man  —  statt  a  setzt, 


n 


r  ^""»Mr.  ^""^M  r,    ^""«^   1 

Setzt  man   in   Form.  44  des   $.  76  statt   Gq    den    Ausdruck 
—  «o*)  ^*®**  *o  ^^"  Ausdruck  —  60«  u-s.w.  so  folgt 

wo  wieder  C*  die  Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  den 
Elementen  Oq,  ^o  •  •  •  •  bezeichnet.    Setzt  man  nun 

ao  =  ;^»,  "o  —         ^—2  .  •  .  .  • 

(««2^)  (««2;.) 

1 

SO  folgt  aus  dem  Vergleich  der  Formeln  1)  und  2) 
ai  =^  —  C  d.  h. 

(""2..'        '"""2«'  (""-l^T"' 


1 
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ebenso  ftnde  man  a^  =     ^  '  =C*  u.s.w.    Schliess- 

lieh  hätte  man  noch 


n 

a„  =  (-  1)^  C« 


i 

n 


*,  fiten  j       « 

C^  bedeutet   die  Combinationen   der  y        Klasse  aus  den  -^ 

]         2                       i  % 

Elementen  / \    .  .  .  / ; ir— \    also 


s  1  — 

wie  schon  oben  gefunden  wurde. 


Nun  ist  aber  a^  =  (-  l)^n^n^—2^)  ...[n^- (»-  g)*] 

1  1     .     2    .     .    .    n 

~  ^^      ^  1     .     2     .  .  .    (n-~l) 

Setzt  man  »»—2«  =  (n  +  2)  (n  — 2),  allgemein  »«  —  (2*)« 
=  (n-\-2k)  (n  — 2ft),  so  dass  der  letzte  Faktor  des  Zahlers 
in  («  +  n  — 2)  (n— (n— 2))  =  (2«  — 2)2  übergeht,  und  be- 
denkt man,  dass  alle  diese  Faktoren,  wie  fi,  gerade  Zahlet 
sind,  so  findet  man,  wenn  man  die  Faktoren  nach  ihrer  Grösse 
ordnet, 

n  n 

''•  -  rT2T:..(n-  1)  ^    ^^  -  ^    ^  ^' 

2 

und 

K\        f  '     ^x*    /  .    3nr  »  ,  .     (n— IW  «  1 
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3. 

Aus  Formel  37]  des  §.  124.   ergiebt  sich  ebenso  für  ein 
ungerades  n 

»-1 


cos  na 
cosa 


=  1  -{-  bi9  +  ^'i^^  +  •  •  •  +  *ji-i  * 


2 


wo  wieder  «=(««  a)*  und  6i  ==  —  - — — ,  ftgiz:^— — '  ' 

U.S.W,  ist.    In  diesem  Falle  wird  cos  na  Null,  wenn   man  für 
a  einen  der  n  —  1  verschiedenen  Werthe 

-f.     i*      4-  ??  -H    (»  — ^)^ 

~  2«'  ~  2ii        '  •  ~       2ii 

setzt.     Die  Wiederholung  der  vorhergebenden  Betrachtungen 
zeigt  also  dass 

cotna      .      r      .  .    ^  vh  r      /  •  ^^\*i     f      /  •  {*— 2)^xh 


cosa 

2 

und 


6».i  ={-!) 


2 


l 


^  x\  •   37r  a        .    (n— 2)nr, 


a 


2  (««2^)    («»2„)...(««      2„ 

woraus 
cosfia 


oder 


(**"2,>-"-      ('*»2^'-'     •-       (""-21^) 


folgt,  und  wenn  man  —  statt  a  setzt , 


(«tn  — )  1  r    [sin  — )  l     r        (««  — ) 


^      2«'       •   ^      2«'  ^         2»     ^ 

* 

Man  findet  ferner,    dass  —  Aj  d^n  Gombinationen  ohne  Wie- 


am 


derbdung  cor  ersten  Elaste   aus   den   Eleaienlen   


n    «' 


1  1 

'•y  i  '  •  •  _«. — 2  R'®'*''  '''i  'ebenso  62  diesen  Com- 


<'*»2»)  ^-2i-) 


»-1 


binationen  zur  zweiten  Klasse   u.  s.  w.    zuletzt  (—  1)  «    6,^^ 
diesen  Combinationeo  zur  Klasse^  also 

8)     !^!=:1 L_  +  _J__    +       1 


(««2^)         {««2-)  {'«4^) 


und 

f»-i 


also 

ff  »         3»  2  .    (»— 2)«»         1 


4. 

Mit  Beibehaltung  derselben  Bezeichnung  findet  man   aus 
§.  123  Fornu  36)  für  ein  gerades  n 

fi-2 


stn  na 


n  sma  cos  a 


==    1  +c^»4-C2«*..+  C^2   *  ^ 


8 


•    •    • 


1.2.3'^  1.2.3.4.5 

^  («'-2')...  .[«'-(,-2)»]  V' 

V       ^ (»-')         ^ 

Nun  wird 

— ; =  0,  wenn  a=:rt  — ,^rL  —    -*- -*-  ^ü zfl 

«»«  '  2ii'        2«'— 2» 2n 
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während  00.?  (I   einen    bestiminten   Werth    annimmt,    also    isl, 
wenn  «>'  2, 
»in  na  f      ,  ■  2«  *![      /Kl     T      ,  •  MK*! 

2 

da  aber,  wenn  man  a  =  0  setzt,  auch  a?  =  0  ist,  während 

dann  cos  a  =  I  und  -^ —  =  n  (§118  Form.  28),  so  folgt 

tma 

1 


(- 1)'  («» 2ü^  (**" 2n^ ^    "2;;^^ 

also 

»Xoco.a'=   *"',T2;V     '~,~4^^*  ■■  ■   '~   .  («-2)^^ 

a 
Setzt  man    wieder  für  x   seinen  Werth  (sin  a)^   und    dann  — 

statt  a  so  findet  man 

[(Im     )    -ir    (*m     )    -1     r       [sin—)      -i 
„«„-.-..-         (m2^)JL    («„_)J    L    (««-2;^)-' 

Im  gegenwärtigen  Falle  ist  —  c^  die  Summe  der  Combinalio- 
nen  erster  Klasse,  ©2  *®   Summe   der  Combinalionen  zweiter 

.    271  »  ,  .     («— 2)7r,^ 

Klasse  u.s.w.  aus  den  Elementen  (stn  ^)  [stn  -  2n~' 

also  namentlich 

Nun  ist  c^  =  (- 1)  «   . ~  .     1.2 {„_!)      «'""^' 

2 

wie  aus   dem    in    §.  2    gefundenen    Werthe   von   a^    folgt, 

2 
n-2       »-1 

—  2 

c„.2  =  (— 1)  2  .  ,  also,  wenn  n  >  2 


1^  s^     JMS  .>■■    ^^m   ' 

2b'  2»'  te      ' 


f  ir  e»  lafti  ■  ii*  j  •  enpcfei  üA  am  %  Iti  ¥i 


i 


B 


^  1.2.3'  •*  1.2.3.4.5 

.         («*-i; '«»—3*.... '«»-'._ ?«5        ~ 

HieraM  fotgt  »jeder,  wen  •  >  1, 
oad 

Aoeb  Cndel  man 


and 

'•"  ,:.  -  ««^ -Sm-^  S>'- •  •  •  (* '-^)" 

5, 

Man  kann  nnn  die  Frage  aufwerfen,  was  aas  den  For- 
meln 3),  7),  10),  13)  wird,  wenn  man  n  anbegfrenzt  wachsen 
läHi.  Betrachten  wir  zunächst  die  Formel  3).  Wenn  man  die 
Reihe  für  «in«  {§,  95  Form.  5)  in  der  Form 

<p  1.273  "'■  rx.5  ~  rxT?  •  •  *  ■ 

schreibt,  und  bedenltt  dass  diese  Reihe  convergirt,  so  sieht- 
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siti  (c 
man,  dass  bei  unbegrenzt  abnehmendem  x  sich    un- 

X 

begrenzt  der   Einheit    nähert,    was    durch    lim  C )  =  1 

ausgedrückt  werden  soll.    Nun'^ist 

na  ,     a         n 

stn 


0 

a 

a 

8%n 

9m 

n 

n 

n 

a 

stn 

2n 

n 

2n        n  n        2n       2a 


n      n  a  n      n 

2n    2n  n  2n 

Lässt  man   also   n  unbegrenzt   wachsen,   so   dass  -    und  — 

'  «  2» 

a  n 

/*"  ~\               /^^  2  \ 
unbegrenzt  abnehmen,  so  ist  lim  f )  =  1,  Hmi )  =  I  j 

n  2n 

(n>        2a 
J  =  — .     Auf  dieselbe  Weise  findet  man. 


-"2« 


a 
.9%n 


(it  ^         9/1 
— —j  :=  — .     Demnach  ist 


kn^         kn 
a    2 

i2 


2» 


a    2 


2n 

Aber  dies  berechtigt  uns  noeh   nicht,  das  Produkt  aller  Pak- 

2«  a*  2*  a* 

toren  1  —  — r- ,  1  —  ^„    >  u.  s.  w.   als   die  Grenze   der  in 

fr*  3*7r* 

Formel  3)  enthaltenen  Paktorenfolge  anzusehen.    Dieser  Schluss 

wäre  richtig,  wenn  die  Anzahl  dieser  Paktoren   eine  endliche 


: 
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wäre;  er  ist  aber  nicht  richtig,  weil  bei  unbegrenzt  wachsen- 
dem n  auch  die  Anzahl  dieser  Faktoren  unbegrenzt  gross  wird. 
Hat  man  nemlich  m  Ausdrücke  A,  B^  C,  .  .  ,  welche  bei 
unbegrenzt  wachsendem  n  bezüglich  in  Oq,  Öq,  Cq  .  .  .  über- 
gehen, so  dass  lim  A  =  Gq^  lim  B  s=  60,  lim  C=CqU.s.  w. 

und  setzt  man  daher  il  =00  +  ^1 9  A  =  6o-f'^i9  ^=^o~f-^i 
U.S.W,  so  müssen  ^i,  ii,  Ci  ...  Grössen  seyn,  welche  bei 
unbegrenzt  wachsendem  n  unbegrenzt  abnehmen.  Setzt  man  nun 

ABC  .  .  .  =:  (00+  ai)  (60  +  ft))  [co  +  ci)  .... 
so  hat  man  (Kap.  3] 

M  m  m 

ABC  .  .  .  =  OK  +  'F  +  »F  +  .  .  .  . 

wo  V  die  Variationen  der  mten  Klasse  zur  Summe  k  aus  den 
Elementenreihen 

ÖO      Ol 

60    fti 
u.  s.  w. 

bedeuten ,  so  dass  die  Elemente  in  jeder  Form  Faktoren  sind. 
Demnach   ist  ^V   das  Produkt   der  Faktoren   a^,  60»  ^0  •  •  • 

m       m 

In  ^Vy  *K  U.S.W,  aber  enthält  jedes  Glied  einen  oder  meh- 
rere Faktoren  aus  der  Reihe  ai,  61  .  .  .  Jeder  dieser  letz- 
teren Ausdrücke  hat  also  einen  unbegrenzt  kleinen  Werth, 
wenn   die  Grössen  ai ,  &x  >  •  •  •  unbegrenzt  klein  sind.      Ist 

m  m 

demnach   m    eine    endliche    Zahl,    so    ist    ^K  +  ^K  + 

die  Summe  einer  endlichen  Zahl  unbegrenzt  kleiner  Aus- 
drücke,   mithin    diese   Summe   selbst    unbegrenzt    klein    und 

m 

Um  (ABC  ...)  =  ®F  =  0^60^0  •••  •     Is*  dagegen  m  un- 

m  m 

begrenzt  gross,  so  kann  lim  {^V  +  *r  -f-  . ..  .)  als  Grenze 
einer  aus  unbegrenzt  vielen,  wenn  auch  unbegrenzt  kleinen 
Gliedern,  bestehenden  Reihe  einen  endlichen  oder  gar  unbe- 
grenzt grossen  Werth  haben. 

Nichts  destoweniger  lässt  sich,  wie  folgt,  beweben,  diss 
in    der  That  die  Gleichung 

cos  a  =  (1  _  -^)  (1  -  ^  (I   ^  ^  .  ,  .  .. 

statt  hat. 


\ 


i 
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6. 

Aus  (S.  95  Form.  4  und  5) 

x^       ,  x^ 

Hn  X  =  X  —  ,    ^    ^  + 


1.2.3    '     1.2.3.4.5 


•  •  •  • 


a?'  x^ 


X  cos  X  ziz  X  —  -^—^  + 


1.2  ^  1.2.3.4     •      • 

fol^ 

a?5  ,      1        a?5         1        a;7        ]        a?^        1 

ma.--*co,*=-(l-3-)-j-^(l_g-)+--g(l-y)-— (l-^-)... 
«5      2  *«      4    .      «7      6  ;c9       8 


+ 


.... 


~  1.2'  3        1...4'  5  ^1...6"  7        1...8'  9 

In  dieser  Reihe  sind   die  Glieder  mit   abwechselnden  Zeichen 

versehen.     Setzt  man  nun  ^  ^  i  >  so  ist  offenbar  jedes  Grlied 

kleiner  als  das  vorhergehende.     Es   ist  daher  (vgl.  §.  97]  un- 
ter dieser  Voraussetzung 

*       .  _     A?5        2  a;5        4 

8%n  X   —    X  ÖOS  X  !>   :; —   .   —   —   •  — 

-^  1.2      3         1..4      5 
d.  h.  wenn  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  I    enthalten    ist, 
so  ist 

sin  X  ^  X  cos  X 

n 

und  da  ^   <;  1   {§.  97.  99),  so   gilt  dies  umsomehr  für  die 

Werthe  von  x^  welche  zwischen  0  und  —  liegen. 
Aus 

MM       «•  J[?3  Cß^  X^  X^ 

—   1    _   ._? (\ f__\ Z fl  _  A_\ 


X 


1.2.3  '  4.5'         1.2. ..7  '        8.9' 


sifi  X 
folgt  auch  noch ,  dass  <  1 ,  wenn  x  zwischen  0  und  1 

X 

liegt,  also  umsomehr <1  l,    wenn   x   zwischen    0   und 

X 

7  Hegt. 

Nun  kann  man  statt  der  Formel  12)  des  §.95  auch  schreiben 

sin  y 
sin[x  -f- y)  =  «m  jp  COÄ y  -j-  cos  x,y , 

demnach  ist 
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,   ,     .    K      xsinxll — cosy) -\-y(9inx  —  xcoMx -) 

smx      stnix-^-y)  ^  ^  ^t     9\  ^     / 

X  x-\-y  «  (« .-|-  y) 

ff 

Ist  nun  0  >  0  und  zugleich  x^  ~  so  ist,  wie  so  eben  be- 

wiesen  wurde, 

9m  X  ^  9  cos  X 

n                       <üi  y 
ist  zugleich  y  >  0  und  y  ^  -^  so  ist   auch  <C  1  a'«o 

umsomebr 

m  y 

sm  X  '^  X  cos  X 

y 

und  daher  y  [sin  x  —  x  cos  x  -)  positiv.     Nun   ist  auch 

y 

X  sin  X   (I  —  cosy)    positiv,     folglich    auch    die    Differenz 

sinx         *««(*  +  y)       «r  ,  •     u       A        A    ^        j 
\  '    "',     Wenn   also  x  zwischen  0  und  —  und 

X  X  -^  y  4 

n 
[x  -|-  y)  zwischen  0  und  y  enthalten  ist,  so  ist 

ißv  sin  X        sin  [x  -^  y) 

tt>)  ->  -^ i 

X  x-\-y 

Dieses  Verhftltniss  findet  aber   auch   noch  statt,   wenn  x  und 

n  n 

d?  -{-  y  zwischen  -^  und  ~  liegen.    Man  setze  nemlich  in  die- 
sem Falle  «  =  -j  -j-  «^   und  •  +  y  =  —  -|-  ari  -j-  y*  so 

dass  mithin  x^  und  x^  -|-  y^   zwischen  0  und  -j-  liegen,    so 
wird  man  auch 


17) 


««  ( J  4-  *')      «*»  ( J  +  **  +  >*) 


J  +  «>  j  +  «'  +  »' 


haben.     Setzt   man  nemlich  in  Form.  12  des  §.  95  ^  -|-  x^ 
statt  X  und  y^  statt  y  so  erhält  man 
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also 

«»■«  (4-  +  «')      «»  (j  +  «'  +  y') 


4f  +  *'  4^  +  a?»  4-  y* 

(^+Ä:»)«$n(^+«»)(I-co«jf»)+l''««(J+a'')-(f+«V»(j+ir»)»i«y' 

(|  +  «')  (f  +  OJ«   +  »') 
Setzt  man  aber  in  Form.  11)  und  12  des  $.95  x  =  x^,  ^^^T 

jtr  «r  1 

und    berücksichtigt,    dass    9%n   -     z=.   cos   -j   =  -y-     {§.   99 
Form.  27)   so  findet  man 

«»h +A*)=-r-(mx'+co*x^);  co*(— +jc*)=-^-(coÄaj*-sfnÄ?^) 
Demnach  ist 

jV^  tfV  ^^ 

jf«  «in  {-j    +  **)  —  (4    +  *')  CO»  (^   +  *')  m  y^ 

tr  TT  iMfl  «f  ^ 

=  -^  [m  x^  +  CO«  a?i—  (-  +  Ji?>)(ca«r^-«mji;i)— ^] 

|/2.  y'  ^  4       y«     ^ 

+  (4  +  *') "« *'  -^] 

Dieser   Ausdruck   ist  positiv,    da  tin  jp'  >  *'  co<  «^  ?- 

.    ^  11  -       TT   *•»  y'       ^ 

und    -    <  1  also  um  so  mehr r-<l»    Nun  ist  ausser- 

4  4       y* 

dem  1  —  co«y^  positiv  ^  also  die  Differenz 

sin  (-  +  x"^)        sin  (-   +  ar^  +  y^) 


j  +  ^*  J  +  ^'  +  y' 


positiv,  wodurch  die  Richtigkeit  der  Formel  17)  bewiesen  ist. 


S«6 

Der  Werth  von nimmt  demnach  fertwäkrend  ab,    wenn 


...       TT 

2 


i  X    von  0   bis  —   zunimmt.      Ist   also    x  -^  ff  ^  ^    so    ist 


0 
n 

2 


Mfi  — 

sin  (x  +  9)  ^         2  .     n 
5^ -— ^  >  ,  also  da  «in  —  =  1 

X  +  y  ^    '  2 

sin  [x  +  y)  2 

X  -j-  y  n 

oder 


sin  (ä?  +  f)         2 


und  um 

SO  mehr 

X  -\-  y        sin  X  ^  n 

sin  (x'  +  y)  '      x     "^2 

d.  h. 

sin  X            n         x 

18) 

>- 

sin[x  +  y)^  2   '  x  +  y 

und  zugleich 

nach  16) 

sin  X                   X 

19)  .  7  *     ^  > 


sin  (a?  +  y)         :»  +  y 

7. 

Bezeichne  nun  k  irgend  eine  bestimmte  ganze  positive 
ungerade  Zahl.  Man  zerlege  das  Produkt  3)  in  zw«i  Fakto- 
ren^ der  eine  sey 

[sin —     TT            sin —      n       r  sin —    *-\ 

MM  J     L  M« J  i-  M«t  . J 


der  andere 


2»  2n  2n 


a        ^  .     a        *  .     a       ^ 


[«tn  —         ir         ^n  —         -1     r  *ifi  —        -1 

2n  in  2« 


3S» 

Es  ist  also  zu  untersuchen  was  bei  unbegrenzt  wachsendem  n 
aus  dem  Produkte  PP^  wird.     Insofern,  nun,  wie  schon  oben 

,     a 

(9tn 
— ^ — t  stz    -    U.S. w.  ist,  so  hat  man,    . 

«« ^      "  ...  I 

da  k  eine  endliche  Zahl  ist, 

/«»P  =  (l--;^)(l-3^)...(l-.i^.) 

Wie  gross  nun  aach  ipmer  a  sey,  so  kann  man  sich  die  Zahl 

j    ,  ^  ^  (*  +  2)^    ,       a        (*4-2W 

i  so  gross  denken ,   dass  a   <  ^ — '  also  —  <  ^^ — - — -  , 

/-«      .  n .  2ii 

sobald  mithin  n>*  +  2  'st      "^     -  <   -   und   um  so  mehr 

<  — .    Nun  muss  aber  in  der  That  n  >ä+2,  n'>k-\-i 
II  2 

U.S.W,  vorausgesetzt  werden,   da  der   letzte  in  P^  er8ciiei«4> 

sende  Faktor  den  Ausdruck  sin  — ^  ■  ■       enthält.     Aus  Foraa 

2n 

19)  folgt  hiernach 

a 
8%n 

n  ^  2a 


•wi  — 


2n 
und  aus  Formel  8) 

sm  —  ^ 

'     »  ^   ^  2a  ...      ^ 

<  -   .  .-    ,   .T—  d.  h.  < 


.    (*  +  2)7r  ^   2    •  {kir%)n    *    *  "^  A  +  2     . 
In  derselben  Weise  findet  inan 

«»» —  _ 

u  2« 


a  *  •'   'i 


•  "•*  -f  4 

und  schliesslich 


24 


. 


.      iß-l]M^    (■  — 11* 


Deamch  itl 

mm  -         * 
I  -  (     *""       ^     >  I ?^ 


«Im 

i 


M>  — = 2'«' 


2-  <   1  - 

■ÜMa.wemi  aa« 

••  =  <^  -  {4  +  2)«'  (^  ~  (*  +  V  "*"  ^*  ~  (n-  1)«^ 
seist;  so  ist 

p'  <:  R 

>  r 
wie  gross  immer  n  sey. 

Nan  ist  il  nur  die  Fortsetzung  der  Faktorenfolge 

2»a*  2*a«  2«a«  2«  a* 

and  r  die  Fortsetzung  der  Faktorenfolge 

a*     .         a*  a* 

B)        (l-p)(l  -  55O...  ..(1  -j^) 

Die  Produkte  A)  und  B)  sind  aber  beide  convergent,  wenn 
msn  sie  sich  als  unendliebe  denkt,  und  haben  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Werth/wie  sowohl  ausKap.  12  §.  134 
als  f.  136  folgt;  da  die  Reihe 

*   i-  3»  i-  6»  +  •  •  •  • 


_ — JJ^- 


«1 

oon^rergirtr  ($.  61).     Demnach   mtlsuien,  wemi  k  und  n  unbe* 

grenzt  wachsen,  die  Gleichungen  lim  R  ==  l ,  lim  r  =  \  staU 

finden,  also  aijich  Wm  P*  5»  1 ,   es  kommt   also  je  mehr  man 

k  wachsen  lässt,    der   Werth   von  coß  a  d^m  Werthe   you  P 

desto  näher,  oder 

2*«^            2^a^           22/1^ 
20)       cosa  =  lmP={l -)  (l-t_r.)  (1^1-^] 

Dieselbe '.Gleichung  findet  man  auch   aus  Form.  7)   wenn   man 

a 
bedenkt,  dass  lim  cos  —  z=z  cos  (O)  sa  1  ist. 

n  ^  ' 


Sokreibt  man  iiii  der  Pornnel  18)  statt  -^  den  gleich-« 

nsin  -- 
n 

(1) 

»elteildett  Awaruck  — ^-^  ^^ — ^, und    iflsst  n 

^    «     .     a  a       ,     a 

a.^  stn  —  sm  — 

an  n 

unbegrenzt  wachsen,  so  ist  ($.  5  dieser  Note)  « 

(^) 

lim  — -  =  1 

sm  — 
n 

sin  a  sin  a      ^ 

also  lim =  .     Ferner  ist 

a  a 

n  sin  — 

n 

,      a 

sm  — 

,.  na. 

Im —  =  - 

In         n 


sm 

sin 
lim 


2n 
a 


n 

a 

sin 

2n 

u. 

8.   W. 

24« 


37t 
Wiederholt  man  also  die  obigen  Betrachtangen,  so  findet  man 

21)   m«  =  «(i-^;)(i-.^,){i-3^,)..:.. 

und  dieselbe  Gleichung  folgt  auch  aus  10),  wenn  man  wieder 
berücksichtigt  dass  lim  co#  —  ;=  1. 

Die  Faktoren  in  20)  sind  in    der  Form  1    —  ,,.  .    ,,o~^ 

'  (2/  -|-  1  )*ar^ 

2^o» 


enthalten,  man  hat  also  cos  az:z  0  wenn  1  —  ,^,  .    ..„-^  ==0 


n 
also  a  SS  ±_  (2/  -f  1 )   - ;  umgekehrt   folgt  aus  20)  dass  cos  a 

für  keine  anderen  Werthe  von  a  Null  werden  kann.  Ebenso 
ergiebt  sich  aus  21)  dass  sina  immer  und  nur  dann  Null  wird, 
wenn  entweder  a  =^  0  oder  a  =  ±-  jir.  Diese  Resultate  stim- 
men mit  den  in  §.  99  gefundenen  überein. 

Uebrigensi  könnte  man  die  Formel  20)  auch  aus  der  als 
bekannt  vorausgesetzten  Formel  21)  ableiten.  Dean  aus  Form'. 
12)  des  §•  95  folgt,  wenn  man  d9  =  y  s=  a  setzt 

nn  2a 

2  9%na 
Nun  ist  nach  21) 

2*a*  2*a2  2*a*  2*a* 

m2a  =  2a[l-—)  (i-^)  (l-^^)  (1-^-^) 

2m«=2a(l-«')(l  -  ^^) 

Dividirt  man   die  erste   dieser  Gleichungen  durch  die  zweite, 
so  findet  man  das  Produkt  20). 

9. 

nur 

Setzt  man  a  =z  ~—  so  erhält  man  aus  Form.  20)  und  21) 

22)        cos  7  =  (1-"^)  (1  -5?-)  (1  ^  ^) 


«  mn  mn     ,^  m'  ,  ,,  fw*  \ 


•  «  •  •  • 


d73 

^  »W  ...       WITT  .       ^  .       ,  .    rto\ 

Setzl  man      =  I  so  ist  sm  -  =  m»  —  =  i  also  nach  ^d) 

oder 

>r  1 


Da  nun  allgemein 

1   _     L  _  (^*)'  --  ^  ^  (2*  ^   t)  (2*  +  1) 
(2*)»  ~       2«*«  2»*» 

so  folgt 

;r  22  4^  6^  8« 


•  •  • 


2~1.3'3.5'5.7*7.9 

oder 

n         2       2       4       4^      6^      6^ 
**)       2    =  T  •  y  •  äT  '   5   •    5   •   7    •  •  •  • 

Dieses  merkwürdige  Produkt,  vermittelst  dessen  man  die  Zahl 
ff  berechnen  kann,  nennt  man  das  Wallis'sche,  nach  dem 
englischen   Mathematiker   Wallis   (gest.  1703)   der  es  zuerst 

gefunden  hat. 

m  1 

Setzt   man   in  23)  statt   —   den  Werth  —    so  ist 

«MF  TT  1 

««  2„   =  "**   4  =  j72 
also 

1    •          (2«*-l)  (2»*+  1)  .  . 
Da  nun  allgemein   1  —    ^„a  ^  4  =  ~ 4»ä* ' 

80  folgt 

jr  _     1        4.48.8-     U  .  12 
^^^         Ä  ~  pi'  3T5  •  7  .9  •  11  .  !3  •  •  •  •  • 
_\/'2     4.4     8_.  8     12  .  li 
~  "T  •  3T  5  ■  7^  9  ■  U  .  13  •  *  '  ■  ■ . 
also 


l/'z 
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3.5     T  .  9      11  .  13 


2   ■  4  .  4     8  .  8  ■  12  .  12  ■  *  ' 
setzt  man  nun  statt  -^  seinen  Vferik  ans  24)   so    ergiebt  sich 


2 
hieraus 

2.2     6.6     10  .  10 


26)  |/'2  = 


1  .  3  ■  5.  7  ■     9  .  11 


•     •     • 


oeizt  man  —  =  —  so  ist  ^n  :r-  =  9%n    -  =  co^  \-= -^J 

=  C09  ^  =  ^  (§.  110).      Demnach  folgt  aus  23) 
o  2 

oder  wenn  man  mit  3  multiplicirt 

»  _  3      6.6     12  .  12      18  .  18 
^  '  T  ~   2^  •  5".^  •  m  13  •  17  .  19  •      •  '' 

Man  sieht  aas  dem  Vorhergehenden,  wie  man,  sobald  für  ir- 
gend einen  Werth  von   jr-  der  Werth  des  Sinns  bekannt   ist, 

Mi 

n 

yermiüelst  der  Formel  23)  einen  Werth  von  —  finden  kann. 

^  1 

also  wenn  man  in  22)  statt  —  den  Wertb  -^  setzt, 

l^_n-iwi  -  -!-)(i L_^ 

2    —  \»        3»;  l'        3»_  3»/  l»        5»_.  3»J 


•     •     •     • 


woraus 

*®^      »^ **  -  T  •  3V3  •  9T9"    i5:T5  "  •  • 

fol^. 

Setzt  man  m  *=  2  und-  dann  M  =  1  so  folgt  aas  23) 

.  2»      in  a«  2»  . 

Stn  ^r—   =   ;.r~   (i    —   Ki~~o]   l*    —   Tö~o;   •   •    •   • 

2»         2»  ^  2*»*'  ^  42»*' 


stn 


n  n 


\       ..  1 


""    9«    (*  92«a)    (*  d2«2)    •    •    •    • 


2«        2n  ^  2'^n»'  '  4*ii» 


nun  ist  $%n  _     :=  2  sin  ^-    co« 


2n  2n  2n 

also 

SffI  ^~ 

29)    cc^ - 

Setzt  man  in  dieser  Formel  n  =:  ä  so  findet  man  ein  ande- 
res Produkt  fttr  ^/'S  nemlich 


_  2'»n»— 2     l^j»"— 2P  •'B»«»— 2« 
~  2«»äin  •  4«i»^T^  •  6»«»— 1    •• 


,Ao        „      4'.  8     10  .  H      16  .  18. 
30)        i/-3  =  2.— ^.jL.j__, 

Setzt  «an  n  :v  2  so  findet  man. wieder  die  Fori^iel  Z^)  . 

Aus  §.  138  folgt  übrigens,  dass  man  jedes  der  gefunde- 
nen Produkte  in  eine  gieichgeltelide  Reibe  verwandeln  kann, 
sowie  ifi  einen  Kettenbrticb  ($.  1160].  { 

10. 
Da  die  Formeln  35)  und  36)  des  $.  122  u.  123  ihre  Gel- 
tung auch  noch  behalten,!  wenn  man  ai  statt  ajsetzi  (|.  129), 
so  behalten  auch,  wie  leicht  zu  seigen  ist,  diej  oben  gefun- 
denen Formeln  20)  und  21)  noch  in  diesem  Falle  ihre  Geltung. 
Da  nemlich  das  o?  in  Formel  2)  gaez  «iihfealiauiil  ist,  so  oius^ 
was;  »HCb  x  be(^ute,  diejMultipIikatioti  ider  darin  verkommen- 
den! Faktoren  wieder  dieiR«ihe  der  form«!  1)  geb^n.  Setzt 
«80  aber  »  ^^  ($m^^,  so  fekt  diese  Reibe  in  cos  nm  üb^r^ 
4ind  nuM  Hat  dtlier  auek 

,     ai  ^  ai  ^  m  9 

Ndn  ist  (§.  187  Form.  59)  .      ^ 

*****        .  ,,    ,         a*         , 

.     -    '   --^i-  =  *^'  +  i<n2rr3  +  ---). 

also  bei  unbegrenzt  abnehmendem  a 

*  *  ■ 

fgin  ai 


/im  ( )  =  • 

^     a    ^  rs 


Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  die  in  $,,5  dieser  Ifd^te  aus- 


geführte    Entwickelang    wiederholt*)    bei    unbegrenzt     wach- 
sendem f»y 

n  \  2  2a 

«tu  ^— ■ 
?n 

und  daher 

ot  * 


Theilt  man  Ann  wieder  das  Produkt  31)  in  zwei  Pakloren 

(«tn     "-)  -i  r  («M  — ) 


ai' 


=  r,  _  j:iäl_i 


{m-2;p-) 
M»  ist  klar,  dass:  bei  mbegrenzt  wachsendem  m 

^  =  l»   +  -^i^J  l^  +  3^J  •  •  •  •  l^  +   *^J 
iKI ,  und  0d  ist  daher  nur  fioeli  Hm  P^  zu  bestimmen ,  was  « 
ihniicher  Weise  wie  im  früheren  FaHe  geschahen  kann.    Ans 

rt"  *  ^  "^^  IITT^TS  +  I;.  2.  3.  415  + 

stn  et 


bigt  nemli^ 


>    1.       Istiaber  d.  <^  »l    also 


Dt  .  |9t 

'  +  CO  +  1.2.3.4.5  +  '-  «»  «t  ««ich  ?^  <  e 


JV 


(f.  79).      Ist  nun   ©  -|-  0^  >  c  und   zugleick  <   — ,  so  ist 
i — ; — -  <   1,     wie   oben    bewiesen    wurde,    also   auch 

h — ;— ^  <   — r-  oder 


377 

sin  vi 


!i  .  Sin  (t?-H©'j   ^    ©■  +  ©^ 


zuffleich  ist  -: — ~^, — :,t   <   —  also 

^\  sin  (c-f  t>^)  2 

"^S"  *  sin  (D  +  t)^)    ^    ^  '  ¥ 
oder 

«I»  Ol  t>  en 

Ist  also  ©  ^  1 ,  ©  +  t?^  <    —  so  hat  man 

—  (sin  ©•)*  D* 


[m  (f)  +  «^)P         (»  +  ©')« 


D»  ^2  ;j2 


und 


isin  (V  +  D^)]»   '^      "^  (D-  +  dT 

^    *  "^  (ÖT~^»  •  ~2*~ 

Ist  also  -  <  l  und    zugleich   -  <  ^    ^    ^    ,  » >  *  +  2> 
II  fi  /cn  ' 

so  folgt     ^ 

«  ,     .         2»a'' 


'  ^      ^'(*  +  2)2 

Hieraus  ergiebt  sich  dass  P^  zwischen  den  zwei  Produkten 


lind 


L'  ^^  (Ä  +  2)2J  L*  ^  {*  +-  4)«J  •  •  • 


lieget,  welche  sich  anbegrenzt  der  Einheit  nähern,  also  /tm  P'  ='  I 
and  daher 


378 


'io^        ■    «"+«""   r.  .  2 vir,  ,  2*o«ir  .  2»o*i 

32)     co,a^ ^=[l  +  ^,  J[l  +_  J[l+__J 


Ebenso  findet  man 


33,    •V"='^  =  .['  +  5]['  +  Ä]['+Ä]- 


Setzt    man   in  Formel  39)   des   §.  126,    [co$aY=^x    so 
kann  man  statt  derselben 

n 

±L  COS  na  =  1  -f  aja?  +  a2«'  ...  -f  o^  a?  * 

schreiben ,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  su  nehmen  ist, 
je  nachdem  n  in  der  Form  4k  oder  4A  -|-  2  enthalten  ist. 
Nach  S.  2  dieser  Note  hat  man  also 

:^cosna  =  an  [^—[^os^^)  J^H^m^)  J...[a?    (co/**^^)  J 


2 


E.  W  .be,  wieder  ..  ^l-D'-'l.'-")-!" -f -')'), 

2 

fi 
—    n-1  n-l 

also,  wie  dort  bewiesen  wurde,  a„  =  ( — 1)  ^  2  ^  =r!i2     , 

T 
wo  ebenfalls  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem 

n  =  4k  oder  4ft  -f-  2  ^^^  j  ^^^^  jedenfalls 

34)        co«»a  =  2       [«— («>*2«^  J  *••  r  "^^^^'"Y»"^  J 

Ist  fi  ungerade,  so  ist  ($.  126  F.  42) 

fi-i 
eos  na        :         .     .        — 


^  1   4-  diX  +  d2C^^,....+  d^ix 


ncosa 

2 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  ns=4ft-f"l 
oder  fi  =  4ft-|-3.     Hier  ist  |  [ 

A       -  (»^-l)(n^-3)....(n»-(ii-2)^)  ~^ 


•1 


87Ö 

i  »— 1    ;  «—1 

Also,  nach  §.  41  dieser  Note,  rf^.i  = (—1)  « 

9 

und  demnach 

CO«»«  «»-i  r  TT»!  r  (»— 2)nr«1 

t 

Ist  n  gerade,  so  giebt  Form.  40  des  §.  125 

•-2 
stnna  -— 

^   fi  «m  a  CO«  a  '  *  '      ^ 

2 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  »  =r  4A 
oder  4*  +  2.     Nun  ist  ' 

«-2 

•^        ^        '  '  .    l     .     2     .     .  . .    I»  -  1)         ' 

s 

also,  nach  §.  2  dieser  Note,  j 

—      2                   2 
fl«-2  =  ( —  1)  ^     •  =  ^  »  WO  wieder  das  obere 

M 
oder  unlere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  n  =z4k  oder 

t=:  4A  -f  2,  also  nich  $.  4  dieser  Note  :. 

'    stna  cosa  L        ^       2»'  J  L        ^       2»    J 

l^  -  (CO,  -^-)  J 
Ist  n  ungerade  9  so  folgt  aus  $.  125  F.  41 


f»-i 


^fi  na 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem »  =  4i  4~  1  oder  4A  -f-  3  und 


8    • 

(nach  $.  3  dieser  Note)  =  ±.  2"'* 
Demnach  ist 


380 

Man  kaon  die  Formeln  34)  und  35]  in  eine  einzige  zusammen- 
ziehen,  und  ebenso  die  Formeln  36)  und  37).      Da  nemlioh 

m  :^  [eo9a)^  so  hat  man 

kn  (2«  —  Ä)n:  ,     ^^   ^^, 

Nun  ist  con  .    =— c?o«^ — —- ^—  {$.  99,  28),  also 

/        *^^^      /  *^x  /  [2n  —  k)n 

*  "~  ^^*  2n^  "  ^^*^*  ^  ~  ^^*  2ii^  ^^^'  *  ■"  ^^*  — 2»  ^ 
Setzt  man  also  für  k  allmälich   die  Zahlen    f,  3....ii — 1    so 
erhält  man  aus  34) 

38)        CO« na  =  2      \co$a  —  cos  w~\\^09a  —  cot  «    | •  •  •  • 

r  (211-1)^1 

Aus  35)  folgt  ebenso 

na  n-i  r  nir  3n] 

-  =  2       [cosa^  cos  --J  [cos  a  ~  cos  ß 


cos  na 


•  •  • 


r  {n—2)7f\\  (»+2)^1     r  (2«— l)7rl 

I cosa — cos-   ---  i  co^g— CO*'    '         ....I co*a— co« ^ — - — —  | 

Diese  Reihe  mttsste,  um  vollsUlndig  ku  seyn,   noch  das  Glied 

cosa  —  cos  —  enthalten,   da   n  eine ' ungerade  Zahl  ist;   da 

2»  } 

nn  ^         A        •  .  ^^ 

aber  cos  ;r-  =  co*  r^  =*  0  so  ist  cot  a  —  cos  ^  ==  qo9  a 

'in  l  in 

und  mithin  mit  38)  übereinstimmend  auch  in  diesem  Falle 

^1.-1  f  ^1       r  (2»-JH 

cos  »a  =  2       J CO«  a  —  CO«  —  I ... .  I co« a  —  cos  - — ^ — '—  I 

Da  auch  cos  —  =  —  co# so  folgt  vei:mittelst   der- 

II  n 

selben  Betrachtungen  aus  37) 

sin  na  f^^T  nl  [  2n\ 

39)     =  2      Icosa  —  co«  —    |co«fl  —  cos  — |  .... 

sin  a  L  n  J  L  ti  J 


I  cot  a  —  cos 1 


1 
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Dieselbe  «Formel  erhält  man  aus  36)  wenn , man  beden|it,  dass 

n 

man  nun,  insofern  n  gerade  ist,  statt  co^r  a  auch  cd«  a  —  cos  — 

n 

setzen  kann.       |     .  l : 


SeUt  man  11^  3B)  as=0  und'lmithin  cosa±2\y  co8naz=l 
so  folgt  ' 

M^n  hat  daher  auch 

cosa—coszr-     cos  a-- cos—     cosa — cos- -^ 

4AX  2n  2n  2« 

40)     cos  na  = 


-  n  .  Stt        ,  (2n — ])n 

Nach  8.  118  ist  — ; ==  n    wenn   a  =  0,    demnach   ffiöbt 

die  Formel  39) 

^n-i  r                ^1  r                27i\        r.             (»— IH 
n  =  2        j  1   ~  CO«  -    I  I  ]   —  CO«  —  I ....    1  —  cqs  -■ 1 

und  N 

n         ^  2n  (»-l)>r' 

[cos  a — CO«— 1  rcös  a^-cos — i     r^os  a — cos- — —-\ 
» n_\                          n     \ 
TT           ,               2n    \'\     ,                («-l)3f| 
1  —  CO« 'L.l  —  cjc« ■     ■-  1  —  cos —-^ 

n  n  n     . 

Aus  den  vorhergehenden  Formeln  lassen  sich  leicht  noch  an- 
dere finden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  oben  §.2  ff.  geschehen 
ist.  Da  indessen  die  Ableitung  keine  Schwierigkeit  hat,  so 
übergebe  ich  dieselben,  und  will  nur  beisplelswetse  noeh  fol** 
gende  ent wickeln-. 

Setzt  man  in  34)  statt  a  den  Werth  —  so  ist  a;==:0,  also 

ft 

CO«  y  =2       {-  1)2   [cos  — )    [cos  — )  ....  [cos—^^-] 

n 

Da  nun  sowohl  cos  -  als  ( — 1)^  den  WeHh  -f-  ^  oder  defi 
Werth  —1  hat,  je  nachdem  n  =  4*  oder  4A-f  2  ist,  so  folgt 


3B3 

«)        1=2       {eo$  —)    [cos  -)    ...  (CO*  ^-g;^) 
und  demnach  kann  man  statt  34)  auch  «chreiben 

n 

eosna'={ — " 


'^-''tM'-Mi 


2»'  ^      2ii'  ^        3»! 


Vater  derselben  Voraussetsung  erhälj  ijiffn  aus  36),  k^enn  n  >>  2 


1  ' 


9m  ^  «-2 

Nun  ist,   da  n  eine  gerade  Zahl,  m  —  =  0  also   erscheint 

flTT 
flu   - — 

2  0 

in  der  Form  -  .     Nach  Formel  36)   des   §.  123   findet 

n  ü 

lieh  jedoch  ; 

.    fwr 

'^  2  »(n^      2«)        ii(n^-^22)(>i«-4«) 

«  1.8.3^     1  .:2  .  3  .  4  .  S  •      • 

*  •  •       •  •         ' 

Aus  Formel  40)  folgt  aber,  wenn  man  dort  a  =  0  setzt 

-*•    tina  ^*       1.2.3"*'    1.2.3.4.5 


•     *     •     • 


und  ewar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichea,  je  nachdem 
n  =  4ft  oder  ik  -j-  2.  Da  nun  andererseits  bekannt  ist ,  dasfi 
für  a  =  0 

.    m  im 


M»  a 
so  ist 

«-2 


=  fi 


„(n«— 2«)    ,    »(na_2«)(«a-42) 


^n  =  (-l)2    n  =  n^-i-^-^+       ,.2.3.4.5 
also  auch 
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.    un 

und 

43)  «=2.       (CO,  2^)    CO,  (2-)    . • . .  (''o»  — 2^^— )      . 

•  •  t 

Dividirt  man  die  Formel  5)  dieser  Note  durch  die  Formel  42) 
so  findet  man  für  ein  gerades  n 

44)  (*ir  2;^)  .  (/.  2„) iti-^)    =1 

Ebenso  giebt  die  Verbindung  der  Formel  12)  mit  der  Formel 
43),  wenn  n   >  2 

45)  {tg  2^)    (tg  ^J  .  .  .  [tg  '-^)    =  1 

Pie  letzten  Formeln  pnd  ähnliche  kann  man  auch  unmittelbarer 

fnden,    wenn   mah   die    im    Anfahge   des  §.  IIB  entwickelte 

sin  a 

Formel  benutzt,  indem  man  nur  tg  a  statt setzt.     Man 

cos  a 

hat  demnach 

1  2  « 

(1  +  /ffö.i)*  =:  l+*»*ir«.t  +  »»(f^a)»(t)*...  +  «»(/^a)'»t'» 

Andererseits  ist  1  -^-ig  a.tl'*=( ^ ]  = r~~^ — 

^      cos  a        ^  [cos  o)" 

Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  mithin 

cosna  '  — 


=  1  -^^[tgaY ^  (-1)«  [iga]' 


[cos  a)* 
und  wenn  man  [tg  df  ^  x  setzt,       i 

n       n 


cosna 


!^  =  i  -  «Öa?  .  .  .  .   +  (—  1  *  a?' 


2 


[cos  äf 

Nach  §.  2  dieser  Note  hat  man  also 

fi 


[•  - 1"  ^">*]        ..    . 


•  •  •• 
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Setzt  man  a=:0  so  findet  man  wieder  die  Form.  44);  auch  ist 


eo»na_  _  f         [tg  a)>  1  f   _  {tga)*!     F   _      {tg  g)»      1 


Ferner 

f»-2 

i^'^^  =  n^iga-n^(iga)^...  +(-1)  '   Siiga^'^ 
(oa$  aj" 

woraus 

(co«  a)**  tg  a 

also  nach  §.  3  dieser  Note 

nn  na  sin  na 


ti-i  fco«  a)**  tg  a 

[cos  a)       sin  a 


sin  na  sin  na      cos  a 

Setzt  man  a  =  0  so  ist 


(cosa)^tga         sin  a    *  (co^a)** 
und  «  =  0,  wodurch  man  die  Formel  45]  erhält. 

Aehnliche  Formeln  erhält  man  für  ein  ungerades  i». 

12. 

Die  meisten  der  im  Vorhergehenden  gefundenen  Formeln 
lassen  sich  noch  in  manche   andere  Form   umwandeln.     Han- 
nehme z.  B.  die  Formel 

fi 

cos  na  =  (—  1  *   2        1  a?  —  («m  ^-j  J....[a?  — (wn^— ^)  J 

die  für  ein  gerades  n  gilt  und  in  §.2  dieser  Note  bewiesen 
ist,  oder  einfacher 

cosna  =  2      V^^in^  ~^\v^^ü^  "^^M^**^     2ii     '  ""^ 

Hier  ist  x  =  (sina)^.    Nun  ist  aber  {[$.  100) 

1  —  2  (m  «)*  =  coÄ  2« 
1  —  24SMI  t>f  =  cos  2^ 
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also 
(sm  t?)*  —  (stn  11)3  = .     Demnach  hat  m^n 

o  [cos  2a  —  cos  — ) 


(*»»  K-)    -  («»«}^  = 


2n[         '        '  2 

2ii 


(*»»  ^)  —  («««)*  = 


also 


fi-8 


47)      co^na  =  2  ^    (e(i«2o  —  cö«       )   {cos  2a  —  cö«— )... 

(CO«  2a  —  cos — ) 

n 

Für  ein  ungerades  «  folgt  ebenso  aus  §.  3  dieser  Note 

fi-i 

*^^      1^  =  2^  (^^*  ^«    -  ^^*  ")  (^^*2a  -  CO*- )  .  ... 
cos  a  n  n  ' 

CO*  2a  —  cos — ) 

n 

Ferner  ans  §.4,  wenn  man  bedenkt,  dass  aus  §.95  Form.  12), 
indem  man  x  =  y  =  a  setzt, 

sin  2a 

stn  a  cos  a  =z  

2 

folgt,  ergiebt  sich  für  ein  gerades  n 

._.      stn  na        ^-r-  ,  27r  in 

(co*  2rt  —  CO* '— ) 

n 

und  für  ein  ungerades  n 

n-l 
^^.       sin  na         r^~^  .       ^  2n  4n 

50       -, =  2  2    co*2fl^  -  cos  —  )  (cos  2a  -  cos~) 

stn  a  n  n 

{cos  2a  —  cos —\ 

n 

Aus  §.   100  ergiebt  sich  auch  die  Formel 

25 
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-                 ,         cos  2u        cos  2© 
cos  u^  —  cos  0*  = 

Wendet  man  dieselbe  auf  Formel  34]  an,  so  findet  man  wie- 
der 47),  ebenso  folgt  48)  aus  35),  ferner  49)  aus  36)  und  50) 
aus  37). 


13. 

Wir  fanden  früher  (§.  117  Form.  14) 

cos  (x  —  y)  —  cos  [x-\-y)  =  2smx  siny 

1%  Tt 

Man  setze  nun  «— y=i:2a,  a?  +  y=       so  folgt  aj±=- — |-  «, 
II  ^ rt ,  demnach 

cos  2a  —  eos     =2  s%n  (^ [-  a)  sm  ( a) 

cos  ia  —  cos  —  =  2  s%n  (—   +  o)  stn  [~ a) 

u.  s.  w. 

Wendet  man  dies  auf  die  Formein  47)  und 48)  an,  so  ergiebt 

sich,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 

*-i         n  n  3fr  Zn 

co$na  =  2      »in  (^  +  a)  «»«(—  —a)  tin {—  •+-  a)  «n (.^^  —  a) .... 

.     in  — 1)71  .     ,(n— 1)«  ^ 

m  C— 21^—  +  «)  »•»  (  -2ir      -  «) 

.      (n— 2)«  ,{»— 2)7r  . 

und  aus  49)  und  50)  folgt 

r«"9:;  =  2      *tn(-  +  a)m(-  —a)sm[—,'^a)stn(——a).... 
stn  ca  n  n  n  n 

.    ,(«  — 2)7r  (n— 2)^ 

sinna        m^i        fs  n  2n  %n 

— T — =2      sini \-a]sin{ a)s%n{ f-al^inf «).... 

sina  n         '        n        '      ^m         '         n         ' 

.    Xn—\)n  ,(n—\)n  . 

'•'•  ^~-%n~  +  ^)  ^^'^  (      2ir      -  ^^ 


• 
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Note  Vn. 

1. 

Sey  üix  +  <i2 a?^ -|- .  • .  +  arX^ .+  ....  eine  Reihe,  welche 
convergirt;  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  man 
bezeichne  ihren  Werth  durch  s  so  hat  man 

Nach  §.  31   und  §.  56  ist  aber 

{aix  +  «2^*  -4-  ••••)*"=  ^  (öl  +  «2»  +  •  •  •  •)■* 

=   "^Cp.a^  +  •"+iCp.aj»»+i  4-.... 

und  dem  gemäss  erhält  man  die  Doppelreihe 

e  =   1 

11  1 

+  {^Cp.x-i-^Cp.x^  +  ....  +  Wp.x''-^'....) 


indem  man  in  dem  Werthe  von  e^  statt  9  überall  die  Reihe 
OiX  4-  (12^^  -f*****  setzt,  und  die  Potenzen  entwickelt.  Da 
nun  jede  Horizontalreihe  der  Doppelreihe  und  auch  ^eren 
Summe  convergent  ist,  so  hat  man  auch,  indem  man  dieVer- 
ticalreihen  addirt  (§.  51) 

2 
^  '"Co 

+  {''Op  +  ^72  +  .-.0^^  +  .... 

Zu  dem  Gliede  dieser  Reihe,  welches  Xr  enthält,   giebt  jeder 

»^                              v 
der  Ausdrücke  »,  - — -  u.s.w.  bis  - — einen  Beitrag. 

Nimmt  man  aber  aus  y-^ 7  =  r— — -  (aia?  + «2 a?* +...)* 

1  * 

das  rte  Glied,  so  ist  dies  — ^ — -  ^Cp.m^\  setzt  man  also 

25*  ' 
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1)        «  =  I+Äix  +  A^x'  +...-f  i4,.a?'-+... 

' .  Ä        i        ^Q> 

so  ist  Ar  =  ^  r — -.     Hiermit  ist  die  independente 

a j«  T  oft*  T  •  •  • 

Formel  (§.  25)  für  die  Enlwickelang  von  e  in  eine 

nach  Potenzen  von  x  fortlaufende  Reihe  gefunden.  Aus  der- 
'selben  Ifisst  sich  nun  auch  leicht  eine  recurrirende  Formel 
ableiten.  Wenn  man  nemlich  in  $.  18  Form.  12  statt  m -f  1 
den  Werth  k  setzt,  so  kann  man  dieselbe  offenbar  in  folgen- 
der Gestalt  schreiben 

1  .  2.7*  ~  1.2..(*-l)     [  r  J 

Setzt  man  in  dieser  Formel  allmälich  statt  k  alle  Werthe  von 

2  bis  r  so  erhält  man 

rr2  "^  1    [  r  J 


2  2.  2 


rro  "^  2^  L  r    .  J 


1.2...r         1.2... (r—l)  r 


.  .  •  * 


1 


Addirt  man  noch  auf  der  linken  Seite  ^Cp  und   auf  der  rech- 


ra. 


ten  dessen  Werth  Or  =  —^  und  zählt  dann  auf  beiden  Sei- 

r 

ten  alle  Ausdrücke  zusammen,  indem  man  die  mit  ai  multi- 
plicirten,  ebenso  die  mit  ^2  multiplicirten  u.s.w.  zusammen- 
stellt, so  findet  man 


*     ""^Cp      ,  *  "^^Cp 


k        *'Cp  l,r-l ■  •  ^  •  ••  »  l,r-2^  .«...» 

1^  |,  1  •  <6  •  • .  A  r 

d!  h. 


380 

Ol  A^^  +  2a2  Ä^^  +  .  .  .  4-  ra^ 

2)  A^  =  ~ 

r 

welches  die  gesuchte  recurrirende  Formel  ist. 

Es  wurde  hier  durch  ein  bestimmtes  Verfahren  der  Aus- 
druck e  **"^'^  "^"*  in  eine  convergirende  nach  den  aufstei- 
genden Potenzen  von  x  geordnete  Reihe  verwandelt.  Wel- 
ches andere  Verfahren  man  aber  zu  diesem  Zwecke  anwen- 
den  mag,  man  wird  immer  dieselbe  Reihe  finden.  Gesetzt 
nemlich  man  habe  durch  irgend  ein  anderes  Verfahren 

^a^x+a^w^+.^  =  Bo+  Bix+  B^x^  +  . . .  +  B^af  + . . . 
gefunden,  so  hat  man  also  für  alleWerthe  von  x^  für  welche 
uix  -f-  ^2^^  -f"*--  convergirt,   auch   wenn  man  alle  Glieder 
positiv  nimmt*], 
\J^AiX+A2x'^+...+A^-\'...=^Bo+BiX-\'B2X^+...-{-B^'\'.,. 

Setzt  man  nun  ar=:0  so  ist  /?Q  =  eO=l  mithin 

AiX'\'Ä2X'^.,.  +  ArX^'\'  ...   =   BiX^B2X^,..  +BrX''    H 

oder 

ili -f- i42 *■!"••' "t"^^      -(-...  z=  Bi  -4"  B^x...-^  BpX 
und  setzt  man  o;  =  0  so  folgt 

A,  =fii 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man  iis  =  A2  und  allgemein  A^=Br\ 
die  beiden  Reihenentwickelungen  müssen  also  identisch  seyn. 

2. 

Findet  die  Gleichung  1)  statt,  so  folgt 

3)  log[l  +-4i4?  +  -^2«^  +  "--)  =flia?  +  02^'*+-"  +  ^^+  — 
Sind  die  Coefßcienten  Ai,  A^,,..  bekannt,  so  ergiebt  sich  zwi- 
schen den  CoeCGcienten  ai ,  02 . . .  ar  vermittelst  Formel  2)  so- 
fort die  Recursionsformel 

• 

rAr-a^A^^-'%a^A^^,..^[T-^\]a^^A^ 

4)  a^  = 


*)  also  namentlich  für  alle  Werthe  von  0,  die  so  klein  sind,  das9 
r-1 
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Um  die  Formel  zu  finden,  welche  Or  auf  independentem 
Wege  aus  Ai,  Ä^»..  A^  finden  lehrt,  nehme  man  x  so  klein, 
dass  AiX  4*  A^x^  -4"  •  •  •  >  ^^ch  wenn  man  alle  Glieder  positiv 
nimmt,  kleiner  als   die  Einheit  ist.     Setzt  man  nemlich  dann 

i*i«+il2«*+....=y,  so  ist  %{l+y)=y— 2^y*+gy' — 4^*+— 

und  wenn  man  in  dieser  Entwickelung  statt  y  wieder  seinen 
Werth  setzt,  so  folgt,  wenn  man  nun  das  Combinationszeicfaen 

auf  die  Elemente  ili ,  A2 bezieht , 

111  1 

y  =  ^Cp.x  +  2Cjp.a?'^  +  3Cp.a?^+...  +  ''qp.af +  .... 

1  1     *  1     2 

2  ^  2      ^  %      ^ 


H>r'7y'=  [^\Y-^ycp.af^.,. 


Man  hat  also  eine  Doppelreihe,  bei  weicher  nicht  blos  alle 
Horizontalreihen  convergiren,  sondern  auch  deren  Summe, 
selbst  wenn  man  alle   Glieder   positiv   nimmt,    da    die   Reihe 

y  -|-   -  y*  -|-  "ö  y'  "H  •  •  •  convergirt,   wenn   y  positiv  und 

kleiner  als  die  Einheit  ist.     Mithin  hat  man,   wenn   man  die 

Verticalreihen  addirt, 

1  1        1     2 

Das  rte  Glied  in  dieser  Entwickelung  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

CO»  -  1  »-Q»  +  i  ••qp....+  (-1)'-*  l^Q,)«' 

also 

5)  a,  =  S  k-  1)*-*  .    .-  'Cp 

l,r  « 

wodurch  a^  auf  independentem  Wege  gefunden  ist.  Diese 
Formel  beruht  freilich  auf  einer  bestimmten  Voraussetzung, 
die  über  den  Werth  der  Reihe  AiX  +  A2X^  +••  gemacht 
wurde.      Allein    ebenso,    wie    wir    bewiesen    haben,    dass 
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e  **"^*^  '  *"  nur  auf  eine  einzige  Wei«  in  eine  nach  auf- 
steigenden Potenzen  von  x  geordnete ,  Reibe  entwickelt  wer- 
den kann,  können  wir  auch  beweisen,  dass  dies  bei  der  Ent- 
wickelung  von  log  (1  -f-  4i  rr  -|-  ^2  «*  +  •  •  •)  der  Fall  ist. 
Welches  Verfahren  man  also  anwenden  mag  um  Or  auf  inde- 
pendentem  Wege  zu  finden,  man  wird  immer  die  Formel  5) 
finden.  Nun  kann  man  aber  eine  independente  Formel  fttr  Or 
auch  dadurch  finden,  dass  man  von  a^  :=zAi  ausgehend,  ver- 
mittelst der  recurrirenden  Formel  allmälich  02,  a^..,u^  durch 
ili,  A2-*'Ar  ausdrückt.  Der  so  gefundene Werth  von  o^muss 
also  mit  Formel  5)  übereinstimmen.  Da  aber  die  Formel  4) 
immer  statt  hat,  sobald  die  Gleichung  3)  statt  hat,  so  gilt  dies 
auch  von  der  Formel  5). 

3. 

Das  Vorhergebende  führt   zu  verschiedenen   interessanten 

Anwendungen.    Ist  a;  <  1 ,  so  ist  (§.  84] 

x^        aj5 
log  1}  —  a?)  s=  —  X  — 1^ 

1  0?*       a?'    , 

-  to^(l  — a?)  =  U)g  j— -^  =  ^"^^"^"3   +•• 

und  mithin 


_  ,         =  l+a?  +  a:*+....     (§.  55) 
1 — X 

1 

Mit  der  Formel  1)  verglichen  ist  hier   «i  =  1 ,  «2  =   «   * '  * 

a-  ==  —  und  Ai  =  i42  =  •  •  •  =  ^r  ==  1 »  ^^^^  convergirt 
r  , 

* 

X  -\ 1 h  •  •  •  selbst  wenn  man  alle  Glieder  positiv 

nimmt.    Folglich  ist 

»  rCp 

,,1.2...*  ^ 

wo  die  Combinationen  aus  den  Elementen  ai=l,  02=:  —  ... 

a^  =  -    zu  bilden  sind.     In  Worten  ausgedrückt  heisst  dies: 
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1      1  * 

wenn  man  aus  den  Zahlen  1 ,   ^  ,  -^  . . .  als  erstem ,  zweitem, 

drittem  Elemente  u.  s.  w.  in  vorgeschriebener  Weise  Combina— 
tionen  bildet  und  jede  Combination  der  Aten  Klasse  mit  1.2...ife 
dividirt,  so  ist  die  Summe  der  hieraus  entstehenden  Ausdrucke 
der  Einheit  gleich.  Man  setze  z.  B.  r  =  3,  die  Combinatio- 
nen  sind  also  aus  den  Elementen  ax ,  »2}  %  ^u  bilden.     Nun 

ist  'Cp  ==  (I5;  K^  =  20102)  'CJp  =  aiaiUi  also 
i  _^_  ^  ^      .    2qi  02    ,    «1^1  ^1 

and  indem  man  für  aj,  ^29  ^5  ihre  Werthe  setzt,  erhält  mao 
hieraus    ' 

1         *  *  *  '  2  l      l      1 

3"^     1.2     "^1.2.3  ^ 

Ist  r  eine  Primzahl,  so  kommen  in  der  durch  Formel  6)  aus- 
gedrückten Summe  nur  zwei  Glieder  vor,  welche  r  im  Nenner 


k 

*)  Wenn  man  aui diejenige   Form   heraushebt,  bei    wei- 

1.2...*       * 

eher  daa  erste  Element  a  mal,  das  iweite  b  mal,  das  dritte  c  mal  a.8.w. 

Torkommt,   so   dass    also   a  •4- 2& -^  3c  •{-..*.  =  r ,   so  ist  die   zu   dieser 

t      2            k 
Combination  gehörende  Permutationszahl  ! 1_LJ 

(Kap.  1  $.  9).  Da  aber  zugleich  das  erste  Element  den  Werth  1  hat, 
also  dessen  afache  Wiederholung  ebenfalls  =  1  ist,  das  zweite  Ele- 
ment aber  =  .—  und  dessen  afache  Wiederholung  I— \    bedeutet  u.s.w. 

so  ist  der  Werth  der  in  Rede  stehenden  Form 

_1 i  .  2  .  .  .  k  1      _       1  I 

2*».3c....  '  i.2...a.1.2...6.i.2...ci..  *  l.2...Ä""2to^...  *  1.2..a.t.2..6.l.2...c... 
der  in  Formel  6)  enthaltene  Satz  lasst  sich   daher    auch  In   folgender 

Weise  aussprechen:  Es  ist  i  =  ^ —  ,  wenn 

2*  3®.  I  ••.0.1  •••6.1  •••C  ..•• 

das  Summenzeichen  die  Summe  aller  Ausdrucke  bezeichnet,  die  man 
erhält,  indem  man  für  a,  6,  c,  .  .  •solche  posilire  Zahlen  (Null  in- 
begriffen) setzt ,  dass  a  ^  26  -f  3c  -f denselben  Werth  r  behält, 

welches  auch  dieser  Werth  sej.  In  dieser  Gestalt  hat  J  a  c  0  b  i  den  SaU 
ausgesprochen  (Grelle  Joum.  i.  d.  Math.  Bd.  22.  $•  372.) 
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enthalten,   nemlich    wenn   k  s=s  \    ist,   so   ist    Tp  =  —   und 

r 

1  l 

wenn  Ä  =  r  so  ist  ^Cp  ^—^ =  :j— .     Bezeichnet  man 

l.2...r         1.2...r 

die  Summe  aller  übrigen  in  dieser  Formel  enthaltenen  Glieder 

durch  $9  so  ist  s,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht,  ein 

Bruch,  welcher  nicht  den  Faktor  r  im  Nenner  enthält.      Man 

11  11 

hat  also   1  = 1-  :=--; 1-  s  oder  1  —  «  =  — (-  ~— - — 

r    ^  1.2...r  ^  r  ^1.2...r 

Hieraus  folgt 

(1-.*).  1.2.3...(r-l)  =  l>2->(>'-t)  +  l 

r 

Da  nun  der  Ausdruck  (1 — s)  l  .2.3...(r  —  l)  kein  Bruch   mit 

dem  Nenner  r  seyn  kann«  so  muss  1 .2...(r  — 1)-|- I  durch  r 

theilbar  seyn.    D.  h.  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen, 

die  kleiner  als  einePrimzahl  sind,  um  eine  Einheit 

vermehrt,   ist   durch    diese   Primzahl   theilbar.      In 

der  höheren  Zahlenlehre  ist  dieser  Satz  unter  dem  Namen  des 

Wilson'schen  bekannt. 

Aus  %  (1  +a?)  =  X  -   y  +  —  — ....  folgt 

«»  ,«* 

Mit   Formel  1)   verglichen    ist   nun    Oi  =  1    a2=  —  ^  .  .  . 

2 

f-i     1 
a^  =s  ( — 1)     .  — ,   ili  =  l,  ii2=il5...==-4^  =  0  und  dem- 

r 

nach,  sobald  r  >  1 

k 

4r  =  0  =  J  ^ 


l,r  *    •   •   •   * 


WO    nun   die  Combinationen    aus  1^    ^  7i^>  ^, :,    ...  als 

2     ö  4 

Item  2tem  3tem  4tem  Elemente  zu  bilden  sind. 

Ebenso  folgt  aus  log  {\—x)  =  —  a?  —  — —  — oder 
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dass,  sobald  r  >  I ,  die  Formel 


l,r  *    •    •    •   * 

statt  bat,   wo   die   Combinationen    aus  —  1, ,  — — ^ 

'        2 '        3 

gebildet  werden.     Zu  ähnlichen  Anwendungen   führt  auch  dife 

Formel  5).     Z.  B.  aus 

^  =.  1  + .  +  _^^  + . . . . 

folgt 

log  [\  +  X  -^  j^  +  ....)  =  a? 
Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Formel  3]  so  ist  il^  =  1  > 

i*2  =  1 — 7y  .  .• .  Af  =  j~- ferner £ix  =  1,  «2  =  0,  a^  =0. 

Sobald  also  r  >  1,  hat  man  nach  Formel  5) 

l,r  * 

wo  nun  die  Combinationen  aus  den  Elementen  1,  r-~,  ^.... 

1.2     1 .2.0 

zu  bilden  sind.    Ist  z.  B.  r  =  3  so  hat  man 

J      ^       *  '  2^3       ~1.2.3     1.2^  3~ 


Note  VIII. 
Zu  $.  113,   $.  118,  $.  126. 

1. 

Eine  reelle  Funktion  von  x  nennt  man  eine  Grösse, 
die  irgendwie  aus  x^  welches  eine  reelle  Grösse  bedeutet,  und 
anderen  bestimmten  reellen  Grössen  zusammengesetzt  ist.  Man 
bezeichne  eine  solche  Funktion  durch  Fx,  setzt  man  x  —  h 
statt  X,  so  geht  also  Fx  in  F[x  —  h)  über. 

Man  nehme  nun  an,  die  Funktion  Fx  sey  so  beschaifen, 
dass  sie  für  jeden  Werth  von  a?,  welcher  zwischen  dem  klei- 
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neren  Werthe  x==a  und  dem  grösseren  x=b  enthalten  ist, 
einen  einzigen  bestimmten  endlichen  Werth  hat.  Wenn  dann 
noch  ausserdem  für  alle  zwischen  a  und  b  liegenden  Werthe 
von  x^  indem  man  h^  welches  im  Folgenden  immer  eine  po- 
sitive Grösse  bezeichnen  soll,  unbegrenzt  abnelimen  lässt^ 
sich  F[x  —  h)  unbegrenzt  Fx  nähert,  so  sagt  man:  die  Funktion 
Fx  ist  zMschen  den  Grenzen  a  und  b  eine  stetige  (conti- 
nuirliche)  Funktion  von  x^  im  entgegengesetzten  Falle  ist  sie 
zwischen  diesen  Grenzen  unstetig  (discontinuirlich). 

Die  Reihe 

sey  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  convergent  und  ihr  Werth 
Fxy  so  wird  Fx  zwischen  diesen  Grenzen  eine  stetige  Funk- 
tion von  X  seyn.     Setzt  man  nemlich 

SO  wird  bei  wachsendem  r  der  Rest  R^x  der  convergirenden 
Reihe  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken,  setzt  man  ferner 

Fr(aJ— Ä)  =  ao  +  «i(a?  — Ä)  +  a2(a?— Ä)*4-...4-a^(a:— Äf 
R,[x.    h)  =  a^^^[x^hf'^^  +  a^^^[x     Ä^+V 

so  ist  Flx-^h)  =Fr[x — h)-\-Rr[x  —  h]  der  Werth  der  Reihe 
«0  +ai(a?— Ä)4-«2(^  —  Ä)2 -}-... -f-ötr(^  —  *r+ 

welche  ebenfalls  convergirt,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  h 
l)eliebig  klein  ist^  also  x — A,  wie  x,  nicht  ausserhalb  der 
Grenzen  a  und  b  liegt;  es  wird  demnach  auch  R^[x  —  A],  bei 
wachsendem  r,  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken.     Nun  ist 

2)    .     Fx—F{x'-h)z=:F^  —  FJ^x—h)  +  RrX  —  Rr[x-h) 

Je  grösser  man  r  nimmt  desto  kleiner  werden  R^x  und 
Rr[x — A),  mithin  auch  R^x — Rr[x — A),  aber  zugleich  wird 
FrX  —  Ff[x  —  Ä),  wie  gross  man  immer  r  nehmen  mag,  be- 
liebig klein,  sobald  man  h  beliebig  klein  nimmt.     Denn  es  ist 
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F^-Fr(x-h)  =  a,x[l  -  (1  -  * )]  +  a^^[l  - (1  _  A)*]  + . . . 

X  X 

+  «;a^[l-(l-A)'] 

X 

h.  h  A     ** 

Die  Grössen  1 ,  (I )'-*...  (1 )     nähern    sich   der 

X  X  X 

Einheit  unbegrenzt ,  so  lange  r  einen  bestimmten,  w«nn  auch 

noch  so  grossen  Werth  hat,  sobald  man  h  beliebig  klein  nimmt. 

h                  h   ^             h  * 
Nehmen  wir  x  positiv,  so  ist  1 <  1  j  (1 )  <  ^ u.s.w. 

XXX 

h  "" 
der  kleinste  dieser  Werthe  ist  (l ) ;  ist  x  negativ  (wäh- 

rend  h    immer   positiv    gedacht    wird)    so   ist   l  —  —  >  1, 

X 

h  ^  h 

(1  —  — )    >  1  —   "  u.s.w.  also  der  kleinste  dieser  Werthe 

X  X 

1 .     Da  die  Betrachtung  im  Wesentlichen  für  beide  Fälle 

X 

dieselbe  bleibt,  so  soll  im  Folgenden  a?  positiv  gedacht  werden. 

h 
Setzt  man  zur  Abkürzung  1  —    -  ss  i  so  hat  man  mithin 

X 

FrX  —  F^[x  —  h)=^a^x{\~-k)^a2,x\\^k^)„.  +  arX''[\-^Je) 

Man  nehme   nun  zuerst    an    die  Glieder   der  Reihe  1)   seyen 
sfimmtlich  positiv  so  ist 

Frx  —  Fj^x—  h)  <  (1  — **•)  [aix^a2X^.. .  +  «^^1 

da  1—4**  der  grösste  ,1  —  k  der  kleinste  unter  den  Werthen 
1  —  *,  1  —  Ä^.-.l — Ä^  ist.  Da  nnn  üix  ^  a2x^,..-\-a^x^ 
als  Theil  einer  convergirenden  Reihe  einen  bestimmten  end-« 
liehen  Werth  W  hat,  dagegen  1 — *'',  1  —  *,  wenn  man  A 
klein  genug  nimmt,  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken,  so 
sinken  auch  (1  —V)W  und  (I — k)W  unter  jeden  angebbaren 
Werth,  also  auch  der  zwischen  ihnen  enthaltene  Werth 
K^  —  Fri^—h). 

Enthält  die  Reihe  1)  auch  negative  Glieder,  so  bezeichne 
man  durch 

«iJC    -j-   «2**   +    •    •    •    +    Ot    X^ 
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das  was  aus  Oix  -^  02  x^  -]- , , ,  -{•  a^x^  wird  wenn  man  alle 
Glieder  positiv  nimmt. 

Nun  kann  allerdings  die  unendliche  Reihe 

divergiren,  aber  die  endliche  Reihe 

wird,  für  jedes  noch  so  grosse  r,  einen  endlichen,  wenn 
auch  noch  so  grossen,  Werth  haben,  welcher  W  heisse.  Nun 
kann  man  aber,  indem  man  h  beliebig  klein  nimmt,  wie  gross 
auch  W  sey,  immer  (1 — k)W'  so  wie  (1  —  k^)W'  beliebig 
klein  machen,  also  auch  aix  (l  — *)  +  cc2X^(l  — k^)  .  .  ., 
-{- a^x*' (l — k*),  da  dieser  Ausdruck  zwischen  (1 — k)W"  und 
(1  — k^)W'  enthalten  ist,  und  um  so  mehr  muss  aix(} — k) 
+  a2X^{\  —  **)...  4-  arx^(l  —  Ä*"),  welches  theils  positive 
theils  negative  Glieder  enthält,  beliebig  klein  werden,  wenn 
man  h  beliebig  klein  nimmt  *).  Da  also  hiermit  nachgewiesen 
ist,  dass  bei  beliebig  grossem  r  und  unbegrenzt  abnehmen- 
dem h  sowohl  RrV  —  Rr(x  —  h)  als  FrX  —  F^[x  —  A)  unter 
jede  angebbare  Grenze  sinken,  so  folgt  aus  2)  dass  auch 
Fx  —  F(x  —  h)  mit  h  unbegrenzt  abnimmt,  also  nflhert  sich 
F[x — h)  dem  Fx  unbegrenzt  oder  Fx  ist  eine  stetige  Funk- 
tion von  X, 

3. 

Die  Binomialreihe 

t*  12 

2  ^»x«-  =  1  +  ?»*  +  ^93:^2  +  .  .  .  . 

convergirt  (§.  64)  wenn  der  Zahlenwerth  von  x  <;   1  ist  und 

r 

es  ist  demnach  2  ^fßx^  zwischen   den  Grenzen  —  1  und  -|*  I 

r 

eine  stetige  Funktion  von  x.  Nun  ist  2  ^^x^  jedenfalls  ei- 
nem der  reellen  Werthe  von  (l-{-^)^  gleich;  wir  haben  aber 
schon  (§.  65)  bewiesen,  dass ,  wenn  zwei  solche  Werthe  vor- 
handen sind,  immer  der  positive  zu  nehmen  ist.  Die  gegen- 
wärtige Betrachtung   führt  noch  leichter  zu  diesem  Resultate. 

r 

Setzt  man  nemlich  :x:  =  0,  ^0  ist  £  ^f&x^  =  1   also  dem  po- 
*)  Eine  ibniiche  Betrachtung  wurde  schon  in  $.  54  gebraucht. 
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sitiven  Werthe  von  H  gleich.      Wäre  nun  für   irgend  einen 
anderen  bestimmten  (zwischen — 1  und  +1  enthaltenen)  Werth 

r 

von  X  der  negative  Werth  von  (l-f-x)^  der  Reihe  2  ^^jc^ 
gleich,  während  für  x  —  A,   wo  A  unbegrenzt  klein  ist,    noch 

r 

S  ^^[x—h)*'  dem  positiven  Werthe  von  (1  -+-  x—h)^  gleich 

r  r 

wftre,  so  würde  S.^^ix—Kf  sich   nicht  unbegrenzt  ^983^'' 

r 

nähern,  aljso  könnte  S  ^S&x^  keine  stetige  Funktion  von  o^seyn. 

4. 

Wenn  Fjc^  und  fx  reelle  Funktionen  von  x  sind,  so  ist 
Fx  -|-  fx>i  eine  imaginäre  Funktion  von  x.  Sind  Fx  und  fx 
zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  b  stetige  Funktionen 
von  X,  so  sagt  man:  die  imaginäre  Funktion  Fx  -{-  f^^i  ist 
zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  b  stetig.  Die  Funktion 
Fx  4-  fjc.i  wird  also  namentlich  eine  stetige  Funktion  zwi- 
sehen  den  Grenzen  a  und  b  seyn ,  sobald  Fx  und  fx  die  Wer- 
the zweier  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  4;  geordneter  Rei- 
hen aasdrücken,  welche  zwischen  diesen  Grenzen  convergiren. 


5. 

r 

Die  Reihe  2"  '©a?**  convergirt  für  jeden  reellen  Werth  von 
y,  wenn  x=  11 -}"«>*  tind  (ti^-f-c^)^  <  1   und  ist  dann  einem 

der  Werthe  von  (1  + «  +  ^i)^  gleich  (§.  92).     Set2t  man  aber 

ti-|-0t  =  m(co«^'^m^.i)  (vgl.  §.  104)  wo  i»  ==  (i*^ -|- d^)^ 
so  ist  of  ■='m^  (cosnff  +  sinrtp .  1).     Setzt  man  nun 

12                               r 
Fm  =  1  -f  ^»i»co«V'+  *»i:^m*co«2^....  +  9»m'^co«rV^  + 

/m  =  ^Bi»  m  ^  +  ^SJm»  m  2^  ....  +  ^»i»'* «» r^  +  .... 

r 

SO  ist      .2  fl'Sa?^  =  Fm  +  fm.i 

r 

und  da  2  ^f&x^  convergirt,    sobald  m  zwischen  0  und  1  liegt 
so  müssen  auch  Fm  und  fm  zwischen  diesen  Grenzen  conver- 
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giren,  also  ist  auch  2  9$,x^'  eine    imaginäre    stetige   Funktion 
von  m  zwischen  diesen  Grenzen. 

Setzt  man  aber  m  =  0  also  u^  +  o*^  =  0  d.  h.  ii  =  0,  t?  =  0 
(da  u^  und  v^  nicht   negativ   seyn  können)    und  mithin  a;  =  ü 

r  

SO  ist  2  9^xr=  1.     In  diesem  Falle  geht   aber  (l+u-^m)"^ 


in  19  über.  Da  nun  2  9'Sx^  dem  einfachsten  in  1^  enthalte- 
nen Werthe  gleich  ist,  nemlich  der  positiven  Einheit,  so  heisst 
das  mithin^  dass  in  dem  bestimmten  Falle,  wenn  »  =  0,  e  =  0^ 


die  Reihe  2  9^af  dem  einfachsten  in  (1  -f-  **  +  «'i)^  ent- 
haltenen Werthe  gleich  ist.  Wäre  dies  nun  nicht  überhaupt 
bei  allen  Werthan  von  x  der  Fall,  welche  Werthen  von  m 
entsprechen  die  <C  1  sind,  so  müsste  bei  irgend  einem  sol- 
chen Werthe   eine   Unterbrechung  der  Stetigkeit   statt    finden, 

r 

während  wir  bewiesen  haben ,  dass  2  ^fdx^  für  alle  solche 
Werthe  von  x  eine  stetige  Funktion  ist.  Die  Formel  (§.  92 
Form.  ^7) 

'(1   +  ^)9  =   V  9^^r 

wo  X  =  U'{'  ei  ist  demnach  so  zu  verstehen,  dass  man  den 

einfachsten  Werth  von  (1  -^  x)^  d.  h.  denjenigen  welcher  dem 

einfachsten  Werthe  1  von  1^  entspricht,  durch  (1  -|-  x)9  be- 
zeichnet. 

Unter  der  Voraussetzung  dass  m  <  1  hat  man  also,   in- 
dem man  m  costf}  statt  u  und  m  sint/f  statt  e  setzt, 
3)         (1  -f-  m  cos  tp  -^  m  sin  ip  ,  i)q 

12  3 

=  1  +  mm  cos  ip  -|-  «»iw»  cos  2tfß  +  Wm^  cosStp-^,.. 

12  "3 

+  i(mm  sin  xp  +  ^»m«  sin  2tp  +  ^Sm^  sin  3^  +  . . .) 
Setzt  man  nun 

[(1  -(-  m  cpstpY  -|-  (m  sin  \pY'\^  =  (1  +  2m  cos  tp  +  w*)^  =  » 

1  -f-  1»  cos  tp 

L    :^   cosa 


m  sin  tp 


=  sina 


MO 

WO  onter  a  der  kleinste  Witikel  verstanden  wird,  der  die- 
sen Gleichungen  Genüge  leistet^  so  ist 
4)        (1  '{'  m  cosyß  -\-  mnnip  .  t)^ 

f 

=  (1  +  2m  CO*  ^  -|-  m*) *   [com  a  +  9%n  a.if 

q 

=  (l  -}-  2i»  €08  yß  -{"  *•**)*    (cos  qa  -f-  m^a.t) 
Zugleich  ist 

m  «tu  1// 
/^  «  =   ^ 


l    -{*  «1  CO«  ^ 

und  (§.  105) 

«I  sin  W        ., 
5  a  =:  Are  tg  ^—, ^—-  •. 

Man  bemerke  noch,  ehe  wir  weiter  gehen,  dass  alle  vorher- 
gehenden Betrachtungen  ihre  Gültigkeit   auch   Mr  den  Werth 

fn  =  1  behalten ;  sobald  q  positiv  ist,  da  die  Reihe  2  ^f&x^ 
auch  in  diesem  Falle  noch  convergirt  und  mithin  auch  dann 
noch  eine  stetige  Funktion  von  m  bleibt  (§.  92). 

6. 

Aus  dem  Vergleich  von  3)  und  4)  folgt 

± 

6)  (1  +  2m  cos  ^  4"  ^*)*  cosqa 

i  %  3 

=  1  +  tgSm  cos  \fß  +  tarn»  cos  2^  +  ^^m^  cos  3^  +  . .  . 

7)  (1   -f-  imcostp  -|-  «»*)*  9inqa 

12  S 

=  ^»1»  m  V^  +  ^»m«  sin  2^  +  ^öm'  m  3^  +  •  .  . 
Setzt  man  tp  =  ±:  -~  also  co«^  =  0,  «i»  ^  =  ±i'l  so  ist 
nach  5) 


*)  Seist  inaD  itatt  m  nn^f  und  m  cos  ^  wieder  ihre  Werthe  o  und 
H  80  kann  man  statt  4)  auch  schreibeo 

r 
was  mithin  ebeDfalls  den  Werth  von  SWi^-^-vif  ausdrückt 


1 


i 


n        .   n 
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a  =  Are  tg  (^  m) 
und  da  m  <1  l  ist,    so  liegt  a   zwischen  —  ^  und  —^   da 

ig  [^  — )^=r^l.  Nun  geht  in  diesem  Falle  1-f  2mcot^+OT* 
in  1  +  m»  über,  aber  m«  ==  {ig  «)*  also  1  +  iw«  =  1  4-(f^  a)» 

=  *  +  r~k  =  ? w   ^"hln    (1  -h  2m  CO»  xff  +  w*)« 

1 

=5  , -^.    Ferner  ist  co$^  =  co»3^...  =  co»(2*-}-I)V 

=  CO»  (2*-f"  ')  ö"  "^  ®)  dagegen  ist  cos2t/ß^z  cosns= — 1, 

cos  itfß  =z  cos2n  s=s  l  u. s.w.;  sintff  =  ^  1 ,  sinStfß^^^zl 
u.  s.  w.  m  2^  =s  ttn  4^ . . . .  »=  0.     Berücksichtigt  man  diese 

Werthe  und  setzt  noch  statt  m  seinen  Werth  ^ so  ge^ 

co9a 

hen'die  Formeln  6)  und  7)  in  folgende  über 

8  4 

8)  cosga=[cosm)9^9^9ina)^{cosa)r'^  +  *äB(»wa)*(cota)ff-*— .... 

1  3 

9)  sin  qa  —  ^  sin  a  [cos  a)*-i  —  f »  [sin  a)'  [cos  a)^"*  -|-  . . . . 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  Formeln  24)  bis  27)  des§.  118 
überein,  nur  dass  nun  q  nicht  blos  (wie  dort  n)    eine   ganze 
Zahl  bedeutet,  sondern  jeden   reellen  Werth   haben  kann  so- 
ff n 
iNild  a  zwischen  —  —-  und  -j-  liegt.    Unter  dieser  Beschrfin- 

kung  müssen  mithin  auch  die  aus  jenen  Formeln  allgeleiteten 
Formeln  35) ,  36) ,  37)  und  38)  ihre  Geltung  behalten ,  d.  h. 
sie  gelten  für  jeden  reellen  Werth  von  n  sobald  a  zwischen 

—  —  und  —  liegt. 

4  4® 

Ist,  q  positiv  und  man  setzt  m  =  1 ,  so  folgt  aus  6)  und  7) 

(2  +  2  CO»  V)*  cos  yac=l-f  ^33  co»^-f  ^35  CO»  2^4-,.. • 

1  1  % 

(2  -h  2  cos  yi)^  sin  qa  ^  «'S  »•«  ^  +  ^©  «i»  2^  +  • .  .. 

26 
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An  %ff 
In  diesem  Falle  riebt  Form.  5)  dieser  Note  iga=  ^i— ^ — - — - . 

®  '  ^  l  +  cos  tfß 

Nun  i$X  (§.  100) 

.  .«         1  +  cos  2x 

(cos  «)*  = '— 

ferner 

sin  2x  :=  2  sin  X  cos  x 
also  wenn  man  %x  —  tp  setzt, 

m  ^  =  2  sin  ^tp  cos  \tp 

1  -\-  costp  =  i  [cos  ^%pY  • 
Hieraus  folgt 

tg  ^  —  tg  ^xp 

7t  7€ 

Aber  a  ist  zwischen  —  —  und  -^  enthalten.    Nimmt  man  da- 

^  !c  » 

ft  -^    ti 

her  an,  dass  ^tff  zwischen  kn  —  —  und  kn  -}-  —  enthalten 

ist,  so  muss  a  ^^  ^tp  —  kn  gesetzt  werden.    Man  kann  da- 
her die  zwei  letzteren  Formeln  auch  so  schreiben: 

j_  .  12 

1 0)  (2+2co*  tp)  *  cos  q(^  —  kn)  =  l  +9:dcos  V+?»  cos  2  V'  + . .. . 

-1  i  1  2 

11)  {2+2costp)^sinq[^  —  k7^  =  ^fßsintp -j-msinitp-^- .„. 
wo  nun  -^  von  kn  —  -s-  bis  ätt  -f-  —  zu  nehmen  ist. 

7. 

In  %4  126  wurde  gezeigt  wie  man  irgend  eine  gairze 
positive  Potenz  von  sina  undco«a  aus  den  bekannten  Wer- 
then  von  sin  n ,  sin^a  ...  sin  na  ond  cos  a ,  cos  2a  . . .  cos  na 
finden  kann.  Die  vorhergehenden  Formeln  befähigen  uns  die- 
selbe Aufgabe  auch  für  gebrochene  positive  Potenzen 
zu  lösen. 

Man  bemerke  zunächst,  dass  in  den  Formeln  10)  und  11) 

1 
der  Ausdruck  (2  +  2costfi)^  vorkommt,  welcher  immer  po- 
sitiv ist,  da  2  -f-  2cd«^  =  2  (1  +cost/ß)  und   der   Zahlen- 
werth  von  costp   nicht  >  1   seyn  kann,   zugleich  der  ein- 
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fachst e  Werth  der  Potenz  ^  genommen  werden  soll.  Nun 
wurde  schon  1  -f  ^^*  V  =  2{co«  \%li\^  gesetzt,  wofür  man 

auch  2  (±icoÄ^^)*  schreiben  kann,  dann  ist  aber  (2-)-2  c?o«^y* 
=  2?  [±.  cos  \\if)l  =  [±.%  cos  ltfß)9.  Da  aber  dieser  Aus- 
druck immer  positiv  seyn  soll,  so  muss  das  obere  oder  untere 
Zeichen  genommen  werden,  je  nachdem  cos  ^^  positiv  oder 

negativ    ist,    also  je   nachdem  ^tfß  zwischen  2ln  —  —-    und 

7t  7K  3^7 

2ln  +  -^  oder  2ln  -}-   «-  «nd  2ln  +  -«-  enthalten  ist,    wo 

l  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Man  bezeichne  irgend 
eine  reelle  Zahl  durch  p,  multiplicire  10)  mit  cos  p  und  11) 
mit  sin  p  und  addire  die  Resultate  indem  man  die  Formel  13) 
des  §.  95  berücksichtigt,  so  findet  man 

I        V 

(2  +  2  cos  t/ß)^  cos  [g^  —  qkn  —  p) 

1  2 

=  cos  p  +  ^©  COS  {tp  —  p)  +  ^©  cos  (2^  —  p)  -f.  ...  . 

tp  fp 

Schreibt  man  noch  cos  \p-\-qhn  —  q-^)  sX9X\  cos  [q-^  —  qkn—p) 

und  setzt  ^  =  x.  so  muss   also  x  zwischen   kn  —  —  und 
2  '  .2 

kn  -^  -^  liegen  und  es  ist  (2  +  2  cos tp)^  s=  [±.  2  cos x)9. 

Ist  also  i  =  2/  so  hat  man 

12)  (2  cos  x)l  cos  (p  +  Iqln  —  qx) 

1  2 

—  COS  p  -\-  ^®  CO«  (2*'  —  p)   +  «'S  CO«  (4ä?  —  p)  + 

n  n 

wo  A-  zwischen  2ln  —  ^  und  2/;r  +  —  liegt. 

»  ■  • 

Ist  dagegen  k  =z  21  -{-  l^so  hat  man 

13)  (—  2  cos  x]q  cos  (p  +  q  [21  +  1)  tt  —  qx) 

1  2 

=  CO«  p  +  ^83  cos  (2jtr  —  p)  +  «'SS  CO*  (4jtr  —  p)  + 

IE  3/7 

wo  *  zwischen  lln  +  —  und  2ln  +  -^  liegt. 

26* 
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Setzt  man  p  =  qx  so  folgt  aus  12);  wenn   x  zwischen 
2bt  —  —  und  2ln  +  —  liegt, 

1  2 

14)  (2cot  xfco9%qln=co9qxAr^'&co%\fi—%)x\^^coi[q'-^xAr*^.. 

und  aus  13),  wenn  x  zwischen  2&r-f-  y  und  2/7r+  — liegt, 

1 

15)  [—  2 cos x)9 cos q  [21 '\-  l)n=:  cosqx -{-^^ß  cos{q'-2)  x  -\-.... 

n 
Setzt  man  p  =  ^at  ^  —     und-    bedenkt      dass     überhaupt 

co^  (ö  +  — )  =  —  *i«a,  so  folgt  aus  12)  und  13) 

1  2 

16)  [2cos  xfsin2qln:=^  mg:c+^a5m(g— 2)jtr+^a3m(y— 4)jr+... 
oder 

1  2 

1 7)  (— 2cot  xyisin  ^(2/+ 1  )n^s%n  qx+^^sin[q—2)x-\-'i^s%n[q-^)x 
je  nachdem  x  zwischen  2ln  —  —-  und   2ln  -f-  —  oder  zwi- 

sehen    2ln  +  -^   «nd  2ln  +  -^  '«^g*-      Setzt   man  x  —  — 

7t 

Statt •,  so  geht  coss  in  cos[x  —  — -)  =  m  d;  über,  setzt  man 

zugleich  p  =z  qx  so  geht  cos  (2x  —  p)  =  cos  {p  —  2x]  in 
cos  [{q  —  2)x'\-n]  =  —  cos  (q  —  2)«,  dagegen  cos  (4j? — p) 
in  cos  ((q  '-A)x-j-2n)  =  cos(q-^i)x  u.  s.w.  über. 

Macht  man  daher  diese  Substitutionen  in  12)  so  folgt 

18)  (2  m  x)9  cos  j(  2/  +  -^)  TT  s= 

1  2 

cos  qx  —  ^35  cos  (q  —  2)  x  +  ^35  co^  ( j'  —  4)  a?  -j- 

wo  nun  X  zwischen  2ln  und  (2/  -f  l)7r  liegt. 

Liegt   dagegen  x  zwischen  (2/  -f-  1)  ^  tind  (2/  -f-  2)  n  so 
folgt  aus  13)  vermöge  derselben  Substitution 

19)  (—2  m  x)q  cos  q  {21  +  ^)  n  = 

1  2 

COS  qx  —  9^83  cos  [q  —  2)  x  •{-  ^^  cos  (?  —  4)  »  +.... 
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7t  ft 

Setzt  man   zugleich  p  =  ya>  -f-  ~  und  a?  —  —  statt  a?,   so 
erhält  oian  aus  12) 

20)  (2  «tn  «)9  wnq^l-\-\)n  = 

1  8 

sin  qx  —  ^95  sin  (gr  —  2)  a?  +  ^S  m  (^  —  4)  x  — .... 
wo  d;  zwischen  lln  und  (2/-|-l)  ^  liegt,  und  aus  13) 

21)  (_  2  9%n  x)^  Min  q[2l  -^  ^)  n  = 

1  2 

««  qx  —  «'S  m  (5^  —  2)  Ä?  +  «©  m  (y  —  4)  a?  — .... 
wenn  x  zwischen  ^i-\'\]n  und  (2/-(^2)7r  liegt. 

Ist  g  eine  ganze  Zahl,  so  stimmen  diese  Formeln  mit 
den  in  §.  126  tiberein.  Die  Formel  14)  z.  B.  geht  nun,  da 
cosiqln  =  1  ist,  in 

22)  29(co8x)9  =  cos  qx  +  ^33  cos{q—2)x  + ...  +  ^35 cos[q—2q) x 
über.    Ist  q  eine  gerade  Zahl  ==  2h   so   hat  diese  Reihe  ^ein 

1  1 

2  2 

Mittelglied  9¥>co8  (q  —  2  ^)  =  ^S,  ist  g  eine  ungerade  Zahl, 

so  giebt  es  kein  solches  Mittelglied;  aber  jedenfalls  ist 
cos  [q — 2q]  x  =  cosqx,  cos  \q — 2[q — 1)]a?=:cos(y — 2)x 

q  9-1  1 

U.S.W.,  zugleich  «'S  =  1,  «^aS  =  ^35  u.  s.w.  woraus  die  Ue- 
bereinstimmung  der  Formel  22)  mit  den  Formeln  44)  und  45) 
des  §.  126  folgt.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  übrigen 
Formeln. 

Setzt  man  /  =  0  so  erhfilt  man  noch  aus  14)  und  16) 
die  bemerkenswerthen  Formeln 

1  2    • 

23)  (2  cos  x)1  =  cos  qx  +  «'S  cos  [q  —  2)x + «'O  cos  [q— 4)  a?  -f ... 

1  2 

24)  0  =«mja?+^S5m(j  — 2)a?  +  ^»m{^— 4)a?  +  ... 

TT  n 

welche  von  x  z=:  —  —  bis  «  =  —  gelten. 

8. 
Wenn  man  in  der  Formel  ($.  5  dieser  Note) 

(1  +  »)•  =  :s*k>(^ 


L     « 
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9  =  f)t  setzt,  so  gilt  sie,  so  lange  (e^)^  <  1  ist,  also  so 
lange    der    Zahlenwerth    von    d  <C  1   ist      Setzt    man    nun 

D  =  — ^-  B  Co  a,  SO  behäll  mithin  diese  Formel  ihre  Gel- 
C09  a 

tung ,  so  lange  der  Zahlenwerth  von  tg  a  <Cl ,  d.  h.  so  lange 

TT  n 

a  zwischen  —  —  und  y  '^^fif^     Unter  dieser  Voraussetzung 

hat  man  also,  auch  wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist, 

(1  +  ?^  .^"^  1  +  4  ?^"  i  +  4  (?^.-)»  H- . . . 

^  cos  a  cos  a  cos  a       ' 

zugleich  ist,  nach  §.  113  Form.  27, 

(cos  a  -^  sina.if  =  cos  na  -^  sin  na,  % 

Es  müssen  mithin  alle  Resultate,  welche  wir  früher  (§.  118 ff.) 
unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  gafize  positive  Zahl 
ist,  lediglich  aus  diesen  Formeln  abgeleitet  haben,  auch  für 
andere  reelle  Werthe  von  n  ihre  Geltung  behalten,  sobald  der 

Zahlenwerth  von  a  <1  -r-  ist.    Namentlich  hat  man ,  den  For*- 

4  ' 

mein  24]  bis  27)  des  §.118  entsprechend, 

25)  cos  na  =  [cos  a^  —  *©  [cos  af^^  [sin  a)» 
+*©  [cos  af^  [sin  a)*  —  .  . 

26)  sin  na  =  ••»  (cos  af'^  «•»  a  —  *1B  (cos  af^  [sin  a)» 

-f  *5B  (cos  af^  (sin  a)«  —  .  .  . 

nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  nun  die  Reihen  nicht  abbre- 
chen. Es  verschwindet  daher  auch  der  Unterschied  zwischen 
geraden  und  ungeraden  n. 

Ausserdem  gelten  diese  Formeln  auch  noch  für  tgaz=::t.\^ 

n 

also  für  az=:±L—^  sobald  n  positiv  ist,  wie  aus  der  in  §.  5 

dieser  Note  gemachten   Bemerkung   erhellt.     In  diesem  Falle 

n  ft  \ 

ist  sin  -^  ^s=z  cos  -r-  i^  —7=-  und  die    Formeln  25)  und   26) 

verwandeln  sich  in 
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« 

2 


CO«  {«  .  x)  =  (t)-'  [l  -  *ö  +  "» ] 


f»(«.f)=4)'  [»»-«»  +  4-...] 


9. 


Da  ferner  wenn  a  j<  -r  auch  «•«  a  <  1  ist,  so  lassen  sich, 

—  4 

HHa  =  »  gesetzt,  die  Werthe  von  (1  —  »»)^  (1  —  »*)  *  ••• 
noch  immer  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  enlwicketo,  auch 

wenn  ^,  — —  .  .  .  keine    ganzen   Zahlen   sind.     Man  kann 

demnach  die  Resultate  der  $$•  122  bis  124  auch  auf  den 
Fall  übertragen,  wenn  fi  keine  ganze  positive  Zahl  ist,  sobald 

der  Zahlenwerth  von  a  <  j  (oder  auch,  wenn  n  positiv, 
a'=  dl  ^}  und  findet,  den  Formeln  35),  36),  37)]  38)  enl- 
sprechend,  die  unendlichen  Reihen 

27)  CO»  na  =  1  —  ö-  («•"  *")    +      1^34      i**"  <*' 

„2  („a  _  2»)  (n*  —  4)»  ,  .     ,6    , 
"    ^  Li -i-  («tna]°  +  .  .  .  . 

1.2.3.4.5.6^        ^^ 

„2_1  (««_!) (««—3»),  .    .^ 

28)  CO»  fflo = CO»  o  [1 j— g-  (»M»  a)«  +      i,2.'6.T~  ^       ' 

-        ">'  -  ')  ("'  -  3')  t"'  -  ^')  (»««)«  +  ...  .] 
—  1.2.3.4.5.6  ^ 

f^  U2  2*)     . 

29)  sin  na  =  cos  a  [n  sm  a r — gTX  ^*** 

.  ?ii'!j::ii!ü?;^  («„  a)« -*-... .] 
^^     1.2.3.4.5     ^     ' 

«(iiM),  .     „.  n(«»-1)(fiV3»),^^^s_ 

30)  sinna=nsitt a~  f-^ (»»« 0)»+   \  2.3.4.5  ^       ^ 

»inet  „^ 
Da  der  Ausdruck  (co»  ei + »in  ei.»)»  =  [co$  ei)"  [1  +  ^^  »J 


5 
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sich ,  auch  wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist,  noch  immer  nach  dem 
binomischen  Lehrsatz  entwickeln  Ifisst,  sobald  4er  ZaUenwerth 

•  •      • 

von *—  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  irelten  nach  €.  129 

cos  tn  '        ^ 

die  Formeln  25  bis  30  unter  dieser  Beschränkung   auch  dann 
noch,  wenn  man  ti  statt  a  setzt. 

Dagegen  kann  man  hier  nicht  mehr,  den  Resultaten  des 
$.  125  entsprechend,  aus  den  vier  Formeln  27  bis  30  vier 
neue  Formeln   ableiten,    da    sobald   n   keine    ganze  positive 

Zahl   ist,    auch   die   Formeln   cos  n  (—  —  a)  =  ±l  cos  fiaj 
sinn  (—  —  ä)  =:  zi^  sin  na  nicht  mehr  statt  finden. 

10. 

sin  na  n*  a'  n*  a* 

"      n      —  ^  -  77273  +  1.2.3.4.5  —••••(*•  ^5 

Form.  5),  so  folgt,   wenn  lim  ( )  den   Werth   bedeutet. 

^    n     ^  ' 

,  ^       sin  na  ^ 

welchen für  »  =  0  annimmt, 

n  ' 

lim  ( )  =  a.     Ist  aber  a  zwischen  —  —  und  —  ent- 
halten, so  folgt  auch  aus  30] 

^     n     ^  ^2        3       ^2.4       5^ 

mithin 

^  ^2        3       ^2.4       5       

vermöge  welcher  Formel  man  jede  Zahl  a,  die  nicht  grösser 

als  —  ist,  aus  ihrem  bekannten  Sinus  berechnen  kann.    Setzt 

man  sina=iz  und  bezeichnet  man  a  durch  Are  sin»  so  geht 
diese  Formel  in 

A  ,       1     »5  1    .    3    »5 

Are  «ii»  =  »-U-—  _-J _ 

^2    3^2.45**' 

über« 


•  •  . 
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Auch  folgt  aus  29] 

lim  ( )  =  cosa  [sina  +  ^  {«»«a)'  +  ;r-v  (»ina)^.  .  .1 

^     n     ^  o  Ö.5 

also  wenn  a  zwischen  —  -,-  und  -r  liegt , 

4  4        ^  ' 

2  2  4 

32)    a  =  cosa  [«fta+^  (»ma)5  -|-  — ^  (ma)^  .  .  .] 

3  d .  5 

ff  n 

Bezeichnet  6  eine  Zahl,   welche  zwischen  —  und  -^  üeg^^  so 

4  V 

ist 6  eine  Zahl  die  zwischen  0  und  -r  lieirt,  setzt  man 

2  4       ®  ' 

n 
also  ^^ &=ra  so  kann  man  a  vermittelst  der  Formeln  31) 

und  32)  berechnen.    Nun  ist  m  a  =  cos  b  und  cos  a  =  m  A 
also  nach  31) 

-  -  6  _  C0.6  +  2   -är  +  274   "5-  •  •  •  • 
d.  lu 

*  =   2  -  [^^^6  +  2   -3-  +  274  —5-  •  .  .  •] 
und  nach  32) 

6  =  «in  6  [cos  6  +  ^  (co«  6)*  -\-  ^-^  (coä  6)*   .  .  .] 

also 

7f  2  2     4 

b  —  ^  —  9%nb  [cosb  +  ^  (co«6)»  +  ^-^  (co*6)5  .  .  .] 

Man  kann  die  Formel  32)  noch  in  folgender  Weise  umgestal- 
ten.   Man  multiplicire  mit  cos  a  so  hat  man 

2  2.4 

acosa  =  (cos  a)^  [sin  a  +  ^  (^«  «)«  +  ^-^  {sin  o)^  +  . . .] 

Setzt  man  nun  1 — (sina)^  statt  (cosa)^  und  vereinigt  die  Glie- 
der, welche  dieselbe  Potenz  von  sina  enthalten,  so  erhält  man 

acosa  =  Sina  —  -^  [stn a)^  —  :^—  (s%n a)^ —  ^(stnaV... 

o  0.5  Ö.5 .7 

oder 
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„      .  ^  sitt  a                    .                                                 ] 
Wun  ist =  tg  a  und  ebendeswegen  (cos  o)*  =  r-r-j -. 

also  («m  o)»  =  -ij£-f!L     und  daher 

1  +  [tg  o)« 

80  dass  man  die  Zahl  a  aus  ihrer  Tangente  berechnen  kann. 
Eine  einfachere  Formel  zu  demselben  Zwecke  wird  in  der 
folgenden  Note  gefunden  werden. 

11. 

• 

Verfolgt  man  das  Verfahren^  welches  hier  angewandt 
wurde,  weiter,  so  findet  man,  dass  man  nicht  blos  a  sondern 
auch  jede  höhere  ungerade  (ganze)  Potenz  von  a  durch  eine 
nach  Potenzen  von  sin  a  fortlaufende  Reihe  ausdrücken  kann. 
Will  man  z.  B.  eine  solche  Reihe  für  a*  finden,  so  «gehe  fhan 
Yon  der  Formel 
sin  na 

n  a»i  n^a^  ^ 

—  «2  1.2.3  ~  1.2.3.4.5  X  •  •  •  • 

aus.    Setzt  man  n  =s=  0  und  bezeichnet  den  Werth,  in^elcben 
sin  na 


a  — 


n« 


—     unter    dieser   Voraussetzung    annimmt,     durch 


sm  na 

6m  f T^ )  so  hat  man 

sin  na 


a  — 
lim 


V         «»         /         1.2. 


Nun  folgt  aus  30)  und  31) 

Hnna      U(n«-1),  .  U»-(ii»-l)(«*-3*),  .     .. 

«-- ^  =  -TXr  (""  ")•+     1.2.3.4.5   <*"*">•••• 

oder 

«f  11  na 


/i  — 


n       _  (sin  fl)»  it«  — 10^       . 

V^  -  1  .2.3  ~  1.2.3.475  ^'•'•''^  •••• 
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also 

a«  =  {Hn  a]»  +  ^  («»a)«  -f-  4;!^  (m  «)'  +  ....  *) 

Auch  kann  man  auf  ähnliche  Weise  jede  gerade  Potenz  von 
a  durch  eine  nach  Potenzen  von  sin  a  fortlaufende  Reihe  aus- 
drücken.   Denn  aus 

eos  na  =  I  —  , — jr  -f- 


1.2'    1.2.3.4 


1   -       COS  IkO 

folgt,  wenn  man  den  Werth,   welchen für  «  =  0 


w 


annimmt,  durch  lim  ( — -)  bezeichnet, 

..     /l  —  cos  fiax  a* 

'••»  (—1,2 )  =  1—2 

und  aus  27) 

,.      A  —  cos  na.  a^  (sin  äf    ,  2»  ,  .     m 

22  ^  42 
+  1.2.3.4.5.6  (-^  «)''  +  ••  • 
also 

/  .     .«    .     2    .ma.*  .    2.4  («na)«    , 


*)  Das  Gesetz,  welches   die  Goeflficienten    in  dieser  Reihe  befol- 

A    ^ 
gen,  ergiebt  sich  aus  $.  76  Form.  43.     Nennt   maD  den 

Goefficienten  Ton  («in  a)     '     ,  so   ist  A    ^    die  Summe  der  Gombina- 

^        '  r-1 

tionen    ohne    Wiederholung    inr    Glasse  r  —  1    aus    den    Elementen 

I,  3*,  5«...(2r— !)«;  i.  B.  tO  =  t  +  3*,  259  =  1  .  3»  +  i.5*+  3».  5«. 

Denn  A        ist  der  Goefficient  ron  ii^  in  der  Entwickelung  der  rFak- 

toren  («'—  t)  (n^— 3^)...(m>^  (2r— t)V  Setit  man  aber  in  der  er- 
wfihnten  Formel  Oq  =  —  1*  ^o  =  —  3^  u. s.w.  und  a^m  =  n^  so  er» 
giebt  sich  ans  derselben 

(«2  -  I)  (««  —  3*)  .  .  .  .  [n«  -  (2r  —  ti«]  =  C»  +   C»n«  +  .  .  . 

wo  sieb   die  Gombinationen  auf  die  Elemente  —  1 ,  —  3',  u.  s.  w.  be- 

r  r-1 

sieheo  und    wofür    man  ( — 1)''  CP-  -|-  ( — 1)         C^n^  -|-...    schreiben 

kann,  wenn  man  dafür  die  positiren  Elemente  t,  3^  5' u. s.w.  nimmt. 
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uad  es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  wie  man  a^^a^.., 
ebenfalls  durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  finden  könnte. 

Note  IX. 
Veber  die  Berechning  der  ZaU  n. 

1. 

Die  vorhergehende  Note  enthält  verschiedene  Formeln, 
welche  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Werth  der  Zahl  n  ver- 
mittelst convergirender  Reihen   zu    berechnen     (vgl.   $.  100). 

7t 

Setzt  man  z.  B  in  31)  statt  a  den  Werth  ^,    so  erhält   man 

.     n  1 

wegen  «n  -  =  -^ 

^^1,1       1     1       i.a       1        1 

4  l72  ^  2  •  2]/2  3  "'"  2.4  •  2»|/2  *  5  "^  '  '  *  ' 
Eine  einfachere  Formel  erhält  man  aus  32)  nemlich 

4~¥+3*2*'^3.5*25  +  ''* 
und  33)  giebt 

4   ""  3*2         3.5  ^2^        3  .  5  .  7  U/       

Andere  theils  einfachere  theils  stärker  convergirende.  Reihen 
erhält  man  aus  folgenden,  auch  an  und  für  sich  wichtigen, 
Betrachtungen. 

2. 
Versteht  man  unter  log  (l-f-ri)    den  einfachsten  Lo- 
garithmen  von  l  -\'  ei  und   setzt  l  -\-  ei  =  e  so  hat 

m«n  (f.  113  Formel  26)  [«'-^(»+"T  =  e'""'^'^^ 

oder  (1  +  «.f  =  c«'-«<^+") 

und  demnach  (§.  93) 

(1   +  f>i)^=  l  +q  log(l  +ei)  +  ^  [log  (l  -^  ei)Y  +  .... 

und 
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Aus  der  in  der  vorhergehenden  Note  gefundenen  Formel 

(1  4-  of]^  =  s^^x"- 
folgt  aber,  wenn  man  x  =:  ei  setzt, 

welche,  wenn  q  positiv  ist,   för  die  Zahlenw^the   von  t>  die 
nicht  >>  1  sind,  gilt.     Hieraus  folgt 

2^    ('+<'»•)'-»  _ «i 4. (? - ^) r«i^« 4_ (y-^)(y-^) ,^N5 . 

2)       _ e.  +  __  (e,)«  +       g     3       (««)»+•••• 

Bezeichnet  fem  j^ 1    die    Grenze,     welcher    sich 

(14-f)t)y— 1 

i — ! L unbeschränkt  nähert,   wenn  man  g  unbeschränkt 

9 
abnehmen  lässt,  so  hat  man  nach  Form.  1) 

3)  ii„,  p  +  t>t)V  -1  j  ^  ^^  ^^  ^  ^^^ 

da  die  Reihe 

I  [%  (1  +  ei)]«  +  2^3  [log  (1  +  wT  +  .  .  . 

=  f  [[%  (1  +  «•!]'  +  f  [%  (1  +  w)]«  +  .  .  0 

wie    die     in     Klammern     stehende    Reihe    [log  (1   4**  ^^71^ 

+  ^  [^^S'  (^  +  *'*)]*  +  •  •  •  ^'"6    convergirende    ist,   und 

mithin  verschwinden  muss,  wenn  man  q  =^  0  setzt. 
Aus  Formel  2)  folgt  aber 

4,     «„["  +  ^T.-']-.i-g  +  (f -ly.... 

Aus  Formel  3)  und  4]  erhält  man  daher 

5)        hg  (l  +  m)  —  m ~ 1 ^ ^ h  ♦  •  • 

f)*         i>*         tj^  .  -  ü'         c* 

=  y  —  j+g^  —  ••.••  +  •(«'  —  y+y----) 

Nun  haben  wir  (nach  $.  106  Form.  18] 
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log  (1  +  et)  =  toy  (1  +  i>»)i  -f  t .  Are  ig  r 
und  liach  $.  83  Form.  12) 


,«\i  _  i.  M^n   I   «2\  _  ?! ? 


C' 


log[\  +€r  =   2  '^ir(»  +  «')=  2  -  4  +  6   "  •••• 


also 


c'     .     C*  ü^ 


6)  Are  /yc  =  c—    g^+g^^y.... 
oder,  wenn  man  Are  tg  f>  =s  a^  also  r  =  (9  a  setzt , 

7)  a=:  lya  ~  i-(/^a)5  +  -  (^i,ra)5-i  (tgaY+.... 

welches  eine  einfachere  Formel  zur  Berechnung  der  Zahl  a 
aus  ihrer  Tangente,  als  die  in  der  vorhergehenden  Note  For- 
mel 33)  gefundene  ist. 

Aus  Formel  5)  folgt  auch  noch 

U^         f)+         ©6  f)5         ©5 

8)  %(1—  l>t)=y    —    J+     g-—   ...~»(l>-g-+-5~     ••-) 

Also  nach  6] 

9)    Aretgf>  =  log -, =  ^.  'og  {j—^) 

3. 

Wir  machen  nochmals  darauf  aufmerksam,  dass  die  For- 
mel 6)  nur  dann  statt  hat,  wenn  der  Zahlenwerth  von  t>  die 
Einheit  nicht  übersteigt  und  dass  Are  ige  die  kleinste  Zahl 
bedeutet,  deren  Tangente  den  Werth  d  hat  ($.  105). 

Nun  ist    .    die  kleinste  Zahl,  deren  Sinus  und  Cosinus 
4 

denselben  Werth  haben  ($.  99)  deren  Tangente  mithin  =  1 
ist,  folglich  können  mit  Hülfe  der  Formel  6)  nur  solche  Zah- 
len aus  ihrer  bekannten  Tangente  berechnet  werden,   welche 

nicht  ausserhalb  der  Grenzen und  -7-  liegen. 

4  4 

Ist  «  =::  1  SO  folgt  aus  6) 
Mit  Hülfe  dieser   einfachen    convergirenden  Reihe   kann   also 
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der  Werth  von  —  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  nähe- 
rungsweise gefunden  wierden  (vgl,  §.  100).  Wir  werden  aber 
später  zeigen  (Note  XI)  dass  n  keine  rationale  Zahl  ist  und 
sich  daher,  überhaupt  nicht  anders  als  näherungsweise  durch 
rationale  Zahlen  ausdrücken  lässt. 
Aus  lOj  folgt 

2;r  =  8  (1  -  i  -h  ~  -  y ) 

und  hieraus  berechnet  man 

2n  =  6,28318  .  .  . 

was  zugleich  die  Länge  der  Peripherie  eines  Kreises  ausdrückt, 

dessen  Halbmesser  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird  ($.  lOl)*). 

In  Formel  10)   sind  die  Glieder   der    Reihe    abwechselnd 

positiv  und  negativ.     Setzt  man  allmälich  r  s=  1,  2,  3  ...  so 

sind  die  positiven  Glieder  sämmtlich  in  der  Form  j -^  die 

negativen  in  der  Form  j enthalten.     Setzt  man  also  nä- 
herungsweise 

n         .  1.11  .1  1 


4   ~  '  3   "^   5  7  •  •  •  "*".  4r— 3         4r— 1 

Jt 
so  heisst  das,  man  berechnet  —  aus  den  2r  ersten   Gliedern 

4 

der  Reihe.     Nennt  man  den  vernachlässigten  Theil  der  Reihe 

ü,  so  hat  man 


4r-f-l        4r  +  3    '    4r  +  5        4r  +  7 


.     •    •     • 


*)  Man  hat  allmälich  die  Zahl  n  bis  zu  einer  sehr  grossen  Reihe 
TOD  DecinialstelleB  berechnet.  In  dem  Crelle*6chen  Journal  für  die 
reine  o.  angew.  Mathematik  Bd.  27  S.  198  findet  man  den  Werth  bis 
auf  200  Decimalstelien  Ton  dem  bekannten  Ropfrechner  Dahse  be- 
rechnet. In  Grunert's  Archiv  für  Mathematik  und  Physik  Bd.  25 
S.  472  findet  man  sogar  die  Berechnung  bis  auf  500  DecimaSstellen 
fortgesetzt.    Die  ersten  Stellen  sind 

71  =  3,  14159  26535  89793  23846  26433  83279  50288 
bis  dabin  hat  Ludolph  von  Gölo  die  Rechnung  ausgeführt,  weswegen 
diese  Zahl  auch  die  Ludolphitiische  genannt  wird. 


also 


d.  h. 


41« 


«  >  i^qn  -  4Rr3  i^9i  §.  59) 


2 


(4r+l)(4r+3) 
Setzt  man  nun  r  =  100,   d.  h.   braucht  man  cor  Berechnung 

von  —  die  ersten  200  Glieder   der  Reihe,   so  vernachlässigt 

man  mehr  als.  777^ jzr-  =  0,  00001  .... 

401  .  403 

Um  also  —  bis  auf  die  5te  Decimalslelle  genau  «u  finden,- 

muss  man  jedenfalls  mehr  als  200  Glieder  der  Reihe  10]  ver- 
wandeln^ d.  h.  diese  Reihe  convergirt  sehr  langsam  und  es 
isl  sehr  mühselig  aus  ihr  den  Werth  von  n  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen.  Man  kann  aber  leicht  aus  dem  Vor- 
hergehenden stdrker  convergirende  Reihen  finden. 

4. 

Aus  Formel  9]  folgt,  wenn  man  «  =:  1  setzt, 
n  1    ,      /I  +  t 


i't'^  (hf-) 


oder  da ,  z=z  i 

1  —  • 

n         1 
11)  j  =  —  logi  (vgl.  §.  103  am  Schluss) 


Man  setze  nun  t  =  (- — --^A  —  z — '—~ \ 

so  folgt  hieraus  i-f-Zy-*  j*t=l-f-2}i--f*  also  1—2 j-^y*=0 
d.  h.  j  =  ]/"2  —  1,  also 

und  wenn  map  diesen  Werth  in  11)  substituirt 

4  -^    ti*^^  Li  -(v^2-i)d 
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oder  nach  9] ,  wenn  man  |/~2  —  I  (was  <1 1  ist]  statt  o  setzt, 


8         »^  3 


•    •     • 


n         _^.     .       ,y2_l  5 


Setzt  man  näherungs  weise  -^  =  |/'2 — 1 — \~^ — )  •— 

("l/"2  —  1  '**^*        iVi—  1)**^^ 
_i_  ül 1 2l— 1 so  dass  man  also  2r  Glie- 

^        4r— 3  4r  — 1 

der  zur  Berechnung  anwendet,  so  ist,  wenn  R  den  vernach- 

(1/2  _!)*'•+ ^ 
lässigten   Theil    der   Reihe    bezeichnet,    R  <  ^   — 

(1^2—1)15 
(vgl.  §.59),     Setzt  man  nun  z.  B.  r  =  3,  so  istÄ<-^^ — 13^ 

d.  h.  A  <  0,0000009.      Man   erhält   mithin,    indem   man   die 
sechs    ersten  Glieder   der  Reihe  12)  anwendet,   den  Werth 

von  -^  bis  auf  eine  Einheit  der  sechsten  DecimalsteUe  genau. 

Eine  nicht  so  stark  convergirende  aber  bequemere  Reihe 
erhält  man,  wenn  man 

M  —  qi^ 
setzt,  denn  hieraus  folgt 

und  demnach,  wenn  man  die  dritte  Potenz  entwickelt, 

_  (i_3^_3y»4-?«i)  =  l+3jrf-3y»— ?»» 

1 
also  3ji«  n-  1  =  0  oder  q  =*  :r^' 

Mithin  . 

und 

27 


8 


•     •     • 
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+ L_ l .....) 

Wendel  man  hier  wieder  tr  Glieder  der  in  Klammern  stehen- 
den Reihe  zur  Berechnung  an,  d.  h.  nimmt  man  die  Reihe  bis 

zum  Gliede so  ist  der  vernachlftssigte  Thcil 

3*'^'  (4r-I) 

1  n 

R  kleiner  als .    Um  —    zu   erhalten    müsste  man 

3*''(4r+l)  ^ 

1/3 
noch  mit  J-— -  multipliciren   und   der  Fehler  des  Resultats  be- 
4 

l/3              1 
trüge  weniger  als  ^-y~  •  •    Setzt  man  nun  wieder 

4       3""{4rH-I) 

1/^3  1 

r  =  3  so  ist  f-7-  .  ^ — =-^  =  0,00004 . .  • . .  d.  h.  man  er- 

4       o^  .  13 

ff 
hilt  wenn  man  6  Glieder   der  Reihe  13)   anwendet,   ---    mit 

einer    Genauigkeit,    die    um  weniger   «Is    5    Einheiten  der 
5  Decimalstellen    von   der   Wahrheit    abweicht.     In   der  Thal 

findet  man  ^— r—  (I  —  :rr  H-  —  ►  -4-  — ^ \ 

=  0,39266 ....  Aus  dem  oben  gegebenen  Werthe  2n  =  6,28318 ... 

folgt  aber,  wenn  man  mit  16  dividirt,  -^  =  0,30269  so  dass 

der  Unterschied  nicht  4  Einheiten  der  5ten  Decimalstelle  beträgt. 
Andere  stark  convergirende  Reihen  ergeben  sich  durch 
folgendes  Verfahren.    Man  setze 

l  +t>i^k(\   +  pi)  (1  +  ff») 

1  _  Di  =  4(1   _  jri]  (1  _  qi) 

so  ist  1  =4  (I  —  pq)^  r  =*  *  (p  -f  ff)    aba 


und 

P  +  9 

V  —   - 

1         pq 

14) 

q-    "-" 
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bt  also  e  gegeben  nnd  man  nimmt  p  willkührlich  an,  so  kann 
man  hiernach  q  berechnen.    Setzt  man  dann 

\   +  gi  =  k^  (\  ^  p,|)  (1  +  i,,t) 

1    -  ,i  =  *l   (1    _  p,i)  (1    _  g,i) 

SO  &idet  man  ebenso  qi  s»  a ^ 

Man  hat  demnach 

IK)  1  +^  _  (1  +  PQ  (I  H-  gfl 

'  1  _  rt  -  (1  -  pi)  (1  -  ?.l . 

«  —  P 
wenn  q  =»  : — ; — —.    Ferner 

1  +  »P 

!_+_?!  _  (1  +  P«l  (1  +  Pi«*)  (1  +  ?!«•) 
1  _  w  ~  (1  -  pi)  (1  -  p,i)  (1  -  ?,t) 

wenn  znirleich  a,  3=  ?— — ?L,    Ebenso  fände  man 

1  -H  P<  _  (i  +  P»l(l   +  PiO  (1  -h  P^»")  ('  +  92«) 
I  -  et        (1  -  pt)  (1  -  piij  (1  -  pat)  (1  -  j2») 

wenn  auch  poch  q2  =  i — ^ ,  und 

...       L±w  _  (l+P*)  (l+Pit)  (1+P.i)  (l-hPsO  (»  +  g5tl 

'^'  1  _  et   ~   (1  -  pt)    (I  -Pil)    (1  -P2t).  (1  -P5»)    (1  -  fti)    ^ 

^enn  ausserdem  a«  =  ^^^-^ und   man  sieht    wie    dies 

I  +  q2p5 

Verfahren  fortzusetzen  ist. 

Ist  nun  z.  B.  f>  =  1    und   man  nimmt  p  =:  —  so   folgt 

1 
(aus  14)  q  =  -^  »nd  nach  15) 

o 

*  -  2  •    ^  -  3  • 

folglich 

'-j'  '-3* 

oder 

27* 


4tO 


n 

1 

1 

4 

2 
1 

3 

.  2» 
1 

+ 

3 

— — 

3 

.3» 

+  5.2« 

+   « 


1_ 


5  .  3« 


•     •    •    • 


Setzt  man  p  =s  pj  =  p2  =  Ps  ^^  X  ^^  r  =r  I,  $o  findet 

2  7  9  1 

man  ?  =   3-.  ffi  =  jy,  ?ft  =  4g,  «'s  =  "239  »'»onach  16) 


und  demnach 


'  -   5  *  *  +  239  • 


1   +  --  •  I  -I i 


«  1     ,,       /      '     5     X  1  /      ■    239    \ 

*  -   5   *  '  -  239  • 

V  5         3  .  55  ^  5  .  5«  *  •  •'' 

^239        3  .  239»  ^  5  .  239«     '  '^ 
weicher  Ausdruck   sehr  rasch  convergirt.      Man   sieht  leicht 
dass  sich  aus  derselben  Quelle  eine  Menge  noch  stiirker  con- 
vergirender  Reihen  ableiten  lassen. 

5. 

1  1      I         * 

Die  Formel  Are  ig  e  =z  ^,  hg  (,         .)  gilt  auch  noch, 

wenn  der  Zahlenwerth  voq  «  grösser  als  die  Einheit  ist ,  nur 
darf  man    alsdann    diesen   Ausdruck    nicht    mehr   der  Reihe 

©—«-  +  —  gleich  setzen.      Aus  ,§.  106  Form.  18)    folgt 

nemlich  für  jedes  e 

log  (1  4-  ei)  =  log  (l  +  «»)^  +  •  Are  ig  d 
log  (1  —  ei)  —  hg  (\  +  tj«)^  -  •  Are  ig  e 
also»  wenn  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  abziefat| 
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Arctgt  =  ^.  log  (|^-.) 
Man  findet  ebenso 

Are  tg  u  =  —  hg  (- ^1 

und  mithin 

Arcig.  +  Arctgu^^.  log  ^^   _  ^^  (^  _  J 

1    —    :; » 

-  1    .      (1  +  c»)  (1  -  ui) 
Are  tgv-Arctgu=::^.  log  ^^  _  ^^^  ^^  _^_  ^^ 


1  —  1.     - 

d.  b. 

17)  Are  tg  v  ■{■  Are  tg  u  —  Are  tg  ^  _  ^^ 

18)  Are  tg  9  —  Are  tg  «  =  Are  tg  yZiT^ 

Ist  Ott  =  1  also  u  s=  —  so  folgt  hieraus 

f> 

1      '  n 

Are  tg  f>  -{-  Are  tg  —  =^  Are  tg  ao  =  -^ 

-—Ol  '7t 

d^  ta  —  s=s =  —  =  00  und  zugleich  —  die  kleinste 

COSj 

Zahl  ist,  deren  Cosinus  Null  ist  ($•  99). 

Auok  diese  Formeln  kann  man  zur  Berechnung    der  Zahl 

n  anwenden. 

Aus   der  Formel  6)   ergiebt  sich  nemlich,   dass   dieselbe 
desto  rascher  convergirf,  einen  je   kleineren  Bruch  man  statt 

e  nimmt.    Kann  man  also  vermittelst  Form.  17)  z.  B.  ^  d.  h. 


Are  ^  1  in  eine  Summe  von  Zahlen  serlegen,  deren  Tangen- 
ten kleine  ächte  Brüche  find,  so  wird  man  värmittelst  Form«  6) 

den  Werth  von  -j  desto  rascher  mit  grosser  Genauigkeit  fin- 
den, je  kleiner  jene  ächten  Brüche  sind. 

Setzt  man  z.  B.  o  =  ^^  n  =  --r-  so  folgt  aus  17] 

y  +  F 

Are  tg    -  +  Are  tg   q   =  ^o  tg  ^ pyj  :=  Arctg  — 

Ferner 


also 


'~2'3 


—  =  Are  tg  —  ^  Are  tg  —  '\'  Asre  tg  ~ 


6. 
Man  kann  die  Betrachtungen   des  §*  2  dieser  Note  noch 

verallgemeinern.      Schreibt    man    e  ^  *    '  ^  '      '   statt 

1  -^  2m  eos  tff  -{-  «i«  und  e^"*  statt  cosqa  -{-nnqa.i  so  hat 
man  nach  Formel  3)  und  4)  der  vorhergehenden  Note,  sobald 
der  Zahlenwerth  von  m  <  1  ist, 

1  *  '    % 

Andererseits  ist 

e  =l+g[in-|-y%(l  +  2meo«V^  +  fii>}] 

Hithin  ist  auch,  wenn  man  in  beiden  Entwickelungen  die  Ein- 
heit  abzieht  und  dann  durch  9f&  sss  q  dividirt. 
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m  (cosyp  +.  sinyß.i)  +  ^*~   ^  m«  (co«2^  +  «ii2^.i)+ .... 

I  ly  1 

=  «»4- 2^Ml+2m<»*^+m»)  f  j^[az+-%(l+2wco»^+m«)]« 

Setzt  man  plso  ^  =  0  so  folgt 

19)  2  ^'^^  ^*  +  *^  ^^'  V  +  »»*)  +  «» 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  zwei^  und  zwar,  wenn  man 
den  Werth  von  a  ans  Formel  5)  der  vorhergehenden  Note 
nimmt,  so  folgt 

20)  -log(l  +2m  co$tfß+m^)  =  m  cos  \p——co»  2\l)+—eos  3^—.. . 

Die  Formel  6)   dieser  Note  folgt  aus  21)  wenn  man  y;  =  -— 

setzt. 

Setzt  man  in  20)  m  =  1 ,  so  erhält  man  diß  Formel 

22)    -j-iog  (2  +  2ca9%lß)  =  eoMtp  —  -x^  eo«  2^  +  ^  eo$  3^  — .... 
2  Z  o 

welche  ebenfalls  noch  gültig  ist,  da  auch  die  Formeln  3)  und 
4)  der  früheren  Note  ihre  Geltung  behalten  wenn  m  =1,  so- 
bald nur  q  positiv  ist,  und  wir  hier  in  Atr  Tbat  kein  negati«- 
ves  q  zu  berücksichtigen  brauchen.  In  einem  bestimmten  Falle 
jedoch  hat  die  Gleichung  22)  keinen  Sinn  mehr,  obgleich  jene 
Formeln  ihre  Geltung  behalten,  nemlich  wenn  ^  =  (2&-f~0^ 
wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Dann  nemlich  ist  co«y/:=  —  1, 
CO»  2^  =  1,  cotZtff  ^=  —  1,  CO«  4^  =  1  u.  s.  w.  »intp 
=  sin  2^  . . .  s=  0.    Die  Formel  3)  verwandelt  sich  daher  in 

1  B 

0  =  1  —  ^«  +  «»•...==  (1  —1)«        (§.  63) 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  22)    dagegen  geht   in  -—  lg  (0) 

Über,  während  die  rechte  Seite  —  (1  +  ö"  +  "q  +  ••••) 
also  eine  divergirende  Reihe  wird  (§•  45),    Der  Grund  dieser 


' 


Erscheinung  liegt  darin,  dass  weil  nun  1  -}-2mco»^  -j-m^  =  0 

ist,  der  im  Obigen  benutzte  Ausdruck  e  "^    '  'seine 

Bedeutung  verliert. 

Setzt  man  in  22)  n  -}-  tfj  statt  i^  so  erhftlt  man 

—  log  (2  —  2  CO«  (//)  =  —  cos  lU  —  —  cob  2^  —  -^  eos  3^  .... 

welche  Formel  nur  dann  ihre  Bedeutung  verliert^  wenn  ^=:  ikn, 
wo  ik  wieder  eine  ganze  Zahl  ist. 

Setzt  man  in  21)  m  =^  1  so  folgt 

28)    Are  ig  .  ^  ssisinip^  —  m2t^  +  T  ««»3t^  — .— 

'  *^   1  -|-  CO»  V'  2  ^       ö 

Nun   kann  man,    wie    schon   früher  bemerkt  wurde^    sin  tff 
=  2 sin  lyj  cos  \if/,   1  +co»U/  =  2  (co»^i/;)*  setzen,  woraus 

sin  tiß  sin  ktp         .     •       v  ,  .  *  *      j 

r —  =  -—  =  tg  Itij   folgt,    vorausgesetzt,    dass 

1  4-  cof  ^        cosi  V  9  ^^     ^  »  »  » 

oo«  4^  nicht  Null  ist,  was  für  tp=z±.n  der  Fall  seyn  würde. 
So  lange  yj  zwischen  — n  und  n  liegt,    kann   man  also  statt 

23)  schreiben 

24)  Are  tg  {tg  \t/ß)  =  sin^^lsin  2^+ ^muSV^  — .... 

Man  darf  hierbei  die  Bedeutung  von    Are  tg  (tg  ^tfß)  nicht 

ausser   Augen    lassen,    wodurch   die   kleinste   Zahl,   deren 

Tangente  der  Tangente   von  ^tfß  gleich  ist,  bezeichnet  wird. 

tb 
So  lange  tf;  zwischen  —  n  und  n  liegt,  also  ^  zwischen 

n  n 

—  2"  ""^  2" '  '**  ^^^^  ^^  ^^  ^'^  ^^^  *^  ^^  ""^  mithin 

25)  \yß  =  sintp  —  \s%n2yß  +  ^sinZip 


da  es  innerhalb  der  Grenzen  ^  -^  und  --  nicht  zwei  Zahlen 

2  2 

giebt,    welche    dieselbe  Tangente   haben   (§.  105).      Ist   aber 

tp  =  tp'  ±L  2/fr,  wo  ^'  eine  zwischen  —  —  und  —  liegende 

Zahl  bedeutet,  so  ist  tg  ^tfß  z=:tg\xp'  und  mithin  Are  tg  {tg  \%lß) 
ss^^'  zu  setzen,  so  dass  man  wißder  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  sin  [xf)'  ±-  2ln)  =  sin  %fß\  sin  2  (t/ß'  dt  2ln) 
8»  sin  2^'  u.  s.  w.  auf  die  Gleichung  25)  zurückkommt. 


4t5 

hsitfß=:z±.ny  so  wird  die  Reibe  ^m  ^  —  ^sin2tff-\-^$in3tfß — ... 

wie  jedes  einzelne  ihrer  Glieder  den  Werth  Null  haben,  die 

sin  %b 
Formel  23)  bleibt  insofern  richtig  als  - — ; — —-—  in  Aen  un- 

'  *  1    -}-   CO»  ^ 

bestimmten  ilusdruck  %  übergeht,  mithin  Are  ig  [%]  auch  Null 
bedeuten  kann.  Dagegen  ist  nun  die  Formel  24)  und  die  aus 
ihr  folgende  Formel  25)  nicht  mehr  brauchbar. 

Setzt  man  sin^  —  \sm2\p  -{-  ^m3^....  ==F{^)  so 
ist  zwischen  den  Grenzen  —  n  und  n  diese  Funklion  von  tfß 
eine  stetige,  denn  es  ist  Hp  =  ^tp,  F(^— A)=  ^(^  —  A), 
also  wenn  h  unbegrenzt  abnimmt,  so  nähert  sich  F[tfß  —  h) 
dem  Ftfß  unbegrenzt.  Bei  den  Werlhen  t/ß  =.  ^n  hört  aber 
die  Sletigkeit  auf,  da  F(±i  jr)  =  0  ist,  während  F[±L{n—h)] 
=  ±L  \  [n—h)  ist  (Note  VIII,  $.  1). 


Note  X. 
Me  jc^^^iproken  Potenireihen  «nd  die  BernoidUschen  Zahlen« 

1. 

Aus  der  Formel  21)  in  Note  VI  folgt 


,     =(l--.)(l- 2^^(1-3^) 


und 


log-^^  log  (1  _  _)+  tosr(l  -  2ä^)  +%  (1  ^  ^+- 


X 


a:'     .      _  x^ 


\s\  X  <n  so  kann  man  log  (1 r),  log  (1  —  ^r^— r)u.s.w. 

nach  der  Formel  ($.  84) 


x^        x^ 


log  [\  —  x)   —  —  X  --    j—  ^    .  .  .  , 

X^        X^ 

entwickeln,  indem  man  allmälich   -^,  — — -u. s.w.  statt x setzt, 

und  findet  demnach 

%mx  __        x^         1     aj*         1     x^ 


*n 


1  0> 

1     1   m* 

1      1    afi 

i*  1^ 

2    2*  fr* 

3    2«  «6 

1  «» 

3»«* 

•         «        •        • 

I         1     X* 

2  '3*  TT* 

1      1    «« 
3  *3«  «« 

Da  nun  diese  Bntwickelungf  eine  Doppelreihe  bildet,  bei  wei* 
eher  alle  Horizontalreiben  convergiren  sowie  auch  deren  Samme, 
selbst  wenn  man  alle  Glieder  positit  nimmt,  so  hat  man,  in- 
dem man  die  Verticalreihen  addirt, 

Stil  X  x^  11 

*'»  -i-  =  ^  ,r«  (^  +  2"»  +  P  +  •  •  •) 

1   «*  II 

~2"»i*^'  +24+3*"^ ^ 

1   »ß  1  1 

~  l"  ««  ^^  +  26  +  p  +  •  •  •  •) 


oder  wenn  man 
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*  +  2""        3**        4**        *• 

setzt , 

ijii  a>  a?*       1         aj*       1         as® 

Nun  ist 

*»ll  d9  ,  0?^  0?* 

to,  _-  =  tej,  (1  -  j_^^  +  ,2.3.4.5  - ) 


Setzt  man  also  a;^  =  i«,  so  hat  man,  wenn  x  <  n^ 

^^  <•  -  rTTTs  +  1.2.3.4.5  -  •    •  t  0 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Formel  3)   der  Note  VII, 

indem  man  »  statt  des  dortigen  «  setzt,  so  ist  nun  A{=i — .  -  _, 

\  .C.W 

^'  =  1.2.3.4.5'  '*'»*'"*'•"  ^  * ^-  ^^  '  1.2.3...(2r+l)- 


«7 

Ferner  a, _,  a,  =  __.. ..«,  =  _-  —.     Die 

Formel  4)  jener  Note  geht  daher  ia 

_!r_f_if+»         *• ui-iv  ?3  ___L__ 

j*r^^     *i       -1.2.3  ...(2r  4-1)^^       '  •»r«'1.2...(2r-l) 

+  (-ir^*-.-4:-^.-+(-l)'^'  -^ 


•••• 


»♦•l...(2r-3)'"      '   ^      .'    ^Sr-81,2.3 
oder  in 

'  ^~  ^  •|.2..J2r+l)~      i;^"*""!;^' 1:2:3       2i^'L2:3.4.5 

"^  ^       ^    fr^T.4...(2r-  1) 

über^  wodurch  eine  recurrirende  Formel  für   die  Grössen 
S    ,  S     2  • « •  ^^2  gefunden  ist.      Ebenso  giebt  die  Formel  5] 

jener  Note  eine  indepesdente  Formel  zur  Berechnung  von 
S     nemiich 

2r 

wo  sich  nun  die  Combinationen  auf  die  Elemente  il.  =  —  - — , 

^  1.2.3' 

^^  ^^  I  o  Q  4   R  n.s.  w.  beziehen. 

1  •i^.u.4.0 

Setzt  man  z.  B.  in  letzterer  Formel  r  =  1  so  folgt 

Sa         .i  .  1 


-  =?  =  'Q,  =  4,  «  - 


«»  '^  *  1.2.3 

also 

*a  =  *+2»  +  p  +  **'  —  15 
Setzt  man  r  =  2  so  hat  man 

-2  ;s*=  Q'-y'<*=^2-2^i^»=i:2X4:5-2(T:2:3) 

woraus 
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«♦  =  1  +  24  +  3"^  +  ;  •  •  =  9Ö 

folgt.     Bequemer  ist  es  natürlich ,  sobald  man  einmal  S2  kennt, 

die  folgenden  Summen  ^^.u.  s.w.  vermitteist  der  recurrirenden 

Formel  1)  zu  berechnen.     Es   giebt  noch  eine  grosse  Anzahl 

fthnlicber  sowohl   recurrirender    als    independenter  Formeln; 

hier  mögen  noch  folgende  Platz  finden. 

Nach  Formel  20)  der  Note  VI  ist 

2*aj*  2*a?*  i^x^ 

CO,  ar  =■(!  -  — .-)  (1  _  ^  (1  -—,)...  . 

Setzt  man  nun  2^x^  <^  n^  d.  h.  x  <^  -~  so  folgt 

2»«»  2»»»  2*«* 

2««»  _   1      i^x*  _  2.     ?!f!  _ 

3»>r«         2  '  S*ä*         3   •  3«ir«       

_  2»«»  _   1      2*^  __  £     26»6  _ 
~  5»««  ~   2   '  b*n*        3  '5«»«       

Sey  ..^  =  1  +  ^  +  ^,  + 

Setzt  man  nun  x^  =i  u  wonach 

casx^l-  —  i^  1727374  " '  ••  +  TX^  -" 
ist,  so  hat  man 

tog[^  -r^  +  1.2.3.4  ••••+1  .2  ...2,^---) 

_        2*S2  1       2%    2  ^  1     ?^s     5 

~  ~    ^^    *•   "^   T  •    ;r*     ••  3   •    ir«     •*    

Hit  Formel  3)  der  Note  YII  verglichen  ist  nun  Ai  =  —  -^, 

2"'t 
«2  s=  —  TT-  — T-  , . .  allgemein  o.  = .  — - — 
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Demnach  «rhält  man  aus  Formel  4)  jener  Note 

2   «       2       *     „  1      2      «  , 

'  ^     '•i.2...2r        «r  "^     2.W8   -2    ^"i;:::«  '1:2^4 " 

^^        '        »♦    *  1.2...(2r-4)^^      *^        >r»  •l.2...(2r-2) 
und  aus  der  dortigen  Formel  5] 

1      *    *8r  *  4-1      1      * 

wo  sich    die  Combinationen   auf   die  Elemente  ili  =  —  — , 

1 

^2  =  ^    ^  ^   ,  U.S.W,  beziehen.    Nun  steht  aber  die  Grösse 
1 .2.3.4 

B     in  einer    einfachen   Beziehung  zu  S    .     Wenn   man  nem- 
lich  von 

s.  =  1  +  -V  +  4-  +  •  •  • 


den  Ausdruclc 


mm^^^  ^mm^^^^  MM^^^      *        w^^-^^m»  «a^B^  *^M^Bm*  ^^A^M 


22r      »r  jSr  ^8r         g8r 

abzieht,  so  bleibt 

SO  dass  #     bekannt  ist,   sobald  man  S      kennt.     Man   findet 
also  z.  & 


4     *         8  ^  3»  ^  5' 


'2  =   ^*2=    ^=l    +    5a   +   ^+ 


2*--l 


Setzt  man  in  3)  statt  s     seinen  Werth  ( — - — -)  S     so  geht 


2 

sie  m 


•     • 
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II  ft  • 

-  "*"-•>%.  •  T:^4--H-'r'P'-')  S  •  rri=^ 

Über,  wodurch  also  eine  seue  Recursionsform^l  zwischen  den 
Grössen  S     S      .  . ..  S2  gefunden  ist.    Ebenso  enthält  For- 

mel  4)  eine  neue  independente  Formel  zur  Berechnung  von  5    . 
Zieht  man  von  S     =  1  +—;  +  —  +  —  +.. .. 

2r  ^2r  ^2r  ^2r 

*2r  2  2  2 

den  Ausdruck  2-—  =  — -H —  -| — r-+'»« 

^2r  22r  ^2r  "^   g2r  "^ 

ab,  so  folgt 

1         _        JL  _L  -L      '  j. 

""  2*^^     *••  ^     ""  2*^       a***  ~  4*^  ' 

Ist  also  z.  B.  r  s=  1  so  findet  man 

,      '  -1.1     1     -Ls  «^ 

»  —  2»  "T  3»  —  4* 2  ''«  ^  12 


2. 
Die  Summen  82,  84,... 8     stehen  in  genauer  Beziehung 

ZU  einer  eigenthtimlichen  Zahlenreihe  die  man,  nach  Jakob 
Bernoulli  (gest.  1705),  der  sich  zuerst  ihrer  bediente,  die 
Bernoullischen  Zahlen  nennt,  und  welche  in  vielen  Unter- 
suchungen der  höheren  Analysis  vorkommen.    Setzt  man  nemlich 

l  .  2  .  .  .  2r       2r         -^ 

*>  Ti^i ^  =  ^»^ 

2  n 

so  ist  Bf  die  rte  Bernoullische  Zahl;  man  hat  also 

—  Ll^     1  —  1     »    —  1  .2.3.4       _r    __     I 

*  ~     2      •  6  ~  6  '      " 2»  •   90   ~   3Ö 

und  kann  Überhaupt  jedes  Br  aus  dem  bekannten  S     finden. 

S 
Da  ans  der  Formel  2)  folgt,  dass  —  eine  rationale  Zahl  ist, 

IT*" 
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80  sind  mithin  nach  l^ermel  6)  auch  die  BernouIIisiohen  Zahlen 

rational.    Setzt  map  statt  —  seinen  W«rth  ^-^ — -^    so  kann 

^^r  1.2...  2r 

man  aus  dem  Vorhergehenden  sowohl  recum'rende  als  inde- 
pendente  Formeln  zur  Berechnung  von  Br  finden.  So  folgt 
aus  Formel  1] 


1.2...{2r+I)  1.2...2r   '   1.2...(2r-2)  *  1.2.3 

+  <-  '"^^^  ■  1727:^1) 

wofür  man  auch 

1^   9"^'»    o»»-»  M^r-IL      .^»«-g2r(2r-1)(2r-2)(2r-3)„ 

7)   2       Br-2        -n273»^.,+2       • 1.2.3.4.5    "^r-»" 

+  (-Jr-(2r4n)  =  ' 

schreiben  kann.     Aus  5)  folgt  ebenso 

(-  ir  .  r  _  _  2*;-2    8.^1  2"^'-l       o.r-8  ^1 

l.2...2r    ~"         1.2...2r  '  "•"  1 .2...{2r— 2)  1.2 


1.2.>(2r-4)  1.2.3.4      '  *      '        2  l.2...(2r-2) 

oder 

8)      (2    -1)2        fi;^(2        -1)2         .        \      2^    t 

+  (-   l)r  .  r  =  0 

die  Formel  2)  geht  in 

über    und   Aehnliches  gilt   von   Formel  4)   da 2     — 

'  r  ^«* 

n 

=  -  7*''  -"  ix.:i  -•• 


132 


<• 

" 

Die  sehn  ersten  BerneolUschen  Zehton  sind 

Be 

691 
~  2730 

^»  =  30 

B? 

_    7 
"   6 

^'-  42 

Ä8 

3617 
510 

^^♦"=30 

B9 

43867 
~     798 

**  =  66 

Bio 

174611 
~     330 

In  Crelle's  Journal  fttr  die  Mathematik  Bd.  20  S.  11  findet  man 
dieselben  bis  zur  Slsten  angegeben. 

3. 

Wie  aus  dem    Vorhergehenden    erhellt,    lässt   sich    der 
Werth  von  S      genau  angeben  sobald   man   die  Zahl  n    als 

bekannt  voraussetzt.     Nimmt  man  die  Bernouliischen  Zahlen 
zu  Hülfe  y  so  folgt  aus  Formel  6) 

2*'"V**                   1            1 
*2r  ^  *''  •  l.2...2r  ~  '  +  ^  "^  ^  "^ 

und  hieraus  folgt  weiter 

*8r — ^ '  ^'•r2:::2;-~  *  +  ^  +  ^+ 

1 

Man  nennt  den  Ausdruck  t^i  wo  i  uiid  n  ganze  positive  Zah- 

len  bedeuten,  die  reciproke  iite  Potenz  der  Zahl  &und  die 
unendliche  Reihe 

1  +  i  +  i    .    1  + 

die  reciproke  iite  Potenzreihe  aller  ganzen  Zahlen. 
Diese  Reihe  convergirt  (§.  61)  und  ihr  Werth  soll  durch  Sn 
bezeichnet  werden.  Während  nun£^^,  sobald  n  eine  gerade 
Zahl  ist,  wie  eben  nachgewiesen  wurde,  genau  besJifnmt  wer- 
den kann,  Iftsst  sich  diese  Grösse,  wenn  n  ungerade  ist,  nur 


♦31 

nfiheriing&weise  bestiaiineo.  Um  so  merkwürdiger  ist  es,  4as6 
sich  die  Summe  aller  dieser  Reihen,  wenn  oian  allmölich  für 
n  alle  ganzen  Zahlen  2,  3,  4  .  c.  setzt,  aber  in  jeder  Reihe 
die  Einheit  weglftsst^  tdso  der  Werth  der  unendlichen  Reihe 

.(«2-    1)    +    («5    -    1)    +    (S4-    1)    + 

auf  eine  sehr  einfache  Weise  angeben  lösst.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

so  soll  mithin  der  Werth  der  Reihe 

«^2    "4"    -^S    "I"    •^1'      •      •    •    • 

bestimmt  werden. 

Man  betrachte  die  Doppelreihe 

^+32  +  35+34  + 


Hier  convergiren  sowohl  die    einzelnen   Horizontalreihen    als 
ihre  Summe*     Jede  Horizontalreihe  ist  nemlich   in  der  Form 

111 

JL  J I U...  enthalten,  indem  man  allmäliph  2,3,4..,, 

aj*  ^  »'        x^ 

1  11  1 

slatt  X  setzt.    Nun  ist h     2  +  -Tx  •  -  —  =="  zr~l  ^^^^^^ 

X  X*  X^  X — I 

a:  >  1  •).     Mithin 

1  1  1  1  1 

a?*  ^  aj5    '    flp*  aj  -  -  1         x 

die  Summe  sämmtlicher  Horizontalreihen  ist  also 

die  Doppelreihe  ist  demnach  cohvergent   und   zwar  der  Ein- 

•)  Dies  folgt  aus  S-  47,  wenn  man  dort  in  Formel  II)  statt  w  den 
Werth  1  ieUt. 

28 
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heil  gteicli ,  und  imin  erkiU  also  deM^Iben  Wertb,  w««in  man 
die  Verticaireth«n  addirt,  d.  h. 
»)  1  =  IJt  +  5,  +  2-4  4-  .  .  .  . 

Dieser  Satz  iSsst  sich  noeli  verallgemeinern.      BeMiehnett  p 
eine  positive  Zahl  und  man  bildet  die  Doppelreihe 
1.1.1 


+ 


■•■(p  -h  !)♦  +  •;•• 


(p  +  1)»  '  (p  +  1)» 

-t-  (p  +  2)2  ^  (p  +  2)*  ^  (p'  +  2)*  ^ 
so  ist  allgemein  '      •' 

__L_.^_i_»_.      =1-L_ i_ 

(p+*r ^  (p-i-*)»^  (p+*)* ^""   p+*-i    p+* 

mithin  convergiren  die   einzelnen  Horizontalreiben,   und   ihre 
Summe  ist 

(p  ~  ^0  +  (pTi  ^  P+2^  +  ••=  - 

1 

Es  convergrirt  also  auch    die  Doppelreihe,   ihre  Summe  —  ist 

zugleich  die  Summe  der  Yerlicalreihen,  welche  ebenfalls  con- 
vQrgireo  müssen.    9et^t  man  daher 
1  I  1 

(H^l?  +  ip^-w  "*■  FR*  +  ....-  5  (P+1)-* 

so  hat  man 

10)      J(p+1)"'  +  2(p+l)"'  +  .S(p+l)"*4....  =  1 

Im  Folgenden  wollen  wir  aber  bei  der  Voraussetzung  p  =  1 
stehen  bleiben. 

4. 
Betrachtet  man  die  Doppelreibe 

1  4-    '    4.    ^    4. 

2*  "r"  2»  "*"  2«  "^ 

4-1-1-1-4-1-4- 

3*        3*        3^  ^ 

-f  1  +  1  +  1  +  .  .  .  .  . 
4*        4*        4^ 


4% 

so  findet    mfln   ebenfalls  dass    sie   pmrycrgtrt>     Hier  ist   der 
Werth  einer  Horizontalreihe 

ij_l4-i4.       -14.  _L_|._L_L        __J_ 
aj»  -r  ^4  T^6  -T  ••  •  — ^»  -r  ^^»je  1"  (as«)» "•"  a;*  — 1 

also ,  indem  man  statt  x  allmftlich  %,  3,  4 . . .  setzt,  der  Werth 
der  Doppelreihe, 

1  ,  1        _L_J_j_  _1.     1.1. 

2«_l"'"^Tri~'"4>_lTr 3  "'"8  "'"15  "^■■"* 

Nun  ist  ^  =  y  (^-j  -  ^-y)  ««so 

"^        2*  -  1  ^  4»  -  1  ^  6»  —  1  ^ 

**)      s^'^in  +  5»^ri  +  7«  -  1  +  '  •  •  • 

1   /t        K        1    .1        Kl    A        V.  1 


2  V2        4''  '    2   ^4        e-'  '    2  ^6        8'  '  '"  ^  4 

g       .  "        .     . 

und  der  Werth  der  Doppelreihe  sey*     Dies  ist  eugleich  der 

Werth  der  Reihe  —  +  —  «f  ^k  4-«-«'  ™»<1  der  Werth  der 

O  ö  10 

Summe  der  Verticalreihen ,  d.  h.  man  hat 

13)  -|  =  2i  -h  2\  +  l^s  + 

Da 

^4.^4-^4-      -11  +  1+1+         )-— L- 

X^         X^         X'  X    X*         X^         X^  X(X* — 1) 

^«0  ergiebt  sich  auch,' dass  die  Doppelreihe 

1+1+1+ 

25  T^  25  T^  27  T^  •  •  • 

+  P+P  +  3'+"** 
+   Ji  +  7«  +  5  +  •  •  • 


45    "^  4«    '^  4^ 
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ocfBT«rgirt  and  ihre  Smubc 

_1_4._I_4._L._+  -L^L+JL  + 

2(2»— 1)  ^  3(3»— 1)  ^  4(4«~J)^ 2.3  ^  3.8  ^  4.15  ^ 

ist.    Da  aber  -r-r — :r:  =  s-  ( 5- .-r)  ist,  so  kann  man 

«(»*— 1)      ix  ^9—1       a?-}.K       ' 

statt  dessen  auch 

4^1         3>'"''6^2        4/''"8^3        5-'  ■•"•  ■  ~    4 
setzen,  und  man  hat  daher 

14)  ^^2k  +  Ss+£7  + 

Ferner,  wenn  man  14)  von  13)  abzieht, 

15)  i  =   ^2   _   ^3   +   Z4   -  -^5    +    .   •   .    . 

5. 

Man  kann  dem  durch  Formel  9)  angedeuteten  Satz  noch 
einen  anderen  Ausdruck  geben.     Setzt  man   nemlich  in  den 

Bruche  — — r  für  n  alle  ganzen  Zahlen   von  2   an,  und  für 

X  alle  ganzen  Zahlen  die  >*  1  jedoch  keine  höhere  Potenz 
einer  Zahl  aind,  so  wird  die  Summe  aller  so  erhaltenen  ßrüche 
der  Einheit  gleich  seyn.      Denn  man  bezeichne  diese  Summe 

durch  JS  — — -.    Nun  ist 

also 

S  =  -J  —  4-  2"  — I-  2  — I- 

«»-1  ^  am    ^   ^  (flp»)n  ^  ^  (a,a)»  -i-  •  •  •  • 

Nun  bedeutet  2—  die  Summe  aller  reciproken  Potenzen,  von 

der  zweiten  an,  aller  Wahlen,  von  2  an,  welche  keine  höhere 

Potenz  sind,  2  —^   die  Summe    aller  reciproken   Potenzen, 

von  der  zweiten   an,   aller  Zahlen,    von   2   an,    welche  die 
zweite,  und  keine  höhere  Potenz  ein^r  Zahl  sind,  in  demsel- 
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ben  Sinne  enthält  £  die  Summe  aller  reciproken  Poten- 

zen aller  Zahlen,  welche  die  drkte  und  keine  höhere  Potenz 
einer  Zahl  sind  u.  s.  w.  Die  Summe  aller  dieser  Reihen  ist 
also  nichts  Anderes  als  die  Summe  aller  reciproken  Potenzen, 
▼on  der  zweiten  an,  aller  ganzen  Zahlen  von  2  an,  und  da- 
her nach  Formel  0) 

.6)  -^^-I 

Würde  man  die  in  S  -= — r^   enthaltenen  Brttche   nach  ihrer 

aj»— 1 

Grösse  ordnen,  so  hätte  man  zuerst  a?s=:2,  ii  =  2  zu  setzen, 
dies  giebt  -^y  dann  a?  =  2,  ii=:3,  dies  giebt  -^^  dann  a;r=:3, 

»9=2  giebt  -^y  ferner  a;  =  2,  iis=4  giebt  j=  u.s.  w.  so  dass 
.  _  1     ,     1  1,1. 

Versteht  man  unter  S  —z die  Summe  aller  Brüche,   die 

X    — 1 
man  erhält,   wenn   man  für  n  alle  ganzen  Zahlen,   für  x  alle 

ungeraden  Zahlen,  die  grösser  als  1  und  keine  höhere  Po- 
tenz sind,  setzt,  so  ist 

S  — i—  =  5  —  +  ^— ^  +  -^-4—  +  •  .  • 

nun  bedeuten  S  -— -,  2  —r-r-  .  .  .  bezüglich  die  Summe  al- 

1er  reciproken  geraden  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen,  von 
3  an,  die  keine  höhere  Potenz,  öder  die  zweite  und  keine 
höhere  Potenz  sind  u.s.w.  Die  Summe  aller  dieser  Summen 
ist  also  nichts  Anderes  als  die  Summe  aller  reciproken  gera- 
den  Potenzen  aller  ungeraden  Zählen  von  3  an,  d.  h. 

-  +  -^  +  — + 

3»   ^  (3»)»  T^  (35)»  T-  •   •   • 

111 

■''  5»  "*"  (5*)»  "^  (5')»  +  •  •  * 
+    ...... 


4M 

1,1,  1 

""  3a_  1  +  PITT  "T"  •••  •  ~  T  (*^<»""«  12)  alM 

0?      —  1 

Man  findet  ebenso  aU  W«rlh  der  Siunm^  aller  rectprokeia  ge- 
raden Potenzen  alter  geraden  Zahlen^  die  Reib« 


6. 
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Bezeichnet  man  durch  2'r  die  Reihe  «;:  +  Tr  +  Si^  +  •  •  • 

oder  die  reciproke   rte  Potenzreihe    aller   geraden  Zahlen^ 
80  wird  die  Doppelreihe 

2«  "^  25  "T  2^    '    '  '      ' 

+  1.  + 1  +  1  + 

+  14.1  +  14. 


den  Werth  von  :?'2  +  ^'4  +  .  .  .  angeben.     AdclJrl  man 
aber  die  Horizontalreihen  nach  der  Formel 

-^-i  =  l+l    4- 

X—1  X  x^  ~  x^ 


•    •    •    • 


indem  man  allmälicb  m  =  2,  4j  6  .  .  .  setzt,  so  erhält  man 
als  Werth  der  Doppelreihe 

1  *  _L-  1         1.1.         1 

also 

18)  r2  +  5'3  +  -S'4  .  .  .  .  =  log  2 

Bezeichnet  man  durch   2"r  die   reciproke  He  Potenzenreihe 

aller  ungeraden  Zahlen  von  3  an,  so  dass 

-..111 

^  '•  =  3;  '♦"  5;:  +  7?  +  •  •  •    ^0   »5t  «mithin   2"r  =  Sr  —  2'r 

und  man  hat,  nach  Formel  9)  und  18) 


19)  2"%  +  ^ra  +  T'4  +....=  1  -  (og  2 

der  am  Bnd«  des  vorhergehenden  f  gefundene  Sata  heisst  nun 

20)        s'2  4-  r4  +  re  +....  =  i 

i       -  ■  ,  ■  -i 

und  statt  der  Formel  17)  kann  man'  auch  schreiben 

21)  ^'ä  +  ^"4  -I-  X'6.+  ,...  =  i 

Zieht  man  20)  von  18)  ab,  so  folgt 

1         i 

22)  2'3  +  X5  -1^...,  = /o^2  —  i    , 

Zieht  man  21)  von  19)  ab,  so  hat  man 

23)  r'3  +  X'5  +....  =  i  -  %2 

Man  findet  nach  den  früheren  Erörterungen  leicht,  dass  man 

1 
slatl  18)  auch  2  — — -   schreiben  kann,  wenn  man  hierunter 

ar^  —  1 

die  Summe  aller  Brüche  versteht,  die  man  erhält,  indem  man 
statt  n  alle  ganzen  Zahlen  von  2  an,  hrld  statt  x  alle  gera- 
den Zahlen,  die  keine  höhere  Potenz  Isind,  set2t,  so  wie  man 

1 
statt  19)  ebenfalls  2  — — r    setzen   kann,   wenn    damit    die 

x^  —  1  ' 

Summe  aller  Brüche  bezeichnet  wird,  welche  man  erhall,  wenn 
man  statt  n  alle  ganzen  Zahlen  von  2  an  und  statt  dralle  un- 
geraden Zahlen,  die  keine  höhere  Potenz  sind,  setzt. 

Setzt  man  in 

statt  X  allmälich  die  Werthe  2,  6,  10  .  .  .,  d.  h.  alle  ganzen 
Zahlen  von  der  Form  4»  -|-  2,  so  folgt 

1 1  1  _iM_l  .  i      '  I      ^_!f 

^*)     2»— r  6»— l"'"i0*— l""  2^,     3"^  5      7"^"'^~8 

(Note  IX  Form,  10).  •  '. 

Zieht  man  diesen  Ausdruck  von  11)  ab,  so  hat  man 

1        , L_  a.  —  1        !f 

*^)        42iri.  +  8»  — 1  "'"■•**  ~  2  ~   8 

w«  nun  für  «  alle  Zahlen  von  4er  Form  ,4"  gesetzt  sind. 
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Setzt  man  statt  x  allinBlitih  3,  7,  11,  15  .  .  .  d.  h.    alle 
ganzen  Zahlen  von  der  Form  4»  -|-  3  so  findet  man 

1  1  1  ^*        *    I    *        '     1 

4*  2~3        4,'        4* 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  von  12)  abzieht 

hier  sind  für  x  alle  Zahlen  von  der  Form  4«  4- 1  gesetzt. 

7. 
Wenn  man  in  der  Formel 

1  1    .     1     .     t      ,     i 


w-l 


~   Of'^  x^'^  x^   ^  x^  '  ' 


—  m  statt  X  setzt)  so  wird  sie 


1       _  1  _  1    1    1  _  1 

—     ^  «a    "»"    *ra  «4    • 


jP^l         X  X*    '    x^        X' 
hieraus  folgt 

1 1_  __1    .     L  _  1  4-  i   _ 

~  1  "^      3+1  ~  3  "**  3»        3»  ^  3*       •'" 

4  ~      5-  1  ~  5  ^  5»  ^  5»  ^  5*  ^-^ 

8           7  +  1  ~  *7  T  72        7»   ^  7*       •••• 

i_     J:-^  i4.i  4.I4.  L4. 

8  ~   .9  —  1  ~  9  "^  9»  ^  9«  ^  9*  "^•"* 


Denkt  man  sich  diese  Bntwickelung  ins  Unendliche  fortgesetzt, 
indem  man  allmälich  statt  n  die  Werthe  O/l,  2,  3...  setzend, 

die  Brüche  — — r  ,   -r — -   in    der    angegebenen 

4ii  +  3+r   411  +  5—1  *  * 

Weise  entwickelt,   and  addirt   man    alsdann   alle  Ausdrücke, 

so  heben  sich  die  links  stehenden  auf,  und  man  erhfilt  demnach 


w 
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Li_L_J_ii 

3"*"5  7"'"9 

1      ,    J_    ,      1     I    JL    I 

^1^1^1  +  1- 
3»  ~  5»         7»  ~  9» 

+  1  +  1  +  1  +  1  + 
•^  3^  ^  5*  ~  7*  ~  9*  ^ 


•  •  «  • 


Nun  ist 

also 

28)  4-1 3«  +  3? -3-* 

_  i  _  J_  _  1 

5»        5«         5* 

_  1  J-  i_  _  1 

_  I  _  i  _  ii 

9»        9«        9* 


•     • 


•     •    •     • 


•     •    •    • 


•    •     •    • 


In  dieser  Entwickelang  sind  alle  geraden  Potenzen  negativ, 
die  ungeraden  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  zu  Zah- 
len von  der  Form  4ii  -f  3  oder  von  der  l^orm  4»  +  1  gehören. 

Man  hat  ferner  nach  Formel  12] 
29)  i-i  +  i  +  l  + 

'  4    —  3»    r    3*  T^  36  T  •  •  • 

■*"  5»  "l"  5*  "*"  5«  ■*"  •  •  • ' 

4.I4.I4.I  + 
7*        7*        70 


»  • 


Verbindet  nlian  28)  und  29)  durch  Addition,  so  folgt 
3®)        4"  ~  4  ~  3«  ^  P  "^  37  + 
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5«        5«        5'  ^  • 


•    •     • 


,  2.    .  1      1 

•"  7«  "^  75    •    77  "I"  '  '  •  • 
1  1  1 


9»        9«        97  "^  '  •  •  • 
Verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  23)  durch  Addition,  so  folgt 

31)    J-%2  =  2|^l.+  l+...+  ^  +  I,+...+  ^^+^^H_..j 

WO  nun  alle  ungeraden  reciproken  Potenzen  aller  Zahlen  von 
der  Poroi  4ii-f-3  vorkommen.  Nun  ist  aber  zu  bemerken, 
das6  [4n  -f-  3)^,  und  ebenso  jede  gerade  Potenz  von  in  +  3, 
in  der  Form  4»+  1  enthalten  ist,  während  {in  +  3)»  und 
ebenso  jede  ungerade  Potenz  von  4fi  -(-  3  wieder  in  der  Form 
4ii-f  3  enthalten  ist.  Man  wird  daher  statt  31j  auch  schrei- 
ben können 

1  +  J_  +  JL  + 

3»  ^  (3«)«  ^  (3«)»  T^  •  •  •  • 
'■^  3«  "^  {3»)'  "*"  (3«)»  +  •  •  •  • 


^  —  log  2  SS  2 


4 


7»    '    (7«)«     '    (7*) 

+  -  +  —  +  —  + 


• 


t      •     • 


•      k 


oder 


1  1.1  1 


+  7«— 1  +  7»  +  l  "^  7«  — 1   "^  75-f  1  +  -- 

indem  man  nur  diejenigen  Zahlen   von   der  Form  4fiH-3  be- 
nutzt, die.  keine  höhere  Potenz  «ind«     Man  kann  dies  in  Zei«- 

chen,  wie  folgt,  ausdrücken.    Versteht  man  unter  JS -—7-- — 

X         — 1 
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und  i:  — -r di©  Summe  aller   Brüche,    die   man  erhält, 

indem  man  in  diesen  Ausdrücken  statt  x  nur  solche  ZalileM 
von  der  Form  4it  ^3  nimmt,  die  keine-  höhere  Potenz  sind, 
statt  n  alle  ganzen  positiven  Zahlen,  so  ist 

32)        ^  _  iogi  =-  ^  ji ^  +  2  —-J- 

=  ^  / ! +  ! \  =  2  — 

l     2fi+l         ,    ^      2i»+l    ,    .)  4n+2        I 

Na?'    —  1        a?'+'  0?'— I 

Dieser  Satz  ist  von  Euler*).  Man  kann  durch  ähnliche  Be- 
trachtungen noch  drei  andere  Sätze  finden,  die  ihn  gewisser- 
massen  ergänzen.    Zieht  man  30]  von  23)  ab,  so  ergiebt  (sich 

Hier  kommen  alle  ungeraden  reciproken  PotenxeA  altor  Zah* 
Icn  von  der  Form  4ii-|~l  v^^*  ^^  ^^^  j^d©  Potenz  einer 
Zahl  von  der  Form  4n  -f- 1  wieder  von  der  Fok'm  4it  -f  1  ist, 
so  hat  man  auch 

I  +  -L4.JL  + 

5»  ~  (5»)«  ^  (5«)»  ^  •  •  '  • 


^-l092-j  =  i 


1  J_        J_ 

"^  5«  "^  (Pp  "*"  (5«)«    "*" 


•    •  •    • 


95     ^    (92)Ä    n-    J38J, 


T   Q5      i     rQÄ^Ä     •"   /"«\'5      ' 


•     • 


Versteht   man    daher    unter   2  -—-. — die    Summe    aller 

Brüche,  die  man  erhält,  indem  man  für  d?alle  Zahlen  von  der 
Form  4fi  +  1  (die*  Einheit  ausgeschlossen]  die  keine  höhere 
Potenz  sind,  für  n  alle  ganzen  Zahlen  setzt ^  so  ist 

*)  Comm.  Acad.  Pelrop.  T.  9  p.  170. 
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34)  I  _  ^  _  Z^  =  :5         » 


4  2  8  2»+i      1 


Man  hat  ferner 


1  1  11.11 


J 

I  AX  OA.     *      •      •       • 


2  4-1  3  i        2»  ^  2*        2* 

4—1  34        4*        4»        4* 

1  1  11.11 


•     •     •     • 


1  A  a»  "r    ox  C4.  '  '  •   ' 


6+1  7  ~   ,  6        6«  ^  6s        6* 

8—1  7~8        8»        8»        8* 


•     •     •     • 


Addirt  man  diese  Ausdrücke  und  berflcksichtigt  die  Gleichung 

-%2  =  -{l  --  +  ---  +....) 
so  ergiebt  sieb 

2  %  2  =  2*  +  4?  +  P  +  •  •  • 

2»  ~  45        65    '    *  '  •  ' 

+  ■-  +  -  +  i-  -4- 

-1  +  1-14- 


2«    '    4«        6« 


aber  nach  Formel  11) 


1  11 

~  =  —  4-  ---  4- 

P        4* 

+  1  +  1  + 

•^  6*  ^  6*  '  '  ' 


Subtrahirt    man   von   diesem  Ausdruck    den  vorhergehenden,        \ 
so  folgt 
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35)         |(l_to,2)  =  1  +  ^^  +  1  +  .... 

48         45        47  ^  '  •  •  ' 
"*"  6?  +  6«  +  67  + 


Je  nachdem  man  diesen  Ausdruck  zu  22)  addirt  oder  davon 
abzieht»  findet  man 

36)    ito,2  =  2[l+2i,+^i^  +  ..  +  ^  +  J,+^  +  ..|.l 

37)|.to^2-l  =  2[J,  +  J,  +  ^  +  ..  +  ^  +  ^+^+...] 

In  36)  kommen  alle  ungeraden  reciproken  Potenzen  (von  der 
dritten  an)  aller  geraden  Zahlen  von  der  Form  4if  -|-  2  vor, 
in  37)  aller  geraden  von  der  Form  in. 

Nun  sind  aber  die  Potenzen  einer  Zahl  von  der  Form  4n 
wieder  von  dieser  Form.  Statt  der  letzteren  Formel  kann  man 
daher  auch  schreiben 

Q  111 

—  log  2  —  l  =  2  r— I 1 

2   .c/y  ^  U«  _  1  ^  8»  -  1  ^  12»  —  1 

1.1.1 


•  •  • 


I      Q/5  1      I      lOfS  !+•••] 


45  _  1    •   8«  —  1  '   12«  -  1 

indem  man  nur  die  Zahlen  4,  8,  12  u.  s.  w.  benutzt,  welche^ 
keine  höhere  Potenz  einer  Zahl  von  der  Form  4»  sind.  Man 
hat  daher 

38)  4  %  2  —  1  =  :?         * 


4     "^  2  «»+1     I 

wenn  man  für  x  alle  Zahlen  von  der  Form  4»  nimmt,  die  keine 
höhere  Potenz  einer  Zahl  dieser  Form  sind,  und  für  n  alle 
ganzen  positiven  Zahlen. 

8. 

Fasst  man   die  wesentlichsten   Ergebnisse    der  verberge* 
henden  Untersuchung  zusammen,   so  hat   man  folgende  Sätze* 


4«6 

Wenn  man   die  Einheit  sowohl  als  Basis  wie   als  Exponent 
ausschliesst,  so  ist  die  Samme  der 

reciproken  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =  1  (Form.  9) 

3 
reciproken  geraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =-^  (Form.  13) 

reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =  —(Form.  1 4} 
reoiproken  Potenzen  alter  geraden  Kahlen  ±±=  log  2  (Fotm.  18) 
reciproken  geraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =  —  (Form.  20) 

«       1 

reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =  log2 — ^ 

(Form.  22) 

reciproken  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen  sss  1  •—  fo^2  (Form.  1 9)- 

■      •  ^  1 

reciprokeu  geraden   Voi^z/^n  aller  Ungnaden   Kabbln   zs,  ^ 

(Form.  21) 

reciproken    ungeraden     Potenzen     aller     ungeraden     Zahlen 

3 

=       _  to^  2  (Form.  23) 

reciproken    ungeraden     Potenzen    aller    Zahlen    4»  -f-  3 

=  g-^  (Form. 31, 

tog2 
reciproken   geraden  Potenzen   aller  Zahlen  4»  -j-  3   =»=  — j— 

(Form.  26) 
reciproken     ungeraden    Potenzen     aller    Zahlen     4»  ft)-  1 

=  4  -  -| g  (Form.  33) 

reciproken    geraden    Potenzen    aller    Zahlen     An  -{-  \ 

;=  i  (1  —  log  2)  (Form.  27) 
reciproken    ungeraden    Potenzen    aller    Zahlen    An  -^  i 

iog  i    „  ^a^ 

—  "Y-  (Form.  36) 
reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahirn  4»  -f*  ^  =  ü  (Form.24] 


4*r 

reciproken    ongeradtfii    Potenten     aller    Zahlen    4if 

3     '  1 

=  V  %  2  —  «   (Form.  37) 

reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4»  =  —  —  —  (Form.?5) 

Man  sieht  leicht ,  dass  sich  ans  dieser  Zusammenstellung 
noch  verschiedene  merkwürdige  Sätze  ableiten  lassen.  So  z.B. 
folgt  unmittelbar ,  dass  die  Summe .  der  reciproken  geraden 
Potenzen  der  Zahlen  von  der  Form  4ii  -f  3  der  Summe  der 
reciproken  ungeraden  Potenzen  der  Zahlen  von  der  Form 
4»  +  8  gleich  ist. 

9. 
Aus  den  Formeln 

«-1       m        «»  ^  «»  ^  «♦  ^  ■ 


•     •    • 


*   -L=_l  +  1_  1+  ... 

/»•  /»»Ä  4I*8  rt*4 


folgt 

setzt  man  hier  statt  x  die  Zahlen  2^  3,  4  ....  so  folgt 
also  nach  Form.  14) 

^^^       TTO  t  0:1  +  37175  + ^4 

setzt  man  o?  =:  2,  4,  6  .  .  ,  .  so  folgt  aus  Form.  22) 

*®)     liä  +  0:5  +  5:l?r  -»■•••  =  ^^^-\ 

und  Mrenn  man  »  =  3^  5,  7  ...  setzt,  aus  Form.  23) 

*^)        074  +  4X6  +  64:8+   ••  =  1-*'*' 
Setzt  man  «  =  2,  6,  10  ...  so  ist  (Form.  36) 

42^     _-L_  j.  _L_  4.     '       .      ^fogg 

'         1.2.3  ^  5.6.7  +  9.10.11  "•"■••  4 
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setzt  man  d?  ss  4,  8,  12  .  •  .  naeh  Form.  37) 

*^)        3X5  +  7X9  +  iTjä J3  +  -==4   ^»^  2  —   2 
setzt  man  o;  =  3,  7,  11  .  .  .  .  nach  Form.  31) 

'        2.3.4  ^  6.7.8  ^  10.11. 12^**      8  2 

•  '  1'  *'*J  V'*'  *»t*'  1 

setzt  man  d;  =  5,  9,  13  .  .  '.  nach  Form.  33) 

*  ^    4.5.6  "^  8.9.10  "^  12.13,MT'   ~4        2  8 

In  der  Regel  leitet  man  die  Wertfae  dieser  Reihen  aus  vM 
höheren  Betrachtungen  ab.  Man  sieht  leicht,  dass  sich  aus 
ihnen  wieder  andere  merkwi^dige  Reihen  ableiten  lassen. 
So  z.  B.  folgt  aus  42)  und  43) 

_1 1  11  =l_li^ 

1.2.3  3.4.5*^5.6.7  7.8.9*  "V  2  %  ^^  ^ 
aus  44)  und  45)  • 

1       _  _1 _1 ;        1  _  n—S 

2.3.4  4.5.6  "*"  6.7.8        8.9.10  '^"•""       4 


10. 

Versteht  man   unter  2 die   Summe  der  Brüche, 

a?     — »  1 
.  welche  man  erhält,   wenn  man   für  x  alle  ganzen  Zahlen  die 
>*  1  und  keine  höhere  Potenz  sind,  für  n  alle  gapzen  Zahlen 


>1 


setzt,  so  ist  zunächst  wegen  p— ==— /— \ 

j5  *-.!      *^4j*_i      ap*+K 


auch  2  — =  TT  2 S ,  da  aber 

*«     I        2  «1         2         * ,  I 

aj    —  1  0?  — 1         *       a?  4*  1 

'    -4+4+4+' 


•    •     • 


af»  —  1        x"  4-  1        a:"  8»  s«    '      4» 

'  X  X  w 

_,_!__    12.         *  ^_9f*    j_i-  -L 

d?  d?  J7  X  X 

so  ist 
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a?      —  I  X  a?  X 

=  -^  "ü  +  -^  Tili  +  ^  TTÜ^  +  •  •  • 

X  (x  )  [x ) 

indem  man  aber  in  dem  letzten  Ausdrucke  die  angegebenen 
Werthe  von  a;  und»  substituirt,  erhält  man  offenbar  die  Summe 
aller  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen ,  die  recipro- 
ken  zweiten  Potenzen  ausgenommen.  Die  Summe  der  letz- 
teren ist  aber 

11  1  n^ 

-^2  =  22  +  32  +  4i  •    •=  "6"  —  '    (§•  ^  ^*®^®^  ^^*®) 

Mithin  nach  Formel  13) 

1  7         n^ 


4(5)  2 


2ti         ,  4  6 

X      —  1 


and  nach  16) 

1  ^       I  .  ^       »  nr«        5 

X    -^l  05—1  X      —  1 

ferner 

aj«       _1         .     1  1      ._n^       3 

*^)        -^"i7~T  ~  "2  ^v^«— 1  ^  a^+1''       6        4 
aj     —  1 

Sucht  man,  unter  Beibehaltung  derselben  Bedeutung  von  a?  und 

^ j^  1  2 

n,  den  Werth  von  JS  ^^^— j  also  von  -I  ^^^— ^  +  ^  ^^iZTi 

3  j         'c.       1 

-L  2  i    4-   ....   so    bemerke    man,    dass   -0  — ^ =- 

l  +  ir-L  +  jjJ. 

2   *                                3 
T  — I —  =  25»,   5 1  =324   «.s.w.  also 

«—1  111, 

49)  5-jj^=:?2+255+35++...  =  25+p  +  p+-- 

1  '       o    1 

29 


—  T  _  4.   y  — :-  4-  S r  +  .  .  .  =  So  ist,    ebenso 
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Setzt 

man 

1           2    _L    3      1 

80  ist 

t  mithin 

S  *~\  =  52  +  S3  +  S4  + 

Nan 

ist 

(I  - 

'/«*         '4.^4-U              ^           '-         ' 

jjlÄ*  -  42  +  45  +-4*+-      A_,        A      A(Ä- 

-n 

also 

«*=.        ' 

^*  "^  (*—!)* 

und 

. 

50) 

_  «— 1           1     ,     1     ,     ^      i                  "* 

Ebenso  findet  man  S  1-^. — .    Setzt  man  nemlich 

*" —  1 

•     •     •      • 


12         3 

SO  ist 

^  (— ir(»— il  ^  5  2  +  Si3  +  Si4  +  .  .  .  1  . 

0?** —  1 

Nun  ist 

{i  +-)  s,*  =  ji^  -  -  +  -  - =  Ä  ~  *T1 

*•*  =  (rfi)^ 

also 

5 

.4 
Zugleich  ist 


5^)  -^-"l^irzr— -33+45+ ••.—^- (1+25)=  6— 


*' 


Verbindet  man   die  Formeln  49)   und  52)   durch  Addition   und 
Subtraktion,  so  folgt  daher  mit  Rücksicht  auf  50)  und  51) 

53)  22  +  3-5,  +  5^6  +   ...  =  ^'  -^  I 

o  o 
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54)        :?3  +  2^5  +  3:?7  +  . . .  =  ^ 

Zieht  man  13)  vor  53)  ab,  so  folg^ 

n^        11 

55)  ^4  +  2^6  +  3^8  "1"  ••••  "^  12  —  16 

undy  wenn  man  14)  von  54)  abzieht, 

56)  -Ss  +  2-^7  +  3-^9  +  ....  =  16 

Aus  53)  folgt  noch,  wegen  ^2  =  -^^  —  l> 

57)  3:?4.  4-  B-Tß  +  72'8...=  -  —  2^^^2s^r  5^7. .- 

wie  sich  aus  der  Addition  von  54)  und  56)  ergiebt« 

Mulliplicirt  man  54)  mit  2  und  zieht  den  erhaltenen  Werlh 
von  53)  ab,  so  ergiebt  sich 

TT*  5 

2<i  —  22?5  +  3-2*4  —  4-2*5    r  •  •  •  '^^^  "6         "4 

a— -1 

Versieht  man  unter  ^  die  Summe  aller  Brüche,  die  man 

erhftlt,  wenn  man  statt  a  alle  ganzen  Zahlen  von  2  an  setzt, 

80  findet  man,  wenn  man 

3 

57)  ^5  +  3:^5  +  5-2^  +  ....=  g 

von  53)  abzieht, 

^2  —  ^5  +  3(-2:*  -  -^5)  +  5(^6  -  -2-7)  + 

11—1  a — 1    .    *.  «ö — 1   I  ^*^       \         ^ 

=  ^^  +  3^-^  +  5^-^+...  =   g-   -1  =  ^. 

und  mithin 

Man  kann  die  Formel  55)  noch  unter  eine  andere  Form  brin- 
gen. Versteht  man  nemlich  wieder  unter  x  jede  ganze  Zahl 
>  1,  die  keine  höhere  Potenz  ist,  so  hat  man 

-^^  =  -^  iin  =  -"  i  +  ^  (^*  +  -"  i^*-  "*"•••  • 

1 


2^  ■=.  s 


'6 «6_1 

U.   8.   W. 

29 
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mithin 

wenn  man  für  n  alle  ganzen  Zahlen  yon  2  an  setzt.      Mithin 

^)  ^  ^^  -  12  ~  16 

-_1        n—\        2(11—1)    , 
Nun  ist  — — f  —  — -pY  =  — is — r  "•*" 

59)    ^  4tt  =  -^^-V^  -  2  -2:4=^  =  ^  (Fo™-  SOnnd  58) 
Diese  Formeln  Hessen  sich  noch  sehr  vermehren. 


Note  XI. 
•er  Cotesisehe  1011  ■oiTre'sche  lehrsali. 

1. 


In  §.  108  wurde  gezeigt,   dass  der  Ausdruck  K    immer 

%ln% 

n  verschiedene  Werthe  hat,   welche  in   der  Form  e  *    oder 

2 /fr  2/7r 

co$  —   4-  9in  —  ♦  enthalten  sind,   wo   für  /  die  Zahlen  0, 
n  n 

I,  2  ...  A  —  1  zu  setzen  sind.    Bezeichnet  man  irgend  einen 

dieser  Werthe   durch  x,   so  sagt  dies^    dass   der  Gleichung 

0^  =  I  oder  x^  —  1=0   durch    die  verschiedenen  in  der 

SM 

Form  d?  =  e  *  enthaltenen  Werthe  Genüge  geleistet  wird. 
Verbindet  man  hiermit  den  in  $.  I  der  Note  VI  bewiesenen 
Satz,  so  folgt,  dass  man  den  Ausdruck  rr"<^l  als  ein  Pro- 
dukt von  II  Faktoren   darstellen  kann,    die   sfimmtlich   in  der 

SM 

Form  X  —  0  *  einhalten  sind.  Unterscheidet  man ,  wie  in 
S.  108,  zwei  Fälle,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  so  hat  man,  wenn  n=2i7i,  die  zwei  Werthe 
rc  =  1  und  X  =  —  1 ,  die  übrigen  n  —  2  Werthe  sind   in 

der  Form  cos  —  ±-  sin  —  i  enthalten ,  wo  für  *  die  Wer- 
ft «  .         ' 
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,     -  ,.    II — 2 
Ihe  1  bis  ~Y—  zu  setzen  sind.    Das  Produkt  der  zwei  Fakto- 

2kn        .   2kn ,       ^  2kn  ^     ,    2kn  .  . 

ren  x  —  cos stn  — »  und  .x  —  cos \-  stn  —  i  ist 

n  n  n  n 

aber  [x  —  co$  — )  -f    *m  —  ]  =  x^  —  2  co$  —  x  +  1 

»  n  '  n 

und  da  [x—\)  (a?  +  l)  ==  j?»—  1  so  hat  man  »mithin 

In  4fr 

l).  x^^—\  =  [x^-\)[x^—%cos~x-\-\)(x^—290$^x-\-\)... 

Arn  cm 

I   2       o        2(m— l);r 

[x^  —  2  cos  --^r — i—  a?  +  1 

Ist  dagegen  n  ungerade  =  2m  -f-  ^  9   so  hat  man   ausser  dem 

Werlhe    x  =  1    noch   n  —  1    Werthe,    die   in    der    Form 

2kn  2kn 

cos  —  ±L  m   —  i  enthalten   sind,   wo  für  *   alle  Werlhe 
n  II  ^ 

von  i  =  1  bis  A;  =  III  zu  setzen  sind^  also  ist 

2)  x''"+'-lH^.l)(x».2co*^j.+l){x*.2co»2^ 
{x^-^2cos^^\  x4-\)       . 

Nach  $.  113,  II  findet  man  ferner ,  aus  den  dort   entwickel- 

T 

ten  Werthen  von  ( —  l)**,   dass  x*  -|-  1   sich  in  n  Faktoren 
zerlegen  lässt,   und  zwar,  wenn  n  =  2iii,    sind   die   Werthe 

.     .      p  (2*+l)^^    .    (2*+l)^.     ^ 

von  X  in  dor  Form  x  =z  cos  - — ^ — —  ±1  «in  ^— ^r — -  t  ent- 

cm  £>m 

halten,  wo  man  für  k  alle  Werthe  von  Ar  =  0  bis  *=i» — 1 

zu  setzen  hat.     Ist  dagegen  n  ungerade  =  2m  -}-  1 ,   so  hat 

man  ausser  dem  Werthe  x  z=. —  1,  noch  2m  Werthe,  die  in 

,      _.  (2*-hl)^  ^     .     (2*+l)^  .        ,.u'A 

der  Form  cos  — — r-^  rr.  ^n  ^- — —-rr-   1    enthalten    sind, 

im  -}-  1  2m  -(-  1 

wo  wieder  für  k  alle  Werthe  von  &  =  0  bis  A  =  m  —  1  zu 

setzen  sind.     Demnach  ist 

3)  **"*+!  =  ix^  —  2  cos  ^  X ^  ])  lx^  —  2  cos^x4-]).... 

f  ^         ^  2m      *   ''  ^  2m      "^  ' 

ix*-2co.^l^!l  X  +  l) 


454 


2. 

Diese  Sätze  lassen  eine  interessante  geometrische  Deu- 
tung zu.  Man  denke  sich  nemlich  einen  Kreis  mit  dem  Mit- 
telpunkt C,  dessen  Halbmesser 
=  l  gesetzt  wird,  und  dessen 
Umfang  in  2n  gleiche  Theile 
(also  der  halbe  Umfang  in  n 
gleiche  Theile)  getheilt  ist.  Seyen 

PoPi'j  PiP2'r"*P^iP^   ^*®^® 
gleichen    Theile ,    der   Winkel 

PoQh  ist  also  — ,  PoCjP2=— 

U.S.W.  Man  nehme 
nun  einen  Punkt  P, 
innerhalb  oder  ausser- 
halb des  Kreises,  auf 
dem  Durchmesserpop^ 
oder  dessen  Verlän- 
gerung und  ziehe  die 


Vit-f 


Linien  flpi;flP2;..i^^^j 
so  ist,  nach  einem  be- 


kannten   Elementarsalze,    in    dem     Dreiecke    /V>'C, 

[^1?  =  PC*  +  Cpx^  -  2PC.Cp^  cos  p^Cp^,  also  wenn 
man  PC  =■  x  setzt, 

{Pp{f^  x^  —  2co*^  X  +  1 

n 

[Pp^]^  =,  x^  —  2cos—  X  +  1 

fi 


(Pp     )*  =  *2_2co«^!-=il?x  +  l 


Man  B«hine   zuerst   an   der  Punkt  F  liege  ianerhalb   des 
Kreises. 

Ist  also  »  eine  gerade  Zahl  =2m  so  hat  man,  d»x* — 1 

=  pc*~po(P  =  {PC  +  poq{PC-poq=Ppo.Ppn,»»ch  1) 

*""-!=  (f CO'-  -  (PoO""  =  -  Ppo(Pp2r  [PP*]'  ••••  (^^.,1*  PP» 
oder 

5)  ,    (Po  C)""  -  (PC)"*  =  Ppo  [Pp^f  {Pp*f  "{PP.  J'  PPn 


% 


Ist  A  =:  2fii  -j-  1    so  folgt  ebenso ,   da    1  —  x  z=z  p^C  —  PC 
=  Ppo)  aus  2) 

6)  (Po  C)'**"'''  -  m^""^'  =  '^^o  (^2)^ (/^4)^ . . .  [Pp^,)' 
Ferner  nach  3]  wenn  n  =  2m 

7)  x*"  +  1  =  (Pq*"  -H  (Po^**  =  (/^i)»  (i^s)' .  •  • .  [Pp^^) 
und  nach  4),  wenn  »=2ot+  1,  da  *•  -|-  I  s=PC-\-C^^=:Pp^ 

8)  *'"'+'+i=(/v)*"'+*+{p,q""+'=(Ppi)*('^3)'...(^^/Pp» 

Da  Ppi   =:  /^   ;  Pp2  =^  Pp     ^  U.S.W,  so  kann  man,  ohne 

2fi~>l  Sil"- 2 

die  Fälle ;  wenn  n  gerade  oder  ungerade  ist,  zu  unterscheid 
den,  statt  der  Formeln  5)  und  6)  auch  sdireiben 

und  statt  der  Formeln  7)  und  S) 

{p^cr  i-  (Pq^"  =  Ppi  .  Pp5 Pp^^^ 

Liegt  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Kreises,  so  bleiben  die  For- 
meln 7)  und  8)  unverändert,  dagegen  hat  man  in  den  For- 
meln 5)  und  6)  statt  (Po^)^"*  -  (^C)^*"  nun  (PC)*""  —  {p^q^*^ 

und  statt  (PoC)"'""'"'  -  (PC)*~+'  nun  (iV)*"*+ -  (PoOf'""''' 
zu    setzen,    weil    nun     Pp^^  ss  PC  --  p^C  rr  ä?  —  I*  und 

^2  —  1  =  {Pq^  -  (Po^*  =  PPn  •  '^o. 

3. 

Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch  der  Ausdruck  «"h^^I, 
wo  A  eine  reelle  positive  Grösse  bedeutet,  in  Faktoren  z^r- 


^ 


45« 
legen.    Seist  man  nemlick  il  as  n^  wo  a  reell  and  positiv  ist, 

so  ist  J*  =  a  .  1»  (§.  113). 

Indem  man  die  vorhergehenden  Betrachtangen  wiederholt^ 
indet  man  hieraus 


2m+I  ^  I 

X  ""-fa  ""ssfji?* — 2a  cot  TT- *  +  a*)  (** — Zacoszr-x-^  a*) —        f 

2w  2w  * 

a?         +11  ^^  =(«+fl(a?«-2ÄC0f- a?+ii«)(»*-2ÄC0«,r i«+a*)... 

Die  entsprechenden  Construktionen  bleiben  dieselben  wie  oben, 
nur  mit  dem  Unterschiede  dass  man  den  Halbmesser  nicht  =  1 
sondern  =a  setzen  muss. 

Diese  geometrische  Darstellung  der  Ausdrücke  x^z^ef^ 
als  ein  Produkt  von  Faktoren  wird  der  Cotesische  Lehr- 
satz genannt,  nach  dem  englischen  Mathematiker  Cotes 
[gest.  1716)  der  sie  zuerst  gegeben  hat. 

4. 

Die  Gleichung 

ji?«*  +  aj?»  +  6  =  0 
in  welcher  a  und  b  reelle  (positive  oder  negative]  Grössen 
sind,  verwandelt  sich,  wenn  man  x^  =s  y  setzt,  in  die  qua- 
dratische 

y*  +  fl^  +  6  =  0 
woraus 
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»  =  -2-— 2—===' 
folgt}  also  für  y  wieder  seinen  Werth  gesetzt, 

9).     ^*+j^y?E^^o 

1/- a^irl/a*— -4b 

Ist  y  a^ — 46  reell,  so  set^e  man  den  Ausdruck r , 

je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  =:  A  oder  =  —  A^ 
wo  A  eine  positive  Grösse  ist.  Die  Gleichung  9)  kommt  also 
auf  die  oben  betrachtete  Gleichung  jip*qril  =  0  zurück,  und 
mithin  kann  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  als  ein  Produkt 
von  Faktoren  dargestellt  werden. 

Ist  dagegen  |/a* — 46  imaginär,    also   a*  —  46    negativ, 
so  sey    c  eine  positive  Grösse  und   a*  —  46  =  —  c*  also 

a  jcl/a* — 46        ^'^^     c^  ^      .     c  , 

^ =     ^    .    Setzt  man  Are  ig  -^  -=,  tp  ^^  hat 

2  2  a 

man,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  wenn  1»==^ — - — *— 

it 

gesetzt  wird,  nach  §.  106 

£l4-CJ  d — CJ 

— T —  =:^iii(co«9-|-my.i);  —z —  =  ±101  (cö^y— my.i) 
mithin 

=  [x*  ±1  m  (co*  y  —  «in  9  .  »)]   [ji?**  ±1  m  (coä^  -f-  *»»  9^- «] 
=  [x^:t.mco$(pY'-\'  [msin  y)*  =  x^:h.2m  cosq> .  jp"  -|*  ^* 
Aus  9]  folgt  aber 


«~ 


[a  ±1  |/a^  — 46l  _        a 


2 

also  je  nachdem  a  negativ  oder  positiv 

x^  =  m  (cos  ip  ±L  sin  tp  .  1) 

oder 

AT*  =  —  m  (cos  tp  ±  m  9 . «) 

Im  ersten  Falle  hat  man  mithin 


r       1 


X  =  m*  {cos  —  ^  Mii  — »)  !*•  =r  fw"  a    *     •  1* 


im  zweiten 


i-  -1-  -1    ^T.'  JL 

jp  =  III'»   [cos  -^   -»-  sin  ^i)  (—  1)*   =  i»'»  .e"*  *  (—  1)» 

1 

—  2-AfE  2Än 

also  da  1*  =   CO*  —  Jt  «in  —  i,   wo  für  A  alle  Werthe 

n  H 

von  i  s=  0  bis  ft  ss=  —  zu  setzen  sind,  und 

{  (2*  +  1)  n:    .      .    (2*  +  l)  ^  .  ...     . 

{ —  I)*  =  cos —  ±L  stn  ' — - —  I,   wo  für  * 

^        '  n  n  ' 

alle  Werthe  von  *  =  0  bis  A  =  — - —   zu  setzen  sind,   so 

hat  man  im  ersten  Falle 


1  f>  aibr  1  (w-^ikn 

oder 


*^—  t        ^ —  i  —     ;^ 1  i 


X  =  m^  [cos ±-  $%n •] 

ebenso  im  zweiten  Falle 

^r        9  ^  (2k+l)n  .    g>  t  (2k+l)n  ,^ 

X  ■=.  m^    [cos ^^ ■ — —  ±1  stn ^^ -^ — —    t] 

n  n 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  also  das  Produkt 

[x^  —  m  [cos  €p  +  sin  tp .  i)]     [x^  —  m  [cos  q>  —  sin  ip ,  i] 

=  x^  —  2m  cos  (p.x^  -j-  m^ 

in  Faktoren  von  der  Form 

1 

-           tf)  dl  21m              w  d-  2kn 
X  —  m^   [cos  ^— — - —  -4-  «« — ij    und    von    der 

^  n  n  ; 

—  g>  dt  2}m  (p  ±-  2kn 

Form  X  —  m*  [cos  — sin 1]  zerlegen, 

n  n 

das  Produkt  dieser  zwei  Faktoren  ist  aber 

i  ^  1 

x^    —    2m^  cos  X    4-   m*^      also      lässt      sich 

n 
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x\  —  201  C0S    fp.x*  -\-  m^  in   quadratische   Faktoren'  von 

1  2 

der  Form  x^  —  2m*  cos  ^—^ ,  «r  +  m**    zerlegen.      Im 

zweiten  Falle  folgt  ebenso ,  dass  man  das  Produkt 

[x*  -|-  ffi  [cos  9  -f-  *»**  ?••)]     [***  +  ^  (^ö*  y  "~  **^  9«*)] 

=  JF**  +  2w  cosg>.^  -f-  ^* 

in  quadralische  Faktoren  von  der  Form 

X*  —  Zw"  CO«  ^^ ^ ■ — —  X  -\-  m^  zerlegen  kann. 

Diese  Faktoren  kann  man  aber  wieder  geometrisch  dar- 
stellen. 

Man  nehme  von  einem  Punkte 
A  des  Kreises  aus,  einen  Bogen 

Apq  =  -^  und    theile   von  p^ 

aus  den  Umfang  des  Kreises  in 
2n  gleiche  Theile  ^  so  ist  wie- 
der,  wie  früher, 

n  n 


also  ACpi  = 


g>  +  n 


n 


w  +  2n 
ACp2  =  - — ■ u.  s.  w.    Demnach 

Pp,a  =  [Pq^  -  2PC  .  ftC  cos  5^-tü  ^  (p^c52 
(Ppa)«  =  (Pq^  —  2PC  .  P2C  cos  ?-±J?  +  {p^q2 


n 


u.  s.  w* 


mithin^  wenn  man  PC  =:  x^  piC  =  P2C  =  ...  zzm»  setzt, 

1  *       2 

(Pp„)^  =  x^  —  2»i*   cos^  X  +  «•• 

fi 

(l^i)2   =  x^  —  2m»   CO«  ?-ij?  aj  +  fii« 

n 


[Pp^)^  =  0^^  ~ 
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2in"   cos  ^  "^  ^^  X  -^  m'' 


n 


u.  s.  w. 


wodurch  die  einzelnen  in  den  Formeln 

a?«  —  2ffi**   CO*  ^— ' a?  +  OT« 

n 

enthaltenen   Ausdrücke  construiri    sind.     Zugleich    sind    aber 
hierdurch  auch  die  in 

1  t 

~  cp  —  ikn  — 

x^  —  2m«   co$ X  +  m^ 

n 


X 


2 


2m"    coÄ 


^  _  (2*4-1);» 


n 


X  4"  W 


enthaltenen  Ausdrücke  construirt,  denn  da 


CO*  — )  =  cos  4-  cos h  *m  —  *ift  

fl  n  n      '         n  n 


2*n: 

und  cos  —  =  cos  (2 

n  ^ 


2kn^  (n  —  k)  2n 

n )  =  cos  ' —  : 

n  n 


n 
2kn, 


.    2kn  .      «      ^    2*n:.  .    (n  -  *)  2n 

Sin  —  =  —  s$n  (2n  -^    -3-)  =  —  «m  ^ — 


fl 


n 


n 


(cp  —  2*7r.               g>  +  (n  —  k)  2n 
SO  ist     cos  — )  =1:  cos  - — ■ — '^ ' 


n 


n 


ebenso    cos 


n  H 


m 
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also  da  n  —  k  positiv,  so  sind  diese  Werthe  in  den  schon 
betracliteten  enthalten. 

Man  hat  demnach,  der  Punkt  P  mag  innerhalb  oder  ausser- 
halb des  Kreises  liegen, 
«*"—  2inco»ya>*+fi»«  =  (PC)»"  —  2(p,C)"(PC)''co»9)  -f  (Pi^)*'» 

««^•+21« CO» yac"  +m2=r  («?)»" -f2(piC)" (PC)» cosy  +  ÖJiC)«" 

Diese  Darstellung  von  ^**  -±  2m  cos  ya^  -|-  m*  nennt  man 
den  Moivre'schen  Lehrsatz,  nach  dem  englischen*]  Mathe- 
matiker Moivre  (gest:]754);  setzt  man  9>=0  also  cos  9)=! 
so  geht  aj»'»r!:2m  co*  g>x'^  -^  m*  in  a?»'»-rt2mj:" +m*  =(aj'*rtm)2 
über,  und  man  hat  wieder,  übereinstimmend  mit  dem  Cotesi- 
schen  Lehrsatz,  wenn  man  die  Quadratwurzeln  nimmt, 

OJ*  +  «•  =  («^r  +  {PoOr  =  Ppi^Pp5     '  ^  PP^^^^ 
wobei,  wenn  P  innerhalb   des  Kreises  liegt,    {p^Cf^  —  [PC]^ 
statt  (PCf^  —  [poCf  zu  setzen  ist. 

Note  XU. 

Terwandhing  der  hypergeometrisehen  Reihe   in  einen  Kettenbmch. 

Beweis  der  brationalitat  yersehiedener  Ansdrüclie. 

1. 

In  Kap.  13  §.  158  wurde  gezeigt,  wie  man  jede  Reihe  in 
einen  Kettenbruch  verwandeln  kann.  Dies  schliesst  nicht  aus, 
dass  man  Reihen  von  bestimmter  Form  in  Kettenbrüche  ver- 
wandeln kann,  welche  ganz  anders  gestaltet  sind,  als  dieje- 
nigen, die  man  nach  jenem  Verfahren  finden  würde.  Eine 
solche  Verwandlung  lässt  sich  mit  der  Reihe 

1)      1  _(.  _  a,  ^.    ^    g  ^  ^  ^  ^    «2  +  . .  . , 

«(«  +  l)...(«  +  r-l)/?(/?  +  l)-(/>H->--l)    -■ 
"*"      1  .  2  .  .  .  r  .  r  .  (y+1)  .  .  .(y  +  r  — 1         '^'" 


*)  Moivre  wurde  io  Vitri  in  der  Champagne  1667  geboren,  brachte 
aber  den  grössten  Theil  seines  Lebens  in  England  zu ,  auch  sind  seine 
Arbeiten  in  englischer  Sprache  geschrieben. 
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vomekmeB,  weldie  man  die  hyperfeomelrisehe  211  nen- 
nen pflegt  und  welche  die  wichtigsten  in  der  Analysis  vor- 
kommenden Reihen  als  besondere  Fillle  enthalt  Es  verstellt 
sich  von  selbst,  dass  y  weder  Null  noch  eine  negative  ganze 
Zahl  seyn  darf,  weil  die  Reihe  sonst  Glieder  mit  dem  Nenner 
Null  enthielte ;  dagegen  können  a  und  /f  jeden  endlichen  Werth 
haben  ^  sind  sie  Null  oder  eine  negative  ganze  Z^hl,  so  bricht 
die  Reihe ^ab  und  ist  also  eine  endliche,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  ist  sie  eine  unendliche. 

Ist  die  Reihe  eine  unendliche,  so  wird  sie  convergiren 
oder  divergiren,  je  nachdem  der  Zahlenwerth  von  x  g^sser 
oder  kleiner  als  die  Einheit  ist.    Wenn  man  nemlich  das  r+lte 

GHed  «(«+')••>+>•) />(^  +  l)-;-(M-;)/+^  ,„,h  d.s  rte 
1.2...(r+l)y(y+l)...(y+r) 

«(«+!)...  («ff-l) /?(/?+!)..  ■(/»+r-.l) 
l.2...r.y(r-|-l)...(y  +  r-l) 


«''dividirt,  so  ist  dpr 


.  1  («+/>)  ,  «<> 

Quotient  ,  T.    ,    ;   \m  =  rV- *•     Nun  nähert 

(r+l)  (y+r)  1  I  ?l±i  j_  L 

r  r* 

sich  -pj mit  wachsendem  r  unbegrenzt  der  Ein- 

1+^^  +  4 
r  r* 

heit,  die  Grenze  des  Quotienten  wird  also  grösser  oder  klei- 
ner als  die  Einheit  werden  und  mithin  die  Reihe  divergiren 
oder  convergiren ,  je  nachdem  der  Zahlenwerth  von  x  grösser 
oder  kleiner  als  die  Einheit  ist  (§.  49). 

Ist  0?  =  I ,  so  kann   man  den  Quotienten   in   der  Form 

■  J^ ,    \\\   T        darstellen.      Nach   6.  67  wird    also   die 

Reihe  convergiren,  wenn  y  +  l  — («  +  /?>!  d.  h.  ^^^a+^J, 
in  allen  anderen  Fällen  divergiren. 


2. 
Die  Reihe  I)  bleibt  ungefindert,  wenn  man  a  und  ß  ver- 


tauscht.  Bezeichnet  man  diese  Reihe  durch  F[a,  ß,  y,  te)  so 
hat  man  daher 

3)  F  {«,  ß,  y,  »)  =  F  (ß,  a,  r,  <^] 

Setzt  man  in  der  Reihe  \)  ß  -{-  ]  statt  ß  und  y  -\-  i  statt  ;', 
se  erhält  man  eine  neue  Reihe,  welche  nach  dem  Vorherge- 
henden durch  F  {ce,  ß  -^  l ,  y  -^  l,  x)  zu  bezeichnen  ist, 
und    man   findet   F  (a,  ß-\-  1,  ^-{-1,  x)   —   F  (a,  ß,  y,  ai) 

_a{r-ß)<t        («+l)(/?+l)     .  [a+\)(a^2){ß+\){ß-\-2) 
~r{r-\-ir^     y+2      '^      1.2.(y  +  2)(y  +  3     '^^-^ 
d.  h. 
3)       ,F(a,ß-^l,y-\.l,x)-  F{a,ß,y,x) 

Hieraus  folgt  weiter 

F[a,ß,y,x)      ^a(r-ß)x  FI^  +  \,  ß  ^l,y+2,x) 

F{a,ß-\-l,y-\-\,x]       y{y+..l)    F(a,  /*+ I,  r  + 1,  «)i 
oder  nach  Forme.  2),      ^^-^'^±^^11^ 

also 

*'  F{a,  ß,  r,x)       -  1  -a[Y-ß)x  F(/?  f  1,a+l,y+g,ar) 

Setzt  man  in  dieser  Formel  ß'\-\  statt  a,  er  statt  /f  und;'4-l 
statt  Y  so  findet  man 

'    F(/?+l,a,y+l,a?)      \^{ß^\][r^\-a]x¥{a^\,ß+2,Y+\x) 

(r+l)(r+2)  F(a+l,/J+-l,y-h2» 
Indem  man  aber  in  4)  a  -|~  1  s^&^l  ^y  /^  +  1  statt  ß^  und 
;^  -f  ^  statt  /^  setzt,  ergiebt  sich 

F[afl,/y+g,y+3,a?)_l 

l^«fl,/J+l,y+2,(r)     l-(«+l)(y+K/r)a:F0g+2,a+2,y  f4,rr) 

(y+2)(y+3)     Fi/J+2,a+l,r+3,a5l 

.   ^      ''(i*+2,  a+2,  y+4,a?) 
nun  kann  man  wieder  ^.^  '    -~ ,  «^      ;    nach  Form.  5) 

^lP+2,  «l-t,  Y+^y   X) 

weita*  entwickein,  indem  man  darin  /?  pl  statt  /},  er-j-1  statt 
a,  /"f  2  statt  ;"  setzt.  Auf  diese  Weise  kann  man  den  Aus- 
druck 4)  in  einen  Keitenbruch  von  der  Form 


4u4' 


^  F(a,  ft  r,  a:)  1-a^ 

1_ 


1 — aid» 

1 OgO? 

1— 


entwickeln.    Hierbei  ist 


a  -  «  ty  -  <^.  „  -  (/>  +  >)  (y  +  I  -  «) 

•~y(r  +  I)'    '  ~     (y+  i)(r +  2) 

^  _  («  +  l)(y+l-/?) ,        _  (/>  +  2)  (y  +  2  -  «) 
^~     (r+2)&'t3)         '~       Ö'  +  3)(y  +  4) 
allgemein 

^  («  +  r)(y  +  r-/>)  _(/>  •|-r+l)(y+r-a  +  l) 

>r        (y+2r)(r-|-2r+l)'    2r+i~(r+2r+ l)b'+2r  +  2) 

Bleibt  man  in  der  Entwickelung  bei  a^^x  stehen^  so  moss  man 

diesen  Ausdruck  noch  mit   ^^T      .  \        .         V^   T.      [ 

F(/J  +  r+l,  a  +  r,  r-^2r+\,  x) 

multipliciren  um  den  vollständigen  Werth  von      1^ -^ \ — 

^(«j  P)  Yj  «) 

zu  erhalten ;  bleibt  man  dagegen  bei  a         a;  stehen ,  so  moss 

man  diesen  Ausdruck  noch  mit  ^\  TT/  7^  T  /    T n      ^  -( 

F(a+r+I,/»+r+l,y+2r+2,x) 

multipliciren.    Je  nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  der  Fall 
ist,  hat  man  also 


^{«,  ft  r,  *)      l-«o* 


\~aicc 


1- 


-a       « 


F(/J+r+l^  a+r,  H-2H-1,  «) 
oder 


«6t 


l-aior 


1- 


-«2r* 


1  -a      ,a?ft«4r-f  l,/g-t-r4-2,y42r+3,ar) 
F(a+r-|-  l,/?-|-r+I^+2r+2,«) 


3. 


^  Ist  /?  =  0  so  ist  F(a,  /?,  y,  «)  =  1 ,  unter  dieser  Vor- 
aussetzung erhält  man  «us  7)  und  8],  wenn  man  y  —  I  statt 
y  setzt, 


0qX 


1  —  OiX 


1 


a       X 

2r-l 


1— fl2,a?fir+l,a^-r-H,y+2r-fr!,a;) 
"  >(r+l,a+r,;'+2r,a?) 


oder 


1— OqX 


I  — 


'■'"     i!l«+r+l,r+l,y+2r+l,*) 
Hier  ist    a^  =  —»  «i  =      ,     ,  T"\ 

'^  (r+J)ly+2)'   '  ~     (r+2)(y  +  3) 

allgemein 

_   (a+r)"(y4-r-I)  ^     (r  +  1)  (y  + r- «) 

'^•-  -  (y  +  2r_|)(y  +  2r)'    «r+i        (y  +  2r)  (y  +  2r+  1) 
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4M 
Man  hat  aber 

und  es  ist  demnach  diese  Reihe    in   den  Kettenbruch  9)    oder 
10)  verwandelt. 

4. 

Man  kann  F(a,  1,  y^  '}  >u<^h  in   einen  Kettenbruch   von 
anderer  Gestalt  verwandeln.    Man  findet  nemlich 

F(«+l,/»-I,y,«)-Fia,Ay,*)=^=^«F(«+I,/J,y+l,*) 
und 

#•{«+1, /»-l,  y,  .)  y  F(«+l, /»_!,  r,  «) 

Setzt  man  aber  in  4)  a  -|-  1  statt  a,  /} —  1    statt  /?,  so  findet 
man  aas  7)  nnd  8j 


") 


f(«+l,/»-l,y,«)    l-Oo« 


I-AX* 


1- 


*-«8^  i'OJ+r,  a+r+2,  y+2r+2,  «j 

V(/»+r,  a+r+l,y+2H-l,  «) 
oder 


#\«+l,/»-I,y,<r)     l-Äo* 


I-«!« 


1- 

F  {a+r+2,  ^+r,  H-2»-+2, «) 
wo  nun 

a      =  ("+>•+')  (y+r+l-/>)  _       (/?+r)  (y+r-a) 

*'■  (y+^r)  (y+2r+l)     'V+i-  (y+2r+l)  (y+2r+2) 

milhin 


J 
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F(a,ß,r,<B)  ß-a-}  ß-a-\ 

=s  J  — X  ^=     1  — *•— t« *  X 

F[a-\-l,ß--\,y,x)  r  ■'  y 

1  -(«+i)(y-l-M^     T3^^ 

!--/?(/-«)       ^  TZT 

1  — 

Setzt  man  /?  =  1 ,  also  f  («+ 1  ^  ß  —  \ ,  y,  x)  =  l ,  &o  folgt 
hieraus 

13)  F{a,\,r,x)=l+jx 


1-  OqX 


1— 


oder 


T 


l— «0* 


l- 


5. 

Kann  man  bei    unbegrenzt   wachsendem  r  die   Faktoren^ 
mit  welchen  a   «  und^  a     .   ar  in   den    Formeln   7)   8)   9]   10] 

2r  2r+l  /       /       /         / 

13)  14)  muliiplicirt  sind,  vernachlässigen,  so  wird  durch  die- 
selben        l,,      J        V*  -  und  F{a.  I,  y,x)  in  einen  unend- 

F(«,  P;  rj  *) 
liehen  Keitenbruch  verwandelt.     In  Beziehung   auf  die  Frag«, 

wann  diese  Vernachlässigung  erlaubt  ist ,  kann  folgender  Satz 
mit  Nttteen  angewandt  werden.) 

Wenn  F  einen  bestimmten  endlichen  Werth  bedeutet  und 
man  kat 

30» 


1 


\  ■ 


15)       F  =  a+ 


408 

01  +  is 


»-1   '     I 


a   k 

m    m 

und  der  unendliche  Kettenbruch 

16)  a  +  bi 

«1  +  h 

convergiri,  so  wird  bei  unbegrenzt  wachsendem  m 
F=lim.a+bj,         ^n^^    (5.139) 


Am 

seyn,  wenn  B^  mit  wachsendem  m  immer  grösser  wird,  und 
zugleich  a^b^  ein  endlicher  Werth  (oder  Null)  ist,  während 
A^  ^1  und  endlich  ist. 

Aus  15)  folgt  nemlich 

a   k   A     ^   ^  b   A 

ja  mm     «1-1  M     f»-2 

~  a   k   B        +  b    B  ~ 

also 

.  a    k   A     ^   4-  b   A     ,        a   A     ^  +b    A 

|-  ^Ml    MM       M-1  M       M-S  M       M-1  M       lli-9 

~  B^  ~  a   k   B        +61?^  ~  ä~~B        -f  6    fi 

MM      M-1  M      M-8  M      M-1  M       lli-8 

a    b    {k    -\)[A       B    ,—A       B      ^ 

m    m^  m  '   *-    m-1    M-a  m-8    m-I-* 

^  (a   k   B    ^   +  fc   Ä      )B 

^    M     M      M-1  M      M-a'       M 

Nun  ist 

A       B    ^  —  A       B    ^   =.  (^   -  ^)  B      B 

M-1   M-a  m-8   M-1         \B  B      /     "*-i  «•-> 

M-1  M-a 

mithin 
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Ist  nun  *     ^  1  80   \si  a   k   B        +  b    B        ^  a    B     , 

«  MM      M-1  M      M-2  H»      M-1 

+  6    Ä    ^   d.  h.  "5  B  .     Da   aber   Ä      mit  waohsendem   m 

immer  grösser   werden   soll^  so   ist  mithin 
B      B  , 

<  1    ferner  ist   a^b^  (*m  —  1) 


(a   *    Ä     ^   +  b   B      )  B 

m    m    M-1      ^        M    m-2'       m 

ein  endlicher  Werth.    Nun  wird  vorausgesetzt^  dass  der  Ket- 

lenbraph  16)  conyergirt|  mithin  nähern  sich  die  Werthe   — 

B 

und   —^  unbegrenzt,  oder  es  ist  lim  (^-^—^^^  =0> 

m-2  M-1  m-2 

also  auch  /ii»  Tf  —  -5)  =  0  oder 

f  =  Rm  ^ 

Wendet  man  dies  namentlich  auf  die  Formeln  7)  und  8)  an, 
so  sieht  man  dass  J;  7^ — ^         : — -3   wenn    dieser    Aus- 

P  K  ft  r,  «) 

druck  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat,  durch  den  ent- 
sprechenden, ins  Unendliche  verlängerten  Kettenbruch  ausge- 
drückt wird,  wenn  dieser  Kettenbruch  convergirt,  die  Nenner 
seiner  Näherungswerthe  wachsen,  und 

F{ß  +  r-\-l,tt-\-r,y  +  2r^^,s)        ^^^ 


F 
F 

{ß  + 

r  +  1, 

ß  + 

r+  1, 
r-\-  1, 

r  + 

2r 
2r 

+  2, 
+  2, 

*) 
*) 

f  («  +  r  +  1 ,  /?  +  r  +  2,  y  +  2r  +  3,  X) 

mit  wachsendem  r  steh  der  Einheit  oder  einer  endlichen  ZaU, 

die  grösser  als  die  Einheit  ist,  nähern. 

6. 

Ein  Beispiel  liefert  folgende  Betrachtung. 
In  der  Reihe 


47» 

aß    ,  a(a-|-l)/»(/»4-l)_,  .  «(a+l)(«+2)/J(/J+l )(/»+?) 


-aj*+... 


«(«  +  1)  ...(«+  r)  /?(/?  +  1)  ...(/>  +  r)     r+i 
■^  1  .2...  (r+l)y{y+l)  ...(y  +  r) 

=  »  +  7  '  +  rr2-7F+-i) * 

+  1  .2.3.y(y+  l)(y  +-2)        ~  '"'••• 

r+l    r+1  1  r  1  r 

+  1  .2  ...(r+l)y  (y+  1)  ...(y  +  r)         * 

in  welcher  wir,  der  Einfachheit  wegen ^  y  positiv  nehmen^ 
setze  man  «  =  /?=—  a,  s  =z  (— )    so  geht  die  Reihe  in 

18)  *+7<-2)  "♦■l.2.y(y-i-lf^)  +1.2.3.y(y+l)0'+2)^2"^  +- 

1  »  r  » 

+  1.2...(r-f-l)y(r+l)...(y  +  r)  ^-^ 

über.  Lässt  man  zugleich  r  unbegrenzt  wachsen^  so  ist 
mithin    die    hierdurch    entstehende    unendliche    Reihe    durch 

F  (— fl,  —  ö,  y,  (— )  )  zu  bezeichnen.     Diese  unendliche 

Reihe  wird  aber  convergiren,  sobald  man  d  =  Ar  setzt  und 
A  >*  1  nimmt.  Der  Quotient  zweier  auf  einanderfolgender 
Glieder 

i2  Ä*  tn  -      1    2 

"  -  71 "  -  7)  ■  •  ■  (■  -  V'i  ... 

1.2...m.y(;'-f-l)...(y  +  iii  — 1)    2 


2m 


und 


(i  ^  1)2  (1  _1)\  _  (1  _  /»:)*       ,^+8 


1    .   2   .    .   .    (m  +  1)  y  (y+l)   ,   .    .    {y-^m)     22m+2 


4T1 

m  ^ 

t2 


ist  nemlich  - — .  ,■   /     .      x  s^  welcher,  da  m  ^  r  und  mit- 

(m  +  1)  (y-fm)  2« 

hin  m  <  a,  also  auch  (1 )  <  1,  mit    wachsendem  m 

unter  jeden  angebbaren  Werlh  sinkt,  welchen  endlichen  Werth 
auch  »  haben  mag. 

Die  Grenze  der  Reihe  18),  bei  unendlich  wachsendem  r, 
Gndet  man  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  sie  in  §.  77 
O.S.  w.  gebraucht  worden  ist. 

Man  bezeichne  den  Theil 

1   »  m—  2  * 

"^  1  .  2  .  .  .  (m-l)r  if^l)  ...  (y  +  w-2y  V2>' 
durch  r,  bezeichnet  man  den  Rest  durch  R  und  setzt 

1   »  ,,         m  — 1  « 

(1 )    ...    I — -)  ^    ,Ä 

*  =  1  .  2  .  .  .  m.'riy+i)  .  •  .(/+«»-»)  ^2^  . 

so  ist 

(1    _  ^)'    .  .  .  (1  _  -)*  »r+S-8m 

+  (m  +  1)  ...  (r  +  1)  (y+m)  ...  (y  +  O   ^2^ 

Man  lasse  nun  r  unbegrenzt  wachsen,   wfthrend  m  denselben 

Werth  behau.    Da  alle  Glieder  in  U  positiv  sind,  so  hat  man 

1         ,».» [ (L\\ 

^^*+{m+l)(y+mf¥^  "^(„+l)(m+2)(y+m)(y+m+l)^  2  ^ 

t/>l 

1  '  »       * 

Nun  ist  die  Reihe  1  +  ^—p-j^-— ^  (  2 )  +  *  '  '  ***"" 
vergent ,  da  der  Quotient  der  zwei  aufeinanderfolgenden  Glieder 


«72 


(m  +  1)..  .  (m+A)(y 


_1 y^x«»  . 


(m+l)  .  .  .  (m+A  +  1)  (y  +  m)  .  .  .  (y  +  w  +  A)  V2 

den  Werth  7 — ..,,,, — -    hat,     welcher   <    1    ist, 

(m+i-f  1)  (^  +  »,4-*) 

sobald  A  >*   A~*     Demnach  hat  U   einen  bestimmten   endlichen 

Werth.  Dieses  Verhfiltniss  bleibt  dasselbe,  wenn  man  aack 
m  unbegrenzt  wachsen  Ifisst,  sobald  nur  m  <  r  ist,  also, 
nach  unserer  Voraussetzung,  um  so  mehr,  m  <C  a.     Nun  ist 


^  %m 


? r*)    <: - - 

Nimmt  man  aber  m  beliebig  gross,  so  ist  naeh  §.  77 

'^   1.2...  (i^-T)  =  ^ 
also  auch 

/tm^.  o    , — nT^=0,  umsomehr  /iwr-ir ^ ,,    ,    . Ä=iO 

[  1 .2...(iii- 1  )]*      '  1 .2..m,Kr+l)...(r+«- « ) 

(I )    ...  (1  —  — '■ ) 

und  Km  r--^ 7—^: {—\    =■  0 

1.2...m.y(y+ !)...(;. +  «1—1)    ^2/ 

Da  nun  U  einen  endlichen  Werth  hat,  so  folgt  hieraus  weiter 

/tm  A  SS  0 
und  mithin  nach  18] 

19)  f  (-a,-a,  r,  (-)•)  =  Im  t 
Nun  ist 

20)  T  <  1  +  1  (-)    -l ! (1\*  .  . 

"•"    I.2...(«-l)  y  (y4-l)...(y  +  «->2)     ^j) 
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Man  kann  aber  immer  einen  Ausdruolt  h  finden,  so   beschaf- 
fen dass 

(1  -  i)  (1  --)...  (1   -  ""^l  >   1  -A 

ist  {§.  77),   und  um  so  mehr  jeder  der  Ausdrücke    (1 ), 

2 

(1 )  .  .  ,  ,  grösser  als  1  —  A  ist.    Man  hat  demnac» 

a 

\   I.2...(ot— l)y(y+l)...(y  +  «i  — 2)    ^2''         J 

und  da  man  h  mit  wachsendem  a  unter  jede  Grenze  sinken 
lassen  kann,  so  folgt  aus  19)  20]  und  21) 

Djeselbe  Reihe  würde  man  aber  erhalten  haben,  wenn  man 
statt  der  fteibe  17]  die  Reibe 

r         .1  .  2  .  y  .  (y+ «) 

genommen  und   darin   a  =  ß  z=.—  a,   a?  =  T^}     gesetzt 

hätte,  so  das^  mithin  der  Werth  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
a-f  1,  a  +  2  .  .  .  statt  a  und  ß  -{-  \ ,  ß  +  2,  .  .  .  statt 
/J  schreibt. 


7. 

zi 
Setzt  man  in  Form.  17)  für  x  den  Werth  --,  wo  •*  =  —  1 

2a 

(S.  87),  so  erhält  man  statt  der  Reihe  18)  die  Reihe 

1   *  I    »  r  * 

7^  2^  ^I.2.y(y+1)'^  2>'  -     l,2...(r+  l)r{r+l)-'{r+rr  2"^ 

und  beweist«  wie  im  vorhergehenden  l^lle,    dass   die  Grenze 
dieser  Reihe  dieselbe  ist,  wie  die  Grenze  der  Reihe 


474 

1  » 

r  =  i  -  1  r-)'  +  ——-V /l^* 

r   ^i^    ^  1  .  2  .  y(y  -h  I)    ^2-' 

(1  _  1/      (1  _  "-V    ' 

~~  1  .  2  .  rr(m—l)  r  (y+l)...(y4-«-2)    ^2' 
also 

F[-a,~  a,  y,  Q*)  =  Um  T' 

V 

Behftlt  A  seine  frühere  Bedeutung,  so  ist  demnach  (vgl.  $.  77) 
^    ^  \:i.y{y+\)^2J  ^I.2.3.V{y+l)(y+2)(y+3)4>'  ^- 

>(''*^i^+!:2:^+i)y  +1:2^4:^+ 1  )(y+2)(y +3/2)  +-J 

und  mithin 

23)    F  (-a,  -  a,>,  C^)')  =  /im  T'  =  1  -  I  (|)* 

^  1.2.y(y+I)^2''  1.2.3.y(y-f-l)(y  +  2)^2''   ^ 


8. 

]  3 

Setzt  man  in  22)  fttr  y  die  Werthe  -^  und  —  so  erhalt 

•  2 

man  ($.  127) 

I 

und  demnach 
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I       e    -  e  ^        '         '   2 '  ^2«/  / 

26) 


3       s    ^ 
Setzt    man     nun    F  (—   a,     —  a    +   1,     — ,  (^))   statt 

f  ( — a,  — a,  — ,  (— )  ),    was    nach    dem   Vorhergehenden 
(§.  6  dieser  Note)  erlaubt  ist,  so   findet  man   aus  Formel  6), 

«  { 2"  +  «)     ^    2  ^%  1 

da  a^x  =  -      ^      3       (^)  =  -   173  (*  +  2^)»  ^^^^^^ 

2    •   2 

da  a  unbegrenzt  gross  ist,  —  ^-  gesetzt  werden  kann, 


.  1       ,5v2v  1+»*       /  5       .»V« 


.^(-«,-«,  |,  (^*) 


Allgemein  ist  hier 


(-o  +  fjli+r  +  a)   .    ,  (l_r.)(i_|.':±i).. 


*'"*  =  Ti — :~3 — 7^2^)  ~~ 


»  V*  ^      ^'       '       a 


(-«+r-hl)(^+r+a)   .    ,        (l_':±i)(l-H':±l),« 


fl     .  .a?  = 


2r+l  3  5 

(2 +2^)  (2-  + 2'') 


"W  "^        (4r  +  3)  (4r  +  5) 


wofür  man 


»«  »2 


ö_    x=  —  7z — — 7-^.  a        a?  =  — 


\r (4r+ 1)  (4r  +  3) '     ar+i  .(4r  +- 3)  {4r+  5) 

setzen  kann. 

Unter  Berücksichtigung  der  Formeln  7)  und  8)  folgt  da- 
her aus  26) 


4T6 


I        e    —  e 


*        »    I      -» 
I 


1+* 


a 


äs 


1+ 


F(-aH-r+l,-a+r,2r+i  (^n 


oder 
I 


3 


1+ 

•+•»*  7      »  » 

rr-r^TTi— rrxt— «-f^+1.— «+»'+2,2r4-T-,{jr-l  ) 
(4r-t-3)(4r-|-5)  ^       t-  t^  >        r    i    >     tj  >  vg«'  ' 

F(_oH.r+l,-a+r+l,2r+|,  (A)') 
Nun  ist  zu  bemerken,  dass  der  Werth  der  Reihe 

welche  für  jeden  endlichen  positiven  Werth  von  x  einen  end- 
lichen positiven  Werth  hat,  kleiner  ist  als  die  Reihe 

X  1       iB*  I  a;' 

^  +  7  +  n"2  7*  "*"  1.2.3  •  75  +  •   • 

d.h.  kleiner  als  ey ,    Da  nun  bei  wachsendem  y 

lim  er  =s  tfi  =  \ 
ist,  80  ist,  unter  dieser  Voraussetzung,  um  so  mdhr 

fim  (1  +  1  .>  +  t  _  g  J  (^^3j  X»  +  .  .  .)  =  1 


also,  wenn  man  x  =  (— ^     setzt,  nach  22]  aucb 

und  da  die  Grenze  dieselbe  bleibt,  wenn  nan 
F(_a  +  r4-l,   _o-|-r+l,  y,  {—)  )  oder 


s   » 


2a 
F  (_  tf  ^.  r  +  1,  —  a  +  r  +  2,  r,  (^)')  oder  auch 

F  (—  a  +  r  +  1 ,  —  o  +  r,  y,  (— )    nimmt,     so    folgt 
dass  hier  bei  unbegrenzt  wachsendem  r  die  Ausdrücke 

f  (/?  +  r  H-  1,  a  +  r  +   I ,  y  +  2r  +  2,  *) 

F(_  a  +  r  +  1,  -  «  +  r,  2r  +  i    Q*) 

F  (_  a  +  r+  1,  -  a  +  r  +  I,  2r  +  |,  {-)) 

und 

y(«^r4-  l,/?4-^  +  1.y  +  2r  +  2,a;) 

*•  (a  +  r  +  1 ,  /»  +  r  +  2,  y  +  2r  +  3,  *) 

F  (-  a  +  r  +  1,   -  a  +  r  -}-  I,  2r  +  1,  (A)') 


F 


(_  a  +  r  +  1,   -  «  -f  r  +  2,   2r  +  -,  (^  ) 

sich  unbegrenzt  der  Einheit  nfthern.    Der  ins  UnendKche  fort- 
gesetzte Kettenbruch 
1 


1.3 


1+» 


) 


3.5 


1  + 


(4r+l)  (4r+3) 
1  + 
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Gonvergiri  aber^   wie  man  sich   lekhl  überzeugt,   wenn   man 
auf  denselben  die  Regeln  des  §.  145   Anwendet.     Denn  setzt 

«3  «2  »2 

man  6i  =  l,  6t  =  j-tg,  65  =  ^-g,  ft4  =  --4-u.».w.  «1=02=— 

=  1  so  geht  die  dortige  Reihe  17)  in 

.  1  +  5  +  9  +  13  +  .  .  , 

1 

also  in  eine  divergirende  Reihe  über.  Die  Nenner  der  Nfthe- 
rungswerth^  dieses  Kettenbruches  wachsen ,  da  er  nur  posi- 
tive Glieder  enthält,  und  die  Theilnenner  sfimmtlich  =  1  sind  *). 
Demnach  finden  hier  die  in  §.5  dieser  Noie  gestettten  Be-^ 
dingungen  statt  und  man  hat  daher 


l 

e  — 

1 
1 

1 

:3 

1 

e  — 

■e 

J.5 

m 

•         « 

1  + 

• 
• 

wofür 

hAffi    Irn 

man 

mn 

tttch, 

indem 

man 

die 

27) 


e 

—  e 

= 

« 

e 

+*"* 

3  +  »» 

5  +  .« 

7  + 

• 
• 
• 

9. 

Nach  dem   Vorhergehenden    ist,    bei    unbegrenzt   wach- 
sendem y, 


*)  Die  Formel  3)  des  $.  139  geht  nerolich  nun  in   B^  =r  B^ 
+  bj^  Äj^_j  über,  also  Ä^  >  Ä^_^. 
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Nimmt  man  aber  die  Glieder   mit  abwechselnden  Zeichen,  so 
muss  auch 

X  \  1 

x^  +  ,..)  =z  0 


l.2.'A.4.rlr  +  i)(r  +  i)  (r+3) 

seyn.     Denn  sobald  y'^x  hat  jedes  Glied  dieser  Reihe  einen 
grösseren    Zahlenwerth   als   das   folgende,   der  Werth    dieser 


X  x^ 


Reihe  ist  also  dann  (nach  §.59)  grösser  als , 

y        1.2.y.y-j-l 

und  kann  mithin  nicht  negativ  seyn.  Da  er  aber  jedenfalls 
kleiner  ist  als  der  Werth  der  Reihe,  welche  dieselben  Glie- 
der, aber  alle  mit  positiven  Zeichen,  enthält,  so  muss  er  bei 
unbegrenzt  wachsendem  y,  ebenfalls  Null  zur  Grenze  haben. 

Demnach  ist  auch 

/  X  x^  a?' 

/*»(!--  +  J.2.y(y+l)~Ui:y{i^l^^ 

Setzt  man  hier  wieder  x  =  (— j    so  folgt  aus  23) 

UmF(—  a,  _  a,  y,  (^  )  =r  1  und 

3       sf  ^ 
^        .t      -»•    ^        F(—a,  — a,  -,  (— )  ^ 
1       e  —e         ig*       ^  2     ^2a^ 


Da  nun  der  unendliche  Kettenbruch 


($.95Form.9u.lO) 


5  —  »* 


7  — 


convergirt,  wenn  »^  nicht  grösser  als  2  ist,  und  dann  zu- 
gleich die  Nenner  der  Näherungswerthe  immer  grösser  wer- 
den, wie  aus  §.  154  folgt,  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die 
Bedingungen  des  §.  5  erfüllt  und  man  hat 


i 


4M 

^»  ^  \ 

s  1  — »* 

am»» 

5—»» 


oder 

28)  tg  »  =s  » 

3—»» 

7  — 

Diese  Gleichung  ist  indessen  nicht  Mos  auf  die^  Bedii^ang 
ft'  :^  2  eingeschränkt,  sondern  gilt  für  jeden  endlichen  Werth. 
Da  nemlich  die  Theilnenner  des  Kettenbruches  unbeschränkt 
wachsen,  so  kommt  man  immer  an  einen  solchen,  der,  wie 
alle  folgenden ,  den  Theilzfthler  z^  am  eine  Einheit  oder  mehr 
ttbertrim,  so  dass  man  also  den  Werth  von  ig  9  nur  bis  an 
diese  Stelle  bu  entwickeln  braucht ,  um  von  da  an  ^ie  obigen 
Schlüsse  ungeändert  zu  wiederholen. 

Man  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit  noch  'Folgendei 
Obgleich  die  Ausdrücke  F(a,  /J+l,  y+1,  x)  und /'(«,/?,;',«) 
endliche  Werthe  halben,  so  wird  doch,  wenn  der  letztere  Aus- 
druck den  Werth  Null  hat,   ^  ^"^^//^  V^"^ 'v  "^^  und  also 

1^  («,  A  r,  *) 

auch  wenn  man  diesen  Quotienten  nach  6)  in  einen  unendli- 
chen Kettenbruch  entwickeln  kann,  dieser  Kettenbruch  selbst, 
keinen  endlichen  Werth  mehr  haben.    Dies  ist  z.  B.  der  Fall, 

wenn  man  in  28)  für  »  den  Werth  —  setzt. 

•  •  •  • 

D^nn  ist  nemlich  e    +c'    =^e^    +^       =2co*  -5-  =  t), 

mithin  ig  1$  =  co 


J 


48t 

und 


n 
2 

°°-  1- 

-''          'l      i"\ 

3-,»         '-(2/ 

- 

'-..     -<f) 

o 


oder  nach  Aufhebung  der  Brüche 

n 


00  = 


2  —  »» 


6  — ff 


2 


10-  ff» 


14  — 


Hieraus  folgt  wieder 


>r» 


2  —   ;; ;  =  0 

6  — ff» 


10— ff2 


14- 


oder 
29) 

2-"" 

~  6  — ff« 

10- 

-ff« 

14  — 

• 
• 
• 
• 

Hätte  raan  in  28)  für  %  den  Werth   n  gesetzt,   so  fände  man, 
da  ^  n:  s=  0 

3-ff» 

5  — ff« 
7~ 
folglich 

31 


48t 


nri     -™      1      

*    -     *     -    3      ;r» 

5  — ff* 

7  — 

• 
• 

und  daher 

0-3        "" 

**        ^        5-«» 

7  — 

• 
• 

oder 

• 
• 

30) 

3  -''' 

~    5-71» 

7~ 


10. 

Die  Kettenbrüche  27]  und  28)  sind  einzelne  Fälle  aus  ei- 
ner Gattung  Kettenbrüche ,  welche  eine  sehr  merkwürdige  Ei- 
genschaft hat.  Wenn  nemlich  in  einem  unendlichen  Ketten- 
bruche 

31)  h_ 

«1  +^2 


ö«  + 


die  Theilzähler  und  Theilnenner  sämmtlich  positive  ganze 
Zahlen  sind  und  es  ist  allgemein  b^:;^a^^  so  kann  der  Ket- 
tenbruch keinen  rationalen  Werth  haben.  Wäre  der  Werlh 
desselben  rational,   so  könnte  man 

Äi _    B 

«1  +  *2  ^ 

«2-f-         • 

setzen,  wo  B  und  A  zwei  ganze  Zahlen   sind.     Da   naoh  der 


J 


483 

Voraussetzung  bi   höchstens  =  Oi   ist,   so    ist   -  ein   ächter 

Bruch,   also  B  <  4    und  zugleich     -    <;  — .     Hieraus  folgt, 

A         Ol 

.       bt         B        bi  A  —  öl  Ä      .  .  .  «r    *!.    u  « 

dass SS3S  ~i -^-L—    einen   positiven    Werth    hat, 

Ol         A  OiA 

und  setzt  man  biA  —  OiB  =  C,  so  ist  C  eine  ganze  posi* 

1  fti 

tive  Zahl.     Aus  biA  =  üiB  -}-  C  folgt  aber  —  =  —         ^ 

B         bi  C  bo 

oder  —  =  -= .       Mithin      -    =    tt    woraus  wie- 

A         ^1  +  C  B  «2  +  fts 

B  ^ 

€02 


der  C  <  fi  und  —  <C  —  folgt.     Setzt  man  62^— ^2^=^ s<> 

B         O2 

muss  wieder  D  eine  ganze  positive  Zahl  seyn  und  man  findet 

wieder 

D  _h_ 

D        65 
also  D  ^  C  und  77  <1  -r*    Setzt  man  diese  Betrachtung  fort, 

so  sieht  man,  dass  man  auf  diese  Weise  von  der  bestimmton 
ganzen  positiven  Zahl  A  ausgehend,  eine  unendliche  Reihe 
ganzer  positiver  Zahlen  erhielte,  von  denen  jede  folgende  klei- 
ner als  die  vorhergehende  wäre,  was  nicht  seyn  kann.  Dem- 
nach kann  auch  der  Kettenbruch  31]  nicht  rational  seyn. 

Auch  in  dem  Falle,   wenn  die  Bedingung  bf^'^Ofn  nicht 
schon    bei  den   ersten  Theilzählern  statt  findet,    sondern  erst 

von  einem  bestimmten  Theilzfthler  bj^  an,    ist  der  Werth  des 

4-  1 

Kettenbruches  ein  irrationaler.     Denn   man  setze  -^  =  ^r^ 

so  ist  R  nach  dem  Vorhergehenden  irrational.  Nun  ist,  wenn 
man =  — —  und =  -- —  setzt,  der  Werth  des 

°i-h      »»-»       ''^+       «*., 

•  • 

+  6  +b 


31 


4M 

Kellenbruches  31)  nach  §.  139 

4-  A 

-2 


*-l     '         *-2 

Hatte   also  dieser  Keltenhruch    den   rationalen  Werth   —  so 

A 

hlltle  man 

ß   _  ^  '  \^\    ^  '*A>2 
^   ""  Ä  •  V.   +   «*-2 


woraus 


folgte ,  d.  h,  A  müsste  ebenfalls  einen  rationalen  Werth  habep» 
gegen  die  Voraussetzung. 

Sind  wieder  in  dem  Kettenbruche 

32)  6i 

«2  — 


sftmmtliche  Theilzfthler  und  Theilnenner  ganze  positive  Zahlen, 
und  ist  allgemein  h^  <1  a^  (also  höchstens  frm  =  o«»  —  1]> 
so  kann  der  Kettenbruch  keinen  rationalen  Werth  haben,  aus- 
genommen, wenn  allgemein,  von  irgend  einem  Theilzähler  an, 

*m  =  ««  —  1  ist. 

Findet  nemlich  der  Ausnahmefall  nicht  statt,  so  ist(§.  154) 

*i  >  0  62 >  0 

~i^bj^<  ^  a2-^<  1  "•«•^• 

a«  —  «5— 

Hätte  nun   der  Kettenbrach  32)    einen  rationalen    Werth,    so 

könnte  man  diesen  ^  ----  setzen,  wo  A  und  B  ganze  positive 

A 

B         bi 
Zahlen  sind  und  fi  <  il.    Nun  ist  -7  >  —^   man  setze  da-^ 

A         Ol 

her  OiB  —  biA  =  C^  so  ist  C  eine  ganze   positive  Zahl. 


4»i 

I  fri  B      bi 

Zugleich  folgt  hieraus    -  =  — - — -  oder  —  = 


also 


A        OiB-^C  A       ai—C 

1b 

C        br. 


B  fl2  —  *2 


«5  — 


und  C  <C  B,  Auf  diese  Weise  erhielte  man  also  wieder,  von 
der  bestimmten  ganzen  positiven  Zahl  A  ausgehend,  eine  un- 
endliche Reihe  abnehmender  ganzer  positiver  Zahlen.  Der 
Kettenbruch  32)  muss  daher  einen  irrationalen  Werth  haben. 

Wäre  dagegen  von  irgend  einem  Theilzähler  6^  an,  all- 
gemein 6,^  =  0|ii  —  1  so  hätte  man  (§.  154] 


h 


a  — b 
k       k+i 


=  1 


mithin  kann  alsdann  auch  der  Kettenbruch  32)  keinen  irratio- 
nalen Werth  haben. 

Auch  hier  kann  man  wieder,  wie  im  früheren  Falle,  be- 
weisen ,  dass  der  Werth  des  Kettenbruches  32)  auch  dann  noch 
irrational  ist,  wenn  nur  von  einem  gewissen  Theilzähler  bf^ 
an,  allgemein  b^^  <  a„|  und  nicht  zugleich  allgemein 
*iii  =  «„,  —  1  ist. 

11. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass für  jeden  endlichen 

e  -{-  e 
rationalen  Werth  von  s  irrational  seyn  muss.     Dehn  setzt  man 

15  SS  — ,    wo  p  und  q  ganze  Zahlen  sind    und  q  auch    =  l 

seyn  kann,  so  folgt  aus  27) 
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e 

— 

e 

P 

q+P^ 

e 

+ 

-» 
e 

1 

3g  + 

p* 

5?H-P* 

7y  + 


